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PREFACE 


Ce  Traité  est  le  résumé  des  leçons  que  je  fais  depuis  plu- 
sieurs années  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  sur  le  pro- 
gramme de  la  licence.  Comme  la  Mécanique  était,  jusqu'à 
présent,  à  peine  enseignée  dans  les  lycées,  je  ne  suppose  chez 
le  lecteur  aucune  connaissance  de  celte  science  et  je  com- 
mence par  Texposition  des  notions  préliminaires  indispen- 
sables, théorie  des  vecteurs,  cinématique  du  point  et  du  corps 
solide,  principes  de  la  Mécanique,  travail  des  forces.  Vient 
ensuite  la  Mécanique  proprement  dite,  divisée  en  Statique  et 
Dynamique. 

Ce  qui  fait  le  caractère  distinetif  de  cet  Ouvrage  et  ce  qui 
)ustifiera,jerespère,  la  publication  d'une  nouvelle  Mécanique 
rationnelle  après  tant  d'autres  excellents  Traités,  c'est  l'in- 
troduction de  la  Mécanique  analytique  dans  les  commence- 
ments mêmes  du  cours.  Au  lieu  de  reléguer  les  méthodes  de 
Lagrange  à  la  fin  et  d'en  faire  une  exposition  entièrement 
séparée,  j'ai  essayé  de  les  introduire  dans  le  courant  de 
l'Ouvrage. 

Ainsi,  après  avoir  exposé  la  Statique  élémentaire  d'une 
manière  détaillée,  j'établis  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
comme  résumant  toutes  les  équations  de  l'équilibre  et  je  l'ap- 
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plîque  à  de  nombreux  exemples.  Puis,  dans  la  dynamique  du 
point  matériel,  après  avoir  traité  par  les  méthodes  élémen- 
taires le  mouvement  d'un  point  libre,  d'un  point  sur  une 
courbe  ou  sur  une  surface,  j'indique  la  démonstration  de 
Dirichlet  pour  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  point,  puis  j'ex- 
pose, toujours  pour  le  point  matériel,  les  équations  de 
Lagrange,  celles  d'Hamilton,  les  théorèmes  de  Jacobi,  le 
principe  de  la  moindre  action,  les  théorèmes  de  Tait  et 
Thomson.  De  cette  façon,  le  lecteur  se  trouve  amené  à  con- 
naître ces  belles  théories  par  leur  ;ipplicatîon  aux  exemples 
les  plus  simples  possibles. 

La  Dynamique  analytique  est  ensuite  développée  dans  sa 
généralité  à  propos  des  mouvements  des  systèmes,  qui  se 
trouvent  ainsi  étudiés  deux  fois,  d'abord  par  l'application  des 
principes  généraux,  puis  à  l'aide  des  méthodes  de  Lagrange, 
Hamiiton,  Jacobi. 

De  nombreux  exemples  imprimés  en  plus  petits  caractères 
sont  traités  dans  le  texte;  d'autres  sont  proposés  comme 
exercices  avec  de  courtes  indications  sur  la  solution. 

M.  Guichard,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Clermont-Ferrand,  a  bien  voulu  revoir  ma  rédaction  que  ses 
conseils  m'ont  permis  d'améliorer  en  un  grand  nombre  de 
points  ;  je  lui  en  exprime  ici  tous  mes  remerciements.  Je  dois 
également  des  remerciements  à  MM.  Abraham  et  Delassus 
qui,  en  faisant  une  première  rédaction  de  mes  leçons,  ont 
considérablement  simplifié  une  partie  de  ma  tâche. 

P^iris,  le  3c  août  rSgS. 
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INTRODUCTION. 


Parmi  les  Sciences  malhcmatir^ues,  la  première  est  la  Science 
da  Calcul,  qm  repose  sur  la  seule  notion  de  nombre  et  à  laquelle 
on  s'efforce  de  ramener  toutes  les  autres.  Vient  ensuite  la  Géo- 
métrie, qui  fait  intervenir  une  notion  nouvelle,  celle  d'espace  : 
en  Géométrie,  on  considère  des  points  qui  décrivent  des  lignes, 
des  lignes  qui  décrivent  des  surfaces,  etc.;  mais  on  ne  s'occupe 
en  aucune  manière  du  temps  dans  lequel  s'effectuent  ces  mouve- 
ments. Si  l'on  fait  intervenir  celte  notion  de  temps,  on  obtient 
une  science  plus  complexe,  la  Cinématique,  qui  étudie  les  pro- 
priétés géométriques  des  mouvements  dans  leurs  rapports  avec 
le  temps,  sans  se  demander  quelles  sont  les  causes  pbysiques  de 
ces  mouvements.  C'est  cette  question  que  l'on  se  pose  en  Méca- 
nique ;  il  faut  cependant  observer  qu'il  est  impossible  de  décou- 
vrir les  véritables  causes  des  phénomènes  physiques,  et  qu'on  se 
contente  de  substituer  aux  causes  réelles  qui  produisent  les  phé- 
nomènes d'autres  causes  fictives,  appelées  forces,  capables  de 
produire  les  mêmes  effets. 

La  Mécanique  a  pour  objet  de  résoudre  les  deux  problèmes 
suivants  : 

1°  Trouver  le  mouvement  que  prend  uii  système  de  corps  sous 
l'action  de  forces  données; 

I.  I 
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a"  Trouver  les  forces  capables  d'imprimer  à  un  sjslènie  de 
corps  lin  mouvement  donné. 

Avant  d'aborder  la  Mécanique,  nous  exposerons  la  théorie  des 
grandeurs  géométriques  o\\  vecteurs,  suivie  de  notions  élémen- 
taires de  Cinématique. 
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TRAITÉ 

MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 

STATIQUE.  -  DYNAMIQUE  DU  POINT. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

CHAPITRE  1. 

THÉORIE  DES  YECTEURS. 


1.  Les  théories  géométriques  exposées  dans  ce  Chapitre  sont 
dues  principalement  à  Poinsot,  Chasies  et  Môbins;  elles  trouvent 
lenr  application  dans  plusieurs  questions  importantes  de  Géomé- 
trie, de  Cinématique,  de  Mécanique  et  de  Physique  :  ainsi,  on 
représente  par  des  vecteurs  les  vitesses,  les  accélérations,  les  ro- 
tations et  les  forces.  La  méthode  d'exposition  que  nous  avons 
adoptée  est  empruntée  en  grande  partie  à  Cauchy  {Leçons  de  Mé- 
canique, par  l'abbé  Moigno)  et  à  MM.  Sarrau  et  Kœnigs;  nous 
sommes  revenu  par  moments  aux  méthodes  classiques,  notamment 
à  propos  des  opérations  élémentaires  (n"  15)  et  de  la  théorie  des 
couples,  que  nous  développons  directement  {n°°â5  et  stiiv.)  après 
l'avoir  aussi  déduite  des  théorèmes  généraux. 
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I.  -  DEFINITIONS. 

2.  Grandeurs  géométriques  ou  vecteurs.  —  Une  grandeur  géo- 
métrique ou  vecteur  est  un  segment  de  droite  A)  B)  {Jig-  i),  ayant 
une  origine  K^  et  une  extrémité  B, .  Ce  segment  est  délini  par  les 
éléments  suivants  :  i"  son  origine  on  point  d'application  A)  ; 
2°  sa  direction,  qui  est  celle  de  la  droite  indéfinie  A,  B,  ;  3°  son 
sens,  qui  est  celui  du  niouvemenl  d\in  mobile  allant  de  l'ori- 
gine A|  vers  l'extrémité  B, ,  et  que  l'on  indique  par  une  flèclio 
placée  à  l'extrémité;  /\'*  sa  grandeur  V ,,  qui  est  la  longueur  A,  B,. 


Analjtiquemeut,  on  définit  un  vecteur  par  les  coordonnées 
(x,,_y,,  z,)  et  {x\,  y\,  s\)  de  l'origine  et  de  l'extrémité  par  rap- 
port à  trois  axes  coordonnés,  ou  encore  par  les  coordonnées 
{xt,  j-,,  Z{)  de  l'origine  et  les  projections  (X,,  Y,,  Zi)  du  seg- 
ment A)B)  sur  les  trois  axes,  ces  projections  ayant  des  signes, 
suivant  les  conventions  ordinaires  de  la  Géométrie  analytique. 
Ces  projections  sont  évidemment 
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Z^  =  s\  —  Si. 


ÏNous  désignerons  habituellement  un  vecteur  par  une  seule 
lettre  P, ,  représentant  sa  longueur  ou  grandeur,  et  placée  à  l'ex- 
trémité. 


3.  Sens  positif  de  la  rotation  autour  d'un  axe. 
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{fig.  2)  sur  lequel  on  a  choisi  un  sens  positif,  de  z'  vers  s  par 
exemple;  un  mobile  M,  décrivant  une  courbe  quelconque  C  dans 
l'espace,  tourne  autour  de  l'axe  dans  le  sens  po- 
sitif quand  un  observateur,  ayant  les  pieds  en  s'  ''^" 
el  la    lête  en  z,   voit  le  mobile  tourner   de   sa 
gauche  vers  sa  droite;  dans  le  cas  contraire,  le 
mobile  tourne  dans  le  sens  négatif. 

Par  exemple,  considérons  deux  vecteurs  A)  P, 
et  BPj  {Jig.  4)  ;  supposons  qu'un  mobile  parcou- 
rant A)  P|  tourne  autour  de  BP^  pris  comme  axe 
dans  un  certain  sens;  la  figure  montre  que  réci- 
proquement un  mobile  parcourant  BP^  tourne 
autour  de  A|P,  dans  le  même  sens. 


■i.    Moment  par  rapport  à  un  point.  —   Le  moment  d'un  vt 
teurP,  par  rapport  à  un  point  B(yïg-.  3)  est  un  vecteur  BGi,  d'o 
gine  B,  ayant  :    i"  une  longueur  égale  ait 
produit  P,  S  de  P,   par  sa  distance  S  au  Fig.  3, 

point  B;  2°  une  direction  perpendiculaire 
au  planBA,  P,  ;  3°  un  sens  tel  qu'un  mo- 
bileparcourantA,P|,  de  A)  versP),  tourne 
autour  de  BG)  dans  le  sens  positif.  La 
grandeur  de  ce  moment  est  égale  au  double  '■■^^^ 

de  l'aire  du  triangle  BA,  P,  :  elle  est  nulle 
quand  P)  ou  S   sont  nuls.  Le  moment  ne 
change  pas  quand  on   transporte  le  vecteur  Pj  en  un  point 
sa  direction  ou  qu'on  déplace  le  point  B  sur  une  parallèle  £ 


5.   Moment  par  rapport 
-  rapport  à  un 


l'a 


1  axe.   — ■    Le   moment   d'un    vec- 
A  {Jig.  4),  sur  lequel  on  a  choisi 
positif,  est  égal  à  la  valeur  algébrique  de  la  projection 
cet  axe  du  moment  de  P,   par  rapport  à   un  point  pris   sur 


Pour  justifier  cette  définition,  il  faut  montrer  que  la  valeur 
qu'elle  donne  pour  le  moment  de  P, ,  par  rapport  à  l'axe,  est  indé- 
pendante du  choix  du  point  sur  cet  axe.  Menons  par  un  point  B  de 
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ïseun  p]anll perpendiculaire  à  Pane  el  soient  a^p^  la  projection 
j  A.)P,  sur  ce  plan,  BG,  le  moment  rie  P,  par  rapport  à  B,  B^, 


sa  projection  sur  l'axe  A,  L'angle  des  deux  plans  A,  BP, ,  a,  B/j, 
étant  égal  à  celui  de  leurs  perpendiculaires,  on  a 


é-.-BG.cosGiE^,. 


Comme  le  moment  BG,  est  égal  à  :!aireA|BP|,  sa  projec- 
tion B^i  est  aussi  égale  en  valeur  absolue  à  2airc«,B/),,  expres- 
sion évidemment  indépendante  du  choix  du  point  B  sur  l'axe  i. 
Le  signe  de  cette  projection  Bg-,  est  aussi  indépendant  du  choix 
du  point  B  :  ce  signe  est  +  on  —  suivant  qu'un  mohilc  parcou- 
rant A|P)  tourne  autour  de  A  dans  le  sens  positif  ou  le  sens 
négatif. 

On  conclut  de  là  diverses  expressions  du  moment  d'un  vec- 
teur P|  par  rapport  à  un  axe. 

Appelons  5  la  plus  courte  distance  du  vecteur  à  l'axe  et  9 
l'angle  du  vecteur  avec  l'axe;  S  se  projette  en  vraie  grandeur  sur 
le  plan  H,  p^  est  égal  à  P,  sin9,  et  le  moment  3R/|  est 


3lli  =  ±j^tE 


il  faut  prendre  le 


e  signe  —  suivant  qu'un  mobile 
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parcourant  le  vecteur  A,  P,  tourne  autour  de  l'axe  A  dans  ie  sens 
positif  ou  !e  sens  négatif. 

Prenons  sur  l'axe  A  dans  le  sens  positif  un  segment  BPj  de  lon- 
gueur Pj,  cl  désignons  par  voI(Pi,  P^)  le  volume  du  tétraèdre 
aj-ant  A,P,  et  BP^  comme  arêtes  opposées,  ce  volume  étant  pris 
positivement  ou  négativement,  suivant  qu'un  mobile  parcourant 
l'un  des  vecteurs  P)  ou  P^,  de  l'origine  vers  l'extrémité,  tourne 
autour  de  l'autre,  dans  le  sens  positif  ou  le  sens  négatif.  Le  mo- 
ment de  P,  par  rapport  à  l'ase  i  est  alors 


En  effet,  l'égalité  a  lieu  en  signe;  elle  a  lieu  aussi  en  valeur 
absolue,  car  le  volume  du  tétraèdre  considéré  ne  change  pas  quand 
on  fait  glisser  les  sommets  A,  el  P)  jusqu'en  a,  et  p,,  ce  qui 
donne  un  nouveau  tétraèdre  dont  le  volume  V  est  le  tiers  du  pro- 
duit de  Pî  par  l'aire  a,Bp,;  la  valeur  absolue  du  moment 
aairea,  B/?,  est  donc  égale  à  6V  divisé  parPa. 

Bemarque.  —  Prenant  !e  moment  Jll/i  sous  la  forme  ±  P,  S  sinQ, 
on  voit  qu'il  est  nul  quand  l'un  des  trois  facteurs  est  nul,  c'est- 
à-dire  quand  le  vecteur  est  nid  ou  quand  il  est  dans  un  même 
plan  avec  Vaxe. 

6.  Moment  relatif  de  deux  vectemrsPietPs.  —  On  nomme  ainsi 
la  quantité  6vol{P,,  Pj)  défmie  dans  le  numéro  précédent.  L'ex- 
pression algébrique  de  cette  quantité  s'obtient  immédiatement 
d'après  la  formule  élémentaire  de  la  Géométrie  analytique  qui 
donne  le  volume  d'un  tétraèdre  en  fonction  des  coordonnées  de 
ses  sommets.  Appelons  jr,,  y^,  z,  les  coordonnées  du  point  A,, 
X),  Y|,  Z|  les  projections  de  P,  sur  le's  trois  axes,  et  posons 

Li  =  riZ,  — ^iY„         Mi  =  3iX,  — j:,Z,,         Nj=a;iYi— jiXi; 

appelons,  de  même,  x^,  y^,  s^  les  coordonnées  de  B,  Xj,  Y^,  Z^ 
les  projections  de  Pj,  et  Lj,  M^,  Na  les  quantités  analogues  à 
Li,  M,,  N,  relatives  à  Pj.  On  aura,  en  grandeur  et  en  signe,  en 
supposant  les  axes  OiC,  Oy,  Os  rectangulaires  elorienlés  de  façon 
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qu'une  rolaùon  de  90"  dans  le  sens  positif  autour  de  Os  amène  Or 
rO^, 

hX.    ji  +  Y,     ^.-hZ, 

développant,  après  avoir  retranche  la  première  ligne  de  la  deuxième 
et  la  troisième  de  la  quatrième,  on  a 

6vol(P„Ps)  =:L,Xî^-IVIiYi+N,Z5-i-LiX,H-MîYi-i-N2Z,, 

ou  encore,  si  l'on  remarque  les  identités 

L,Xi4-MiY,-i-NiZ,=^o,         LsXî-l-MjYi-i-NîZi^o, 
6vol(P„P2)=(L,-HLî)(X,  +  X5)  +  (M,-HM2)[Yi-(-Yî)  +  CN,+  Ni)(Z,-i-Zi). 

7.   Expressions  analytiques  des  moments.    —    Soil    un   axe  i 
[fig-  5)  sur  lequel  on  a  pris  comme  sens  positif  le  sens  O'O", 


allant  du  point  O' de  coordonnées  \x' ,y\  s')  à  un  point  G"  de  coor- 
données {ce", y",  z").  Les  projections  X^,  Ya,  Z3  du  vecteur  O'O'', 
qui  va  jouer  le  rôle  de  Pa  et  les  quanlitcs  L^,  Mj,  Na  relatives  à 
ce  vecteur  sont  respectivement 


Le  moment  3IL)  du  vecteur  P,  par  rapport  à  l'axe  A  étant  é 
à  6voI.(P,,Pï),  divisé  par  Pg,  on  a 
^(y-a7')L,^(j--,y'iM,  +  (^''^.s')N,-Kys'-^y)X,+(sV-^V')Y,+« 
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Celle  expression  générale  doone  les  valeurs  du  moment  de  P, 
par  rapport  aus  trois  ases  coordonnés.  Pour  l'axe  Os  par 
exemplej  il  suftil  de  supposer  x' ,  j/,  s',  3/',  y"  nuls  et  z"^^  1. 
On  trouve  alors  pour  moment  Nj.  De  même,  pour  les  axes  Ox 
et  Oy,  on  trouverait  L,  et  M,.  Ainsi  les  moments  du  vecteur  P) 
par  rapport  aux  trois  axes  sont  les  quantités  appelées  L, ,  M) ,  N, 
dans  le  numéro  précédenf.  Le  moment  OG,  du  vecteur  P)  par 
rapport  à  l'origine  O  est  un  vecteur  ayant  pour  projections  sur 
les  trois  axes  les  quantités  L,,  M,,  N,,  d'après  la  délinîlion 
même  du  moment  par  rapport  à  un  axe. 

Si  l'on  prend  tout  autre  point  O'  de  coordonnées  x',  y\  5',  les 
coordonnées  du  point  A,  par  rapport  à  de  nouveaux  axes,  paral- 
lèles aux  premiers,  ayant  pour  origine  le  point  O',  sont  œ,  —  x', 
yt  — y,  Zt  —  s'.  Les  projections  du  vecteur  sur  ces  axes  restent 
X),  Y),  Z,  ;  ses  moments,  par  rapport  aux  nouveaux  axes,  de- 


Li  =  (ri-y)Z.-(-^i-^')ï|,        M;  =  (s,-y)X,-(.^.-a.')Z,, 

expressions  obtenues  en  remplaçant,  dans  L, ,  M( ,  N,,  X(,j>', ,  ;;i 
par  Xi,  —  x' ,  y^  — ■  y ^  s,  —  a'.  Le  moment  O'G,  du  vecteur  P)  par 
rapport  à  O'  est  un  vecteur  ayant  pour  projections  L',,  M,,  N'. 
On  peut  écrire  aussi,  d'après  les  valeiirs  de  L,,  M,,  N), 

L'jr^L,  — (7'Z,  — 3'Yi),         M'i^Mi  — (a'Xi  — 3^'Zi), 

N',  =  N,-(.r'Y,-/Xi). 

Remarque.  —  Soient  six  quantités  arbitraires  X),  Y,,  Z,,  L,, 
M),  N,  dont  les  trois  premières  ne  sont  pas  toutes  nidles  et  qui 
vérifient  l'identilé 

L,X,  +  M,Y,  +  ?JiZi=o, 
les  équations 

L,=/Z,  — ^Yi,         M|-=^X,  — a-Z,,         N,=  3^Yi-j>-X„ 

où  x,y,  z  désignent  des  coordonnées  courantes,  représentent  une 
droite  D,  car,  en  vertu  de  l'identité  admise,  elles  se  réduisent  à 
deux.  Soit  A,  un  point  arbitraire  pris  sur  cette  droite,  le  vec- 
teur P|,  d'origine  A)  et  de  projections  X),  Yi,  Z),  est  dirigé  sui- 
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vant  la  droite  D  et  a  pour  moments,  par  rapport  aux  axes,  L,, 
M,,  N,.  Les  six  quantités  X,,  Y,,  Z,,  L,,  M,,  N,  sont  les  coor- 
données de  la  droite  D,  d'après  Pliicker, 


II.  -   SYSTÈMES  DE  VECTEURS. 

8.  Vecteurs  concourants.  Somme  géométrique  ou  résultante.  — 
Soienl  P, ,  V2,  . . . ,  Pn  des  vectevirs  ayant  même  origine  A;  par  le 
point  P,  menons  un  segment  P,  Q9  égal  et  parallèle  à  P^,  par  Q^ 
un  segment  Q2Q3  égal  et  parallèle  à  P3,  ...  et  ainsi  de  suite, 
par  Qn_i  un  segment  Q„_i  Q„  égal  et  parallèle  à  Pn,  Le  polygone 
ainsi  construit  APjQ^ ...  Q^„_iQ„  se  nomms  polygone  des  gran- 
deurs géométriques;  la  grandeur  géométrique  ÂQ„,  ayant  pour 
origine  A  et  pour  extrémité  Q„,  est  la  somme  géométrique  ou 
résultante  R  des  grandeurs  géométriques  données  (Jtg-  6).  On 
exprime  ce  fait  par  l'équation 

(R)  =  (PO  +  (P=)  +  ...^-(P,,); 

les  parenthèses  indiquant  qu'il  s'agit  d'une  somme  géométrique. 


Pour  construire  la  résultante,  nous  avons  pris  les  composantes 
Pi,  Pî,  . . .,  P„  dans  un  certain  ordre  :  la  résultante  est  la  même 
quel  que  soit  l'ordre  suivi.  C'est  ce  qui  résulte  immédiatement 
de  la  détermination  analytique  de  la  résultante. 

Soient  X,,  Y),  Z,  les  projections  du  segment  P,  sur  trois  axes 
coordonnés  Ox,  Oy,  Os,  Xj,  Ya,  Z^  celles  du  segment  Pa, ...,  Xn, 
Y„,  Z„  celles  de  P„;  soient,  d'autre  part,  X,  Y,  Z  les  projections 
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de  la  résultante  AQ,,.  D'après  le  théorème  des  projections,  la 
projecùon  du  segment  AQ^  sur  un  axe  est  égale  à  la  somme  des 
projections  des  côtés  APi,  fiQi,  QaQai  ■  ■- 1  Qh-iQ;;  du  contour 
polygonal  APtQjQj . .  .Q„_,  Q„ 

x  =  XiH-x,-i-...-i-x„,       Y=^i:Yj,       z  =  i:Z4. 

Ces  valeurs  sont  évidemment  indépendantes  de  l'ordre  dans 
lequel  on  prend  les  vecteurs  composants. 

Les  form.ules  précédentes  donnent  les  projections  de  la  résul- 
tante sur  les  axes  ;  on  obtient  des  formules  identiques  pour  les 
moments  de  la  résultante  par  rapport  aux  trois  axes.  Désignons 
par  X,  y,  z  les  coordonnées  du  point  A.  Les  moments  du  vec- 
teur Pa(Xj,  Yj,  Tjk)  par  rapport  aux  axes  sont 

Li-^jZ^— aY^-,         Mt^zX^— a^Z^.,         Nt=  a^Yx,  — jX*; 

les  moments  de  la  résultante  par  rapport  aux  mêmes  axes  sont 

h=yï  —  s\,         M  =  zX-xl,         N  =  a;Y-yX. 

D'après  les  valeurs  ci-dessus  de  X,  Y,  Z,  on  a  évidemment 

L  =  Li-i-Ls-i-,.,  + L„,         M  =  SM4,         N  =  SN,;. 

Comme  on  peut  prendre  tel  axe  que  l'on  veut  pour  axe  coor- 
donné, on  voit  que  la  projection  de  la  résultante'  de  plusieurs 
vecteurs  concourants  sur  un  axe  est  égale  à  la  somme  des  pro~ 
'jectlons  des  vecteurs  sur  cet  axe;  le  moment  de  la  résultante 
par  rapport  à  un  axe  est  égal  à  la  somme  des  moments  des 
vecteurs  par  rapport  au  même  axe.  (Ce  dernier  théorème  est  dû 
à  Varignon.) 

On  en  conclut  que  le  moment  par  rapport  à  un  point  O  de  la 
résultante  de  plusieurs  vecteurs  concourants  est  la  somme 
géométrique  des  moments  des  vecteurs  composants.  En  effet,  le 
point  O  étant  pris  pour  origine,  L,  M,  N  sont  les  projections  sur 
les  trois  axes  du  moment  OG  de  la  résultante  par  rapport  à  ce 
point,  Lji,  M^,  Nft  les  projections  du  moment  OG,^  du  vecteur  P^ 
par  rapport  au  même  point  O  ;  les  équations  précédentes  expriment 
précisément  que  O  G  est  la  somme  géométrique  deOGijOGa, .  -., 

og;. 
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12  PEEMIERE    PARTIE.    —    NOTIONS    PRELIMINAIRES. 

Remarque.  —  Étant  donné  un  vecteur  ÂP,  on  peut  vouloir  le 
décomposer  en  d'autres  vecteurs  ayanlAponr  origine,  c'est-à-dire 
trouver  des  vecteurs  qui,  coniposés  ensemble,  donnent  AP. 

Par  exemple,  on  peut  toiijonrs,  à  l'aide  d'un  parallélogramme, 
décomposer  AP  en  deux  vecteurs  dirigés  suivant  deux  directions 
données  AJB  et  AC,  dont  le  plan  contient  AP. 

De  même,  on  peut  toujours,  à  l'aide  d'un  parallélépipède,  dé- 
composer AP  en  trois  vecteurs  dirigés  saivant  trois  directions  don- 
nées AB,  AC,  AD  formant  un  trièdre. 

9.  Systèmes  de  vecteurs  quelconques.  Résultante  générale  et 
moment  résultant.^  Etant  donnés  des  vecteurs  quelconques  P,, 
P21  ■  ■  »  P«[  appliqués  en  des  points  A,,  Aj,  .. .,  A„,  on  choisit 
un  point  arbitraire  O  de  l'espace,  et  l'on  appelle  : 

1°  Résultante  générale,  la  résultante  OR  de  vecteurs  OP', , 
OPJj,  . . . ,  OPJ,,  ayant  O  pour  origine,  égaux  et  parallèles  aux  vec- 
teurs donnés; 

a"  Moment  résultant  par  rapport  au  point  O,  la  résultante  OG 
des  moments  OG,,  OG^,  -  - .,  0G„  des  vecteurs  donnés  par  rap- 
port à  ce  point, 

Si  l'on  fait  varier  la  position  du  point  O  dans  l'espace,  la  ré- 
sultante générale  OR  reste   la  mâmc  en  grandeur  et  direction 


d'après  la  façon  même  dont  elle  est  définie;  au  contraire,  le  mo- 
ment résultant  OG  {fig.  7)  change,  à  moins  qu'on  ne  déplace  O 
sur  la  droite  OR. 
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Prenons  pour  origine  le  point  O,  appelons  Xi^,  yi,,  ^k  les  coor- 
données du  point  A*;  X*,  Y*,  Z^  les  projections  du  vecteur  P^; 
La,  M^,  N;t  ses  moments  par  rapport  aux  trois  axes  supposés  rec- 
tangulaires. Soient,  d'autre  part,  X,  Y,  Z  les  projections  de  la 
résultante  générale  OR;  L,  M,  N  celles  du  moment  résultant  OG 
relatif  au  point  O.  On  a,  en  désignant  par  S  une  somme  <Stendue 
à  tous  les  vecteurs  considérés, 

(it)  x=sXt,      y  =  sY*,       z=sz/,, 

(G)  L=  SLi,        M  =  21114,        N^^SN^. 

Soient  x',  y',  z'  les  coordonnées  d'un  autre  point  O';  nous 
avons  vu  (n"  7)  que  le  moment  résultant  O'GJ^  d'un  vecteur  tel 
que  Pi,  par  rapport  au  point  O',  a  pour  projections 

Donc,  en  appelant  X',  Y',  Z'  et  \J ,  M',  N'  les  projections  de  O'R' 
et  O'G'  sur  les  axes,  on  a 

(K)  X'-.EXi=:X,        Y'=  Y,        Z'=  Z; 

(G'}L'  =  S14  =  L  — (/Z— S'Y),     M'=^M— (s'X— 3?'Z),     N'=N  — (a^'Y— yX). 

Avec  ces  formules,  on  peut  calculer  R' et  G' pour  tous  les  points  O' 
de  l'espace  dès  qu'on  les  connaît  pour  un  point  O.  Elles  montrent 
que  le  moment  résultant  O'G',  par  rapport  au  point  O',  est  la 
somme  géométrique  du  moment  résultant  par  rapport  au 
point  O  et  du  moment,  par  rapport  à  C,  de  la  résultante  gé- 
nérale OR  relative  au  point  O. 

10.  Variation  de  la  résultante  générale  et  du  moment  résultant; 
invariants;  axe  central.  —  Supposons  d'abord  la  résultante  géné- 
rale différente  de  zéro  ;  le  moment  résultant  G'  est  alors  différent 
de  G,  à  moins  que  0'  ne  soit  situé  sur  OR.  Mais  la  projection  du 
moment  résultant  sur  la  direction  de  la  résultante  générale  est 
constante.  On  a,  en  effet, 

R'G'coslVG/ =  L'X'-i-  M'r+  N'Z', 
expression  dont  le  second  membre  est,  d'après  les  valeurs  de  X', 
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Y',  Z',  I/,  M',  N',  égal  à  LX  4-  MY  +  NZ,  c'est-à-dire  constant; 
et,  comme  R'  esl  constant,  oo  a 

G'cosR'G'=  const.  =  GcosRG, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

D'après  cela,  quelles  que  soient  l'origine  des  coordonnées  et 
les  directions  des  axes  rectangulaires,  les  quantités 

Xî  +  ya  ^-  7J,         LX  +  MV  -1-  NZ 

conservent  des  valeurs  invariables  ;  on  peut  les  appeler  des  m- 
variants  du  système  de  vecteurs. 

Si  ['on  nomme  produit  géométrique  de  deux  vecteurs  le  pro- 
duit de  ces  deux  vecteurs  par  le  cosinus  de  leur  angle,  on  peut 
dire  que  l'invariant  LX  +  MY  +  I*^Z  est  le  produit  géométrique 
de  la  résultante  générale  et  du  moment  résultant  pour  un  point 
quelconque  de  l'espace.  Nous  donnons  plus  loin  (n"  17)  une  autre 
signification  géométrique  remarquable  du  deuxième  invariant. 

La  résultante  générale  étant  toujours  supposée  différente  de 
zéro,  on  peut  choisir  le  point  O'  [x\  y,  z'),  de  façon  que  le  mo- 
ment résultant  O'G'  soit  dirigé  suivant  la  même  droite  que  la  ré- 
sultante générale  O'R'.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  L',  M',  N' 
soient  proportionnels  à  X,  Y,  Z, 


(0 


-  Cr'Z  — g'Y)  _  M  — (.s'X-a^'Z)  _  N  —  ix'^  —  fK) 


Ces  équations  linéaires  en  ^,  y',  z'  donnent,  comme  lieu  de  O', 
une  droite  D'D  parallèle  à  la  direction  de  la  résultante  générale 
qu'on  nomme  axe  central  {Jig.  8).  En  un  point  O'  de  cet  axe,  la 
résultante  et  le  moment  résultant  sont  dirigés  suivant  l'axe,  dans  le 
même  sens  ou  dans  des  sens  contraires  suivantqueLX-1-MY-f-NZ 
est  positif  ou  négatif.  Le  moment  résultant  g-  est  alors  mini- 
mum, car  il  coïncide  avec  sa  projection  sur  la  résultante  générale. 

En  particulier  si,  R  étant  difl'érent  de  zéro,  l'invariant 

LX  +  MY  -i-  ?iZ 
est  nu',   la  projection  du  moment    résultant  relatif  à  un  point 
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quelconque  S 
]jerpendicula 


-  la  résultante  générale  est  nulle;  ce  moment  esl 
c  à  la  résultante,  et  le  moment  mininiuin  O' g  est 


Remarque.  —  En  mnhipliant  les  termes  des 
pectivemenl  par  X,  Y,  Z  et  ajoutant  termes  à  ( 
pour  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 


(*) 


LX  -h  MY  H 


„IÊ 


■apports  (i)  res- 


valeur  qui  est  nulle  lorsque  le  n 


n  l'est. 


Lorsque  la  résiiltante  générale  est  nulle,  les  formules  monlreni 
que  L',  M',  N'  sont  égaux  à  L,  M,  N  :  le  moment  résultant  est 
alors  le  même  pour  tous  les  points  de  l'espace. 

Les  considérations  qui  conduisent  à  la  notion  de  l'axe  central 
n'ont  plus  de  sens  dans  ce  cas.  On  convient  de  prendre  comme 
axe  central  iine  droite  arbitraire  parallèle  au  moment  résultant. 


s  par  rapport  à  un  axe  quelconque.  Droites 
de  moment  nul,  —  Soit  un  axe  i  joignant  deuK  points  0'{3!\y',  s')  et 
0"{ûs" ,  y,  z"),  le  moment  SIL*  du  vecteur  Pj-,  par  rapport  à  cet  axe,  est 
donné  par  «ne  formule  précédente  (n"  7). 

La  somme  des  moments  STLi  de  tous  les  veeteurs  par  rapport  au  même 
axe  est  donc 


x')h^i/-y)M-v-u"~z')^My^'-'''.f)'>^M''^' 


z")\^ 
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l6  PBEHIEIIE    PARTIE.  —   NOTIONS    PRELIMINAIRES, 

On  appelle  droites  de  moment  nul  les  droites  L  par  rapport  auxquelles 
la  somme  des  moments  des  vecteurs  donnés  est  nulle.  Ces  droites  sont 
définies  par  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  numérateur  de  3(L; 
cette  équation  étant  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  six  coordon- 
nées a'"— a;',  J°  — 7',  z'—z',  y'z"—z'y\  s't^—x'^,  x' f —y' sf  A.t\a 
droite  A  d'après  Pliicker,  les  droites  de  moment  nul  forment  un  complexe 
linéaire,  étudié  pour  la  première  fois  par  Chasles.  Ces  droites  sont  nor- 
males au  moment  résultant  relatif  à  l'un  quelconque  de  leurs  points. 


12.  Équations  réduites.  Complexe  de  Chasles.—  Prenons  pour  axe  Os 
l'axe  central,  en  choisissant  comme  sens  positif  le  sens  de  la  résultante  gé- 
nérale R.  Appelons  g  la  valeur  algébrique  du  moment  minimum  estimée 
positivement  dans  le  sens  Qz.  On  a  alors 

X^Y  =  L=M==o,         Z  =  R,         N  =  ^. 

Le  moment  résultant  parrapport  à  un  poi[iiO'{/^.  9)  quelconque  a  pour 
projections 

(O'G')  N'  =  ^,         L'^-/R,         M'=^'R, 


\ 


formules  qui  permettent  d'étudier  la  distribution  des  moments  résultants 
dans  l'espace.  Comme  le  moment  résultant  est  le  même  en  tous  les  points 
d'une  parallèle  à  Oa,  et  que  la  distribution  des  moments  résultants  est 
symétrique  autour  de  Os,  puisque  les  formules  sont  indépendantes  de 
l'orientation  des  axes  xOy,  il  suffît  d'étudier  la  variation  du  moment  ré- 
sultant AG  relatif  à  tous  les  points  A  de  Oœ;  cette  variation  résulte  immé- 
diatement des  formules  ci-dessus,  dans  lesquelles  on  suppose  y'=  o.  Nous 
obtiendrons,  dans  l'étnde  dn  mouvement  hélicoïdal  d'un  corps  solide,  une 
représentation  très  simple  de  cette  distribution  des  moments  résultants 
dans  l'espace. 
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L'équation  du  compkxF,  de  Ghasles,  formé  par  les  droites  de  momeui 
nul  ÙM>  =  0,  devient 

Les  droites  O'O"  de  ce  complexe,  passant  par  un  point  0'  donné,  en- 
gendrent un  plan  n  perpendiculaire  au  moment  résultant  relatif  au  point 
O'.  Inversement,  les  droites  du  complexe  situées  dans  un  plan  n  passent 
par  un  point  O'  tel  que  le  moment  résultant  relatif  à  ce  point  soit  normal 
au  plan.  D'après  Chasles,  on  dit  que  0'  est  le  foyer  du  plan  II  :  ce  foyer 
est  à  distance  finie  tant  que  le  plan  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  central. 

Lorsqu'un  plan  II  tourne  autour  d'une  droite  fixe  D,  son  foyer  décrit  une 
droite  conjuguée  i,  et,  inversement,  quand  un  plan  tourne  autour  de  A 
son  foyer  décrit  D. 

On  verra  sans  peine  ce  que  deviennent  ces  théorèmes  quand  ^  ou  R 
^ont  nuls. 


13.  Définition  de  l'équivalence.  —  Deux  systèmes  de  vecteurs 
sont  dits  équivalents  quand  leurs  résultantes  générales  et  leurs 
moments  résultants  par  rapport  à  un  point  de  l'espace  sont  iden- 
tiques. Leurs  moments  résultants  sont  alors  identiques  par  rap- 
port à  tout  autre  point  de  l'espace;  en  particulier,  les  deux  sys- 
tèmes ont  même  axe  central  et  même  moment  minimum.  Par 
exemple,  un  système  de  vecteurs  concourants  est  équivalent  ait 
vecteur  résultant. 

Soient  (S)  et  (S«)  deux  systèmes  de  vecteurs,  X,  Y,  Z,  L,  M,  N 
les  projections  sur  les  trois  axes  de  la  résultante  générale  et  du 
moment  résultant  du  système  (S)  par  rapport  à  l'origine  O, 
X(,  Yfl,  Zo,  Lu,  M(,  No  les  quantités  analogues  relatives  au  sys- 
tème (Sfl).  Les  conditions  d'équivalence  des  deux  systèmes  sont 

X  =  Xû,        Y  =  Ya,        Z  =  Zo,        h  =  L„,        M  =  Mo,        N  =  N„. 

14.  Système  de  vecteurs  équivalent  à  zéro.  —  Un  système  (S) 
est  dit  équivalent  à  zéro  quand  sa  résultante  générale  et  son  mo- 
ment résultant  par  rapport  à  un  point  sont  nuls.  Ces  grandeurs 
sont  alors  nulles  pour  tout  point  de  l'espace.  Ce  fait  s'exprime 
par  les  six  équations 


X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  o;        L  =  o,        M  ^  o,        N  =  o. 

1.  3 
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Prenons,  par  exemple,  le  système  de  deux  vecteurs  égaux  et 
directement  opposés,  c'est-à-dire  le  système  formé  par  deux  vec- 
teurs P  et  —  P  égaux  et  dirigés  en  sens  contraire,  suivant  la  droite 
AB  joignant  leurs  points   d'application    (fig.  lo);  ce  système  csr 


Fig. 


évidemment  lîcniivalent  à  zéro.  Réciproquement,  si  le  système  de 
deux  vecteurs  P  et  Q  est  équivalent  à  zéro,  ces  vecteurs  sont 
égaux  et  directement  opposés.  En  effet,  la  résultante  générale  de- 
vant être  nulle,  Q  est  égal  et  opposé  à  P.  I.e  moment  résultant 
devant  être  nul  par  rapport  à  un  point  quelconque,  prenons-le  par 
rapport  au  point  d'application  A  du  vecteur  P.  Le  moipent  de  P 
par  rapport  au  point  A  est  nul  :  le  moment  résultant  se  réduit 
donc  au  moment  de  Q,  et,  comme  il  doit  être  nul,  la  direction  deQ 
passe  par  A,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

De  même  qu'en  Algèbre  deux  quantités  égales  ont  une  diffé- 
rence nulle  et  réciproquement,  dans  la  théorie  des  vecteurs  on  a 
ce  théorème  : 

Pour  que  deux  systèmes  de  vecteurs  (S)  et  (So)  soient  équi- 
vALEBTS,  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  formé  par  les  vec- 
teurs de  (S)  et  ceux  de  (So)  chamgés  de  sems  soit  équivalent 

En  effet,  en  changeant  de  sens  les  vecteurs  de  (So),  on  obtient 
un  système  ( —  So)  dont  la  résultante  générale  et  le  moment  ré- 
sultant relatifs  à  O  sont  les  éléments  analogues  de  (So)  changés 
de  sens.  La  résultante  générale  et  le  moment  résultant  du  système 
total  formé  par  la  réunion  de  (S)  et  (—  So)  ont  donc  pour  pro- 
jections 

X  — X„,         Y  — Yu,         Z  — Z^;         L  — Lo,         M  -  Mo,         N  — No. 
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Pour  que  les  deux  systèmes  soient  équivalents,  il  faut  et  il 
suffit  que  ces  six  quantilés  soient  nulles,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

Nous  donnerons  en  Statique  (Chapitre  V)  les  exemples  les  plus 
importants  de  systèmes  de  vecteurs  équivalents  à  zéro. 

13.  Opérations  élémentaires.  —  On  obtient  des  systèmes  équi- 
valents à  un  système  donne  à  l'aide  des  opérations  élémentaires 
suivantes  ; 

i"  Adjonction  ou  suppression  de  deux  vecteurs  égaux  et  direc- 
tement opposés;  transport  d'un  vecteur  en  un  point  de  sa  di- 
rection ; 

2°  Composition  de  plusieurs  vecteurs  concourants  en  un  seul; 
décomposition  d'un  vecteur  en  vecteurs  concourants. 

Le  transport  d'un  vecteur  AP  en  un  point  B  de  sa  direction  est 
une  conséquence  de  la  première  opération;  en  effet,  appliquons 
au  point  E  {fig-  1 1),  suivant  la  droite  AB,  deux  vecteurs  égaux 

Fig.  II. 


et  directement  opposés  P  et  —  P',  dont  le  premier,  P',  est  égal 
à  P  et  de  même  sens  que  P.  Supprimons  ensuite  les  deux  vecteurs  P 
et  —  P'  égaux  et  directement  opposés;  il  reste  le  vecteur  BP',  qui 
n'est  autre  que  AP  transporté  au  point  B  de  sa  direction. 

Nous  allons  montrer  que  ces  deux  opérations  élémentaires  ne 
changent  ni  la  résultante  générale  ni  le  moment  résultant  du 
système  par  rapport  à  unpoint  quelconque. 

Le  point  étant  pris  pour  origine,  il  faut  établir  que  les  six  sommes 


L  =  i:  hk. 


Z  =  S  Zt, 
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sont  invariabJes.  En  eiFet,  ajouter  ou  supprimer  deux  vecteurs 
égaux  et  direclement  opposés,  c'est  ajouter  ou  supprimer  dans 
chaque  somme  deux  lermes  égaux  et  de  signes  contraires.  Rem- 
placer plusieurs  \ecteurs  concourants  par  le  vecteur  résultant, 
c'est  remplacer  dans  les  trois  premières  sommes  la  somme  des 
projections  de  ces  vecteurs  par  la  projection  de  leur  résultante, 
et  dans  les  trois  autres  la  somme  des  moments  de  ces  vecteurs  par 
le  moment  de  la  résultante,  ce  qui  revient  à  remplacer  plusieurs 
termes  de  chaque  somme  par  leur  somme.  Pour  ta  même  raison, 
la  décomposition  d'un  vecteur  en  vecteurs  concourants  n'altère  pas 
les  sis  sommes. 

On  peut,  à  l'aide  de  ces  opérations,  chercher  à  remplacer  un 
sjstème  de  vecteurs  (S)  par  uu  système  c<\iiivalent  plus  simple. 

16.  Réduction  à  deux  vecteurs.  —  Un  système  de  vecteurs 
peut  être  réduit  d'une  infinité  de  manières  à  deux  vecteurs  dont 
l'un  passe  par  un  point  arbitraire. 

JNous  ferons  voir  d'abord  qu'un  système  P|,  P^, .-.,  P„  est  équi- 
valent à  trois  vecteurs  appliqués  en  des  points  O,  Oi,  O^,  pris  à 
volonté,  non  en  ligne  droite  {^g-  12). 


Décomposons  le  vecteur  P,  en  trois  diriges  respectivement 
suivant  les  droites  OA,,  O, A,,  O^A,,  puis,  déplaçant  le  point 
d'application  de  chaque  vecteur  sur  sa  direction,  transportons  ces 
composantes,  !a  première  au  point  O,  la  deuxième  au  point  O,, 
la  troisième  au  point  Os.  Décomposons  de  même  le  vecteur  A^P^ 
en  trois  dirigés  suivant  les  droites  OAj,  0,  A^jOa  Aa  et  iranspor- 
lons  ces  composantes  en  0,0),  O2,  et  ainsi  de  suite.  Les  vecleiirs 
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appliqués  en  O  ont  une  résultante  R|,  les  vecteurs  appliqués  en 
O)  ont  une  résultante  Rj,  et  de  même  les  vecteurs  appliqués  en  O^ 
ont  une  résultante  R3.  Le  système  des  vecteurs  proposés  est  ainsi 
remplacé  par  le  système  des  trois  vecteurs  Ri,  Ra,  Rj,  appliqiiés 
en  trois  points  arbitraires  O,  O, ,  O^. 

Nous  avons  décomposé  le  vecteur  P,  en  trois,  dirigés  suivant 
les  droites  OA.,,  O)  A),  OjAi  ;  cette  décomposition  est  possible 
toutes  les  fois  que  le  point  A,  n'est  pas  situé  dans  le  plan  des 
trois  points  O,  0|,0a;  car  alors  les  trois  droites  forment  un 
trièdre.  Si  le  point  A,  était  situé  dans  le  plan  00,  Oo,  sans  que 
le  vecteur  P,  y  fût  lui-même,  on  déplacerait  le  point  d'application 
de  ce  vecteur  sur  sa  direction,  de  manière  à  l'amener  hors  du  plan. 
Si  ce  vecteur  était  situé  dans  le  plan,  on  le  décomposerait  en  deux 
vecteurs  dirigés  suivant  les  droites  OÂj,  O,  A, . 

Nous  avons  remplacé  les  vecteurs  proposés  par  trois  vecteurs 
Ri,R2,  R3,  appliqués  en  trois  points  arbitraires  0,0,,  O^.  Voici 
coninieiit  ou  réduit  ces  trois  vecteurs  à  deux.  Soil  OL  {fig-  10) 


la  droite  d'intersection  du  plan  mené  par  le  point  O  et  le  vecteur 
Rj  et  du  plan  mené  par  le  point  O  et  le  vecteur  Rj.  Prenons  un 
point  O'  arbitrairement  sur  cette  droite.  Le  vecteur  Rj,  situé  dans 
le  premier  plan,  peut  être  décomposé  en  deux  vecteurs,  dirigés 
suivant  les  droites  00,,  O'O,  ;  nous  transporterons  ces  deux 
composantes,  l'une  au  point  O,  l'autre  au  point  O'.  De  même,  le 
vecteur  Rj,  situé  dans  le  second  plan,  peut  être  décomposé  en 
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deux,  dirigés  suivant  les  droites  OOa;  O'Oa,  et  nous  transporte- 
rons ces  deux  composantes,  l'une  en  O,  l'antre  en  O'.  Nous  avons 
maintenant  trois  vecteurs  appliqués  au  point  O,  et  deux  appliqués 
en  O':  les  trois  premiers  ont  une  résultante  F,  les  deux  autres 
une  résultante  $.  De  cette  manière,  le  système  des  trois  vecteurs 
RijRs,  Ra,  et  par  conséquent,  le  système  des  vecteurs  proposés 
sont  remplacés  parle  système  équivalentdes  deux  vecteiirs  F  et  <(>. 
Si  les  deux  vecteurs  Rj,  Rj  étaient  situés  dans  lin  même  plan  avec 
le  point  O,  on  mènerait  par  le  point  O  une  droite  quelconque  OL 
dans  ce  plan. 

Il  y  a  une  infinité  de  manières  de  réduire  le  système  des  vec- 
teurs proposés  à  deux  vecteurs.  Nous  remarquons  d'abord  que, 
sans  déplacer  les  points  d'application  O  et  O'  des  deux  vecteurs 
F  et  *,  on  peut  faire  varier  ces  deux  vecteurs.  Concevons,  en  effet, 
que  l'on  applique  aux  deux  extrémités  de  la  droite  00'  deux 
vecteurs  égaux  et  directement  opposés /et  — /;  les  deux  vecteurs 
F  eiy,  appliqués  en  O,  donnent  une  résultante  S  ;  les  deux  vec- 
teurs *  et  — /,  appliqués  en  O',  donnent  une  résultante  S  ;  le 
système  des  deux  vecteurs  F  et  *  est  ainsi  remplacé  par  le  système 
équivalent  des  deux  vecteurs  S,  S.  La  résultante  S  est  située  dans 
un  plan  déterminé,  le  plan  mené  par  le  point  O  et  le  vecteur  *. 
Le  point  d'application  O  de  la  première  résultante  est  un  point 
arbitraire;  laissant  ce  point  O  fixe,  on  peut  déplacer  le  point  O'  à 
volonté  sur  la  droite  O'S  et,  par  conséquent,  dans  le  plan  00'*, 
à  cause  de  la  grandeur  arbitraire  de  — /.  En  général,  les  deux 
vecteurs  F  et  •!>,  éqiiivalents  à  tous  les  vecteurs  proposés,  ne  sont 
pas  situés  dans  un  même  plan. 

La  résultante  générale  et  le  moment  résultant  du  système  pri- 
mitif par  rapport  à  un  point  quelconque  sont  égaux  à  la  résultante 
générale  et  au  moment  résultant  du  système  des  deux  vecteurs  F 
et  *  par  rapport  au  même  point  {fig.  i4)-  Par  exemple,  si  l'on 
prend  un  point  A  sur  la  direction  de  F,  la  résultante  générale  AR 
en  A  s'obtient  en  composant  nn  vecteur  AF'  égal  et  parallèle  à  F 
avec  un  vecteur  A*' égal  et  parallèle  à*;  le  moment  résultant  AG, 
par  rapport  au  point  A,  est  égal  au  moment  de  $,  car  celui  de  F 
est  nul;  le  vecteur  AG  est  donc  perpendiculaire  au  plan  AC* 
et  le  point  A  est  le  foyer  du  plan  (n"  12). 
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GtlAPITIIE    I.    —    THBOniE    DES   VECTEURS.  a3 

Donc,  le  foyer  d'un  plan  passant  par  l'un  des  vecteurs  F,  *  se 
trouvant  sur  l'autre,  ces  vecteurs  sont  dirigés  suivant  deus  droites 
conjuguées  D  el  A. 

Une  droite  s'appviyanl  à  la  fois  sur  les  directions  de  F  et  $  est 
évidemment  une  droite  de  moment  nul;    inversement  ,    sî   une 


Fi  g.  , 


droite  de  moment  nul  rencontre  la  direction  de  F,  elle  rencontrera 
également  celle  de  <!>,  à  dislance  finie  ou  infinie,  car,  le  moment 
de  F  étant  nul  par  rapport  à  cette  droite,  celui  de  •!>  doit  l'être 
aussi. 

On  démontrera,  à  titre  d'exercice,  que  l'on  peut  toujours  ré- 
duire les  vecteurs  d'un  système  à  deux,  dont  l'un,  F,  est  dirige 
suivant  une  droite  arbitraire  D'  non  parallèle  à  la  résultante  gé- 
nérale. 

17.  Signification  géométrique  de  l'invariant  LX+ MY h- NZ,  —  Appe- 
lons X',Y',Z',  L',M',N',  X^Y^Z".  L'iM'.N"  les  projections  et  les  momcnis 
des  deux  vecteurs  F  et  *  dquivaients  au  système  i|  lO  osé.  On 


en  se  reportant  à  l'expression  du  moment  relatif  de  deux  vecteurs  donne 
plus  haut  (a"  6),  on  a  donc 

LXh-MY^-NZ  =  {h'^l/){X'-hX')^  ...  --Gvo!.  (F,*), 

eu   qui   donne   une    signification    remarquable   de   l'invariant 

LX^-MY4-NZ. 
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Soienl  maitilcDant  Pj,  Ps,...,  P„  les  vecteurs  pi-imicifs  du  système  pio- 
posé,  on  a  les  six  relations 

(i)  X  =  2Xi,        L=SLa., 

(2)  L,.X4  +  MiYi  +  N;.Zi  =  o, 

En  vertu  des  relations  (i)  et  de  l'identité  (a),  on  trouve  aussi 

LX  -i-  MY  +  NZ  =  S'(L;Xi  +  M,Yt  +  Nf  Z*  -4-  L^X;  +  M* Y;  +  N^Z,-), 

la  dernière  somme  2'  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  des  indices  i  c 
k.  Or  l'expression  sous  le  signe  £'  est  encore  le  moment  relatif  de  P 
et  Pt;  par  suite 

LX  -H  MY  +  N7.  =  6S'  vol.(  P;,  V„) . 

le  nombre  de  termes  du  second  membre  étant  — ^^ -;  ces  formules  mon 


trent  que,  quelle  que  mit  la  manière  de  réduire  des  vecteurs  P^  à 
deux  vecteurs  équivalents  F  et  *,  le  tétraèdre  (F,  *!  est  constant  et 
égal  à  la  somme  algébrique  des  tétraèdres  obtenus  en  combinant  deux 
à  deuse  les  vecteurs  P^  (Ghasies).  Pour  que  les  deux  vecteurs  F  et  * 
soient  dans  un  même  plan,  il  faut  et  il  suffit  que  le  tétraèdre  (F,  *)  fie 
Ghasies  soit  nul. 

18.  Réduction  effective  de  deux  systèmes  équivalents  l'un  à 
l'autre.  —  Soit  d'abord  un  système  (S)  équivalent  à  zéro  :  les 
deux  vecteurs  F  et  <b,  auxquels  on  peut  le  réduire,  sont  aussi 
équivalents  à  séro,  c'est-à-dire,  d'après  ce  que  nous  avons  vu 
(n"  14),  égaux  et  directement  opposés.  On  peut  alors  les  sup- 
primer et  réduire  effectivement  le  système  (S)  à  zéro. 

Soient  maintenant  deux  systèmes  de  vecteurs  (S)  et  (Sq)  équi- 
valents; on  peut  les  réduire  effectivement  l'un  à  l'antre  par  les 
opérations  élémentaires.  En  effet,  partons  de  (S)  :  ajoiitons  à  (S) 
le  système  (So)  { —  Su)  formé  par  les  vecteurs  de  (S»)  et  ces 
mêmes  vecteurs  changés  de  sens;  ce  qui  est  une  des  opérations 
élémentaires  répétée  nn  certain  nombre  de  fois.  L'ensemble  des 
systèmes  (S)  et  ( —  So),  étant  équivalent  à  zéro,  se  réduit  à  zéro 
par  les  opérations  élémentaires.  Il  reste  donc  le  système  So,  ce 
qui  démontre  la  proposition. 

19.  Couples.  —  On  appelle,  d'après  Poinsot,  couple  l'ensemble 
de  deux  vecteurs  P,  —  P  égaux,  parallèles  et  de  sens  contraires. 
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Le  bras  de  levier  dn  eouplc  est  la  distance  AB  (Jig-  i5)  des  deux 
vecteurs;  le  moment  du  couple  esl  le  produit  AB.P  du  bras  de 
levier  par  un  des  vecteurs.  Qnaod  le  moment  est  nul,  le  couple 


esl  équivalent  à  zéro  ;  ear,  ou  bien  les  deux  vecteurs  sont  nuls,  ou 
bien  AB  ^  o  et  alors  les  deux  vecteurs  sont  égaux  et  directement 
opposés. 

Un  couple  étant  un  système  de  vecteurs  dont  la  résultante  géné- 
rale est  nulle,  le  moment  résultant  d'un  couple  est  constant  en 
grandeur,  direction  et  sens  pour  tous  les  points  de  l'espace. 
Ce  moment  résultant  s'appelle  Vaxe  du  coiiplc.  L'axe  d'un 
couple  est  donc  un  vecteur  défini  en  grandeur,  direction  et  sens, 
mais  dont  le  point  d'application  peut  être  choisi  arbitrairement 
dans  l'espace.  Pour  voir  quel  est  ce  vecteur,  chercbons  le  mo- 
ment résultant  par  rapport  à  un  point  O  du  bras  de  levier  AB 
situé  entre  A  et  B  ;  les  moments  des  deux  vecteurs  Pet- — ■  P  seront 
dirigées  perpendieulalrement  au  plan  du  couple,  dans  le  même 
sens,  ear  les  deux  vecteurs  P  et  —  P  ont  même  sens  de  rotation 
autour  du  point  O  ;  le  moment  résultant  OG  ou  axe  du  couple  esl 
donc  perpendiculaire  au  plan  du  couple  et  ég;al  à  P.OA  -+-  P.  OB, 
ou  à  P.  AB ,  c'est-à-dire  au  moment  du  couple. 

D'après  cela,  deux  couples  de  même  axe  sont  équivalents, 
car  ils  ont  tous  deux  une  résultante  générale  nulle  et  même  mo- 
ment résultant.  Ils  pourront  donc  être  réduits  l'un  à  l'autre  par 
les  opérations  élémentaires. 

20.  Composition  des  couples.  —  Un  nombre  quelconque  de 
couples  est  toujours  équivalent  à  un  couple  unique  dont  l'axe 
est  la  somme  géométrique  des  ases  des  couples  composants. 

En  effet,  le  système  formé  par  p  couples  P, ,  —  P,  ;  Pa,  —  Pa  ; 
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. . . ,  Py,,  —  Py,  est  un  système  de  vecteurs  dont  la  résultante  géné- 
rale esl  nulle.  Le  moment  résuUanl  de  ee  système  est  donc  le 
même  par  rapport  à  tous  les  points  de  l'espace  {fig-  16). 


Poui-  obtenu-  ce  moment  résultant  OG,  par  rapport  au  point  0, 
on  peut  procéder  comme  il  suit:  on  prend  d'abord  le  moment  ré- 
sultant 0G|  de  P,  et  —  P| ,  moment  qui  est  égal  à  l'axe  du  premier 
couple,  puis  le  moment  résultant  OG^  de  Pu  et  —  P^,  qui  est  égal  à 
l'axe  du  second  couple,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  OG^,  qui  est  égal 
à  l'axe  du  dernier  couple  ;  puis  on  compose  en  tre  eux  tous  ces  mo- 
ments composants  0G|,  OG2,  ...,  OG^.  Considérons  alors  un 
couple  d'axe  OG  égal  au  moment  résultant;  ce  couple  unique  est 
équivalent  au  système  des  couples  donnés,  car  il  a,  comme  ce 
système,  une  résultante  générale  nulle,  et  un  moment  résultant 
égal  à  OG.  On  pourra,  par  les  opérations  élémentaires,  réduire  le 
système  de  couples  donné  au  couple  unique  d'axe  OG.  Si  OG  ^  o, 
le  couple  unique  final  est  équivalent  à  ïcro;  le  système  proposé 
également. 

21.  Béduotion  à  un  vecteur  et  à  un  couple.  —  Un  système  de 
vecteurs  quelconques  est  équivalent  à  un  vecteur  unique  égal 
à  la  résultante  générale,  appliqué  en  un  point  arbitraire  et  à  un 
couple  unique  dont  l'axe  est  le  moment  résultant  par  rapport  à 
ce  point.  En  effet,  soient  OR  la  résultante  générale  et  OG  le 
moment  résultant  du  système  par  rapporta  nn  point  arbitraire  O. 
Le  nouveau  système  formé  par  Je  vecteur  R  et  un  couple  (P,  —  P) 
d'axe  OG  est  équivalent  au  système  proposé,  car  il  a  même  résul- 
tante générale  OR  et  même  moment  résultant  OG  par  rapport  au 
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poinl  0  i^fig.  17).  Le  système  proposé  pourra  donc  èl 
au  s_)sLcme  R,  P,  ^  P  par  les  opérations  élémentaires. 


Comme  le  point  O  est  pris  à  volonté,  il  j  a  une  infinité  de  fa- 
çons de  déterminer  un  vecteur  et  un  couple  équivalents  à  un  sys- 
tème donné.  Une  fois  le  point  O  choisi,  le  couple  (P,  —  P)  n'est 
pas  entièrement  déterminé,  puisqu'on  peut  prendre  pour  ce 
couple  l'un  quelconque  des  couples  en  nombre  infini  ayant  OG 
pour  axe. 

Si  le  point  O  esl  pris  sur  Vaxe  central  DD'  en  O',  la  résul- 
tante générale  O'R  et  le  moment  résultant  O'^  sont  dirigés  suivant 
l'axe  central;  dans  ce  cas,  le  plan  du  couple  (P,  — P)  est  perpen- 

Fig.  iS. 


Jsultanle  f!   et  son  ; 


dicutaire  à  la  direction  de 
mum(yî^.  18). 

22.  Torseur.  —  Le  géomètre  anglais  Bal!  nomm 
système  précédent  formé  par  un  vecteur  O'R  {^fig. 


n  couple  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  à  ce  vecteur. 
On  appelle  point  d'application,  direction,  sens  et  grandeur  du  toi'- 
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seur,  le,  point  d'application,  ia  direction,  le  sens  et  la  grandeur  du  vec- 
teur O'R.  ha.  flèche  f  Ai  torseur  est  le  rapport  de  la  grandeur  de  l'ase  du 
couple  g  à  celle  du  vecteur  R,  ce  rapport  étant  regardé  comme  positif  ou 
négatif,  suivant  que  les  vecteurs  O'R  et  0' g  sont  de  même  sens  ou  de  sens 
contraires.  En  adoptant  ces  dénominations  on  voit  que  ;  un  système  quel- 
conque de  vecteurs  est  équivalent  à  un  torseur  dirigé  suivant  l'axe  central, 
ayant  pour  grandeur  et  sens  la  grandeur  et  le  sens  de  la  résultante  géné- 
rale, et  pour  flèche  la  quantité 

^      g       G  co^K,  G       LX  +  MY  -f-  NZ 


■'       \\  R  x'+Y^-i-Z^    ' 

/  est  donc  la  valeur  commune  trouvée  pour  les  rapports  égaux,  qui  figurent 
dans  les  équations  de  l'axe  central. 

Des  torseurs  donnés  en  nombre  quelconque  se  composent  toujours  en  un 
torseur  unique.  En  effet,  chaque  torseur  donné  est  un  système  de  trois  vec- 
teurs; l'ensemble  des  torseurs  donnés  est  donc  un  certam  système  de  vec- 
teurs qui,  d'après  les  règles  données  précédemment,  est  équivalent  à  un 
torseur  unique  que  l'on  sait  déterminer. 

23.  Cas  particuliers  de  la  réduction  précédente.  —  11  peut  arri- 
ver, en  particulier,  qu'un  système  de  vecteurs  non  équivalent  à 
zéro  soit  équivalent  à  un  couple  unique  ou  à  un  vecteur 
unique. 

Un  système  est  équivalent  à  un  couple  unique  quand  la  résul- 
tante générale  est  nulle. 

Pour  qu'un  système  soit  équivalent  à  un  vecteur  unique,  il  faut 
et  il  suffit  que,  la  résultante  générale  étant  différente  de  zéro,  le 
moment  minimum  g  soit  nul,  c'est-à-dire  que  le  moment,  par 
rapport  à  un  point  quelconque  de  l'espace,  soit  perpendiculaire 
à  ta  direction  de  la  résultante  générale.  En  effet,  pour  un  sys- 
tème formé  d'un  vecteur  unique,  l'axe  central  co'mcide  avec  ce 
vecteur  et  le  moment  minimum  est  nul;  réciproquement,  si  te 
moment  minimum  d'un  système  est  nul,  ce  système  est  équivalent 
à  im  vecteur  unique  dirigé  suivant  l'axe  central,  le  couple  d'axe 
minimum  qu'il  faut  ajouter  dans  le  cas  général  étant  devenu  nul. 
Onaalois/=o. 
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,  on  a  le  Tableau  suivi 


1 

'       Système   équivalent   à   deux  vecteurs  e 

ion   situés   dans   un 

LXh-MY  +  NZ  >  o.    < 

1 

1  même  plan  ;  équivalent  aussi  à  un   veci 
1  l'ase  central  et  à  un  couple  dont  le  plan 
,  a  cet  axe,  c'csc-à-dire  à  un  torseur. 

'       Système   équl-  \ 

*ur  dirigé  suivant 

j       Système  équivi,. 

unique  dirigé  sui- 
(  vant  l'axe  central. 

I.X  +  MY^-NZ  =0.   ( 

1  valent  à  deux  vec-  J  -t.- X  =  Y   ^.  Z   ^  o, 
1  teu.-5  situés  dans  ]        L";  _i_ivp-i- N^  >  o. 

Syslémeéquiv«- 

1 

un  même  plan.       J 

nnique. 

f    3"X   =Y   =Z    =0, 

1       Système  éqiMV.- 

\         1.   =  M   =  ?(   =  o. 

lient  à  zéro. 

24  bis.  Moment  relatif  de  deux 
ployant  les  notations  du  n"  13,  on  appelle 
témes  de  vecteurs  (S)  et  (Sq)  la  quantité 


l  relatif  de  deux  sys- 


LX0  +  MY0+  NZ„+  LoX-t-  M„  Y  -h  KoZ, 

i.  On  peut,  eu  effet, 


dont   la   valeur  est  indépendante  du  choix  d 
l'écrire  sous  la  forme 

(L  -H  U)  (X  -4-  X,)  -+-  (M  +  M„)  (  Y  -H  Y„)  +  (N  -h  N(,)  (Z  +  Z„) 
—  (LX+MY  +  NZ)  — (L„Xo+Mi,Y„-4-N„Zo), 

dans  laquelle  les  trois  termes  sont  des  invariants  pour  le  système  total 
(S)+(So)  ou  l'un  des  systèmes  (S)  ou  (S„).  D'après  la  signification  de 
ces  trois  invariants  telle  qu'elle  résulte  du  n°  17,  le  moment  relatif  de 
{S)et(So)esiégalà  six  fois  la  somme  des  volumes  des  tétraèdres  obtenus 
en  associant  tous  les  vecteurs  de  (S)  à  tous  ceux  de  (So). 

Eu  appelant  S  la  plus  courte  dislance  des  axes  centraux  des  deux  sys- 
tèmes, n  leur  angle,  R,  Ro  les  résultantes  générales  dirigées  suivant  ces 
axes,  g  et  ^0  les  moments  minima  des  deux  systèmes  estimés  suivant  les 
résultantes,  le  moment  relatif  des  deux  systèmes  est 


(3) 


tRRoSsiniH-(s-Ro-t-^,R)c< 


où  !e  premier  terme  est  le  moment  relatif  de  R  et  Ro,  comme  on  le  vérifie 
immédiatement  en  prenant  l'un  des  axes  centraux  pour  axe  OZ  (n"  12)  cl 
voyant  ce  que  devient  l'expression  (1). 
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23.  Couples  équivalents —  Nous  avons  déduit  la  théorie  des  couples  des 
ihéorèmes  généraux..  Poinsot  procède  d'une  fagon  inverse  en  commençant 
par  établir  les  propriétés  des  couples  pour  en  déduire  ensuite  celles  d'un 
système  quelconque  de  vecteurs.  Nous  allons,  à  titre  d'esereice,  indiquer 
cette  méthode  en  peu  de  mots  en  empruntant  quelques  démonstrations 
à  Môbius,  afin  de  rendre  la  théorie  indépendante  de  celle  des  vecteurs  pa- 
rallèles. 


On  peut,  par  des  opé, 
■m  autre  quelcong. 


Nous  distinguerons  deux  cas 
1°  Les  couples  de  même  as 

sont  situés  dans  un  même  ph 
Supposons  d'abord  que  les 

lèles,  les  directions  de 


s  élémentaires,  transformer  un  couple  en 

dans  la  démonstration  : 
e  qu'on  veut  transformer  l'un  dans  l'autre 

des  deux  couples  ne  sont  pas  paral- 
forment  alors  un  parallélogramme  ABCD 


n  peut  transporter  un  v 


'X 


lion,  on  peut  appliquer  les  vecteurs  des  deux  couples  aux  quatre  sommets 
du  parallélogramme,  ceux  du  premier  aux  sommets  A  et  G  en  P  et  —  P, 
ceux  du  deuxième  aux  sommets  D  et  B  en  Q  et  —  Q. 

Le  moment  du  premier  couple  est  à  l'aire  du  parallélogramme  comme  AP 
est  à  AB  ;  le  moment  du  second  est  à  l'aire  du  parallélogramme  comme  DQ 
est  à  DA;  on  a  donc,  ces  moments  étant  égaux, 


(0 


AB 
"  ÂD' 


Les  axes  des  deux  couples  sont  alors  égaux  et  parallèles  :  pour  qu'ils 
soient  de  même  sens  (tous  deux  dirigés  en  avant  du  plan  de  la  figure),  il 
faut  que  les  vecteurs  soient  disposés  dans  le  même  sens  de  circulation  sur 
le  périmètre  du  parallélogramme. 

Gela  posé,  partons  du  couple  P,  —  P  et  ajoutons,  suivant  le  côté  AD, 
deux  vecteurs  égaux  et  directement  opposés,  le  vecteur  Q  et  un  vecteur 
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joutons,  suivant  BG,  deux  vetteurs  égaux. 
-Q'  appliqués  en  B  et  G.  Nous  aurons  un 
>u  couple  P,  — P  :  mais  l'ensemble  F,  — P, 
ar  les  deux,  vecteurs  P  et  Q'  ont  une  résul- 


CIIAPITRE  I.  —  THEORIE  DES 
Q'  appliqué  en  A;  de  même  ) 
et  directement  opposés  — Q, 
système  de  vecteurs  équivalent 
Q',  —  Q'  csl  équivalent  à  zéro , 
tante  B  qui,  d'après  la  proportion  (i),  est  dirigée  suivant  la  diagonale  AC, 
et  les  deux  vecteurs  —  P  et  —  Q'  ont  une  résultante  —  R  dirigée  suivant 
CA,  c'est-à-dire  égale  et  directement  opposée  à  R;  nous  pouvons  donc 
supprimer  les  vecteurs  P,  —  P,  Q',  —  Q'  qui  sont  équivalents  à  zéro  et  il 
reste  le  couple  Q,  —  Q  équivalent  au  premier. 

Lorsque  les  vecteurs  des  deux  couples  de  même  axe  P,  —  P,  Q,  —  Q 
situés  dans  un  même  plan  sont  parallèles,  le  raisonnement  précédent  ne 
s'applique  plus;  mais  si,  dans  le  même  plan,  on  considère  un  couple  auxi- 
liaire F,  — F  de  même  axe  que  les  deux  proposés,  ayant  ses  vecteurs 
obliques  sur  ceux  des  proposés,  on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  transformer 
P,  —  P  en  F,  —  F,  puis  F,  —  F  en  Q,  —  Q,  c'est-à-dire  finalement  P,  — P 
enQ,-Q. 

1  peut  transporter  un  couple  à  volonté  dans  son  plar 


I  bras  de  levie 


s  vecteurs  pourvi 


a°  Démontrons  maintenant  qu'on  peut  transporter  ui 
plan  parallèle  au  sien  et  modifier  son  bras  de  levier  et  se 
que  son  axe  ne  change  pas. 

Pour  cela,  il  suffit  de  montrer  qu'on  peut  transporter  i 
lement  à  lui-même,  dans  un  plan  parallèle  au  sien  :  u 
transporté  dans  ce  plan,  on  le  modifiera  conformément  a 


e  change 


couple  parallc- 
;   fois  le  couple 


Soient  P,  -P(/iff.  ■ 


;tP',  ^P'ie  même  couple  transport 


F    -_-.--_-iii £^1' rir:==3 


parallèlement  à  lui-même  iiors  de  son  plan  ;  A,  B,  A',  B'  les  points  d'appH- 
cation  des  vecteurs  des  deux  couples.  Gonsiruisons  un  parallélépipède 
ayant  ces  quatre  vecteurs  pour  arêtes  opposées  et  prenons  les  points  d'in- 
"    ;t  D  des  diagonales  des  deuxfaces  PP'BB', —P  —  P'AA'. 
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Partons  du  premier  couple  P,  —  P  el  suivant  CD  appliquons  deux  vecteurs 
R,  — R  égaux  directement  opposés  et  égaux  à  CD,  c'est-à-dire  à  P.  Le 
couple  P,  —  R  peut  être  remplacé,  d'après  le  cas  précédent,  par  le  couple 
R,  —  P'  situé  dans  le  même  plan  que  lui  ;  le  couple  —  P,  R  peut,  de  même, 
être  remplacé  par  —  R,  P'  :  le  couple  primitif  est  ainsi  remplacé  par  les 
deux  R,  —  P'  et  —  R,  P'  qui  se  réduisent  évidemment  à  P',  —  P'  par  la 
suppression  des  vecteurs  R,  —  R  égaux  et  directement  opposés. 

26.  Composition  directe  des  couples.  —  Nous  allons  montrer  directe- 
ment que  des  couples  en  nombre  quelconque  peuvent  être  remplacés  par 
un  couple  unique  dont  l'axe  est  la  somme  géométrique  des  axes  des  couples 
composants.  Il  suffît  évidemment  d'établir  le  tbéorème  pour  deux  couples. 

Soient  donc  à  composer  deux  couples  d'axes  AG,  AU.  Plaçons-nous  dans 
le  cas  général  où  les  deux  directions  AG,  AH  sont  distinctes  [fig.  il).  Soient 


n  et  n'Ies  deux  plans  des  deux  couples.  Sur  leur  intersection,  prenons  une 
longueur  AB  =i.  Nous  pouvons,  d'après  les  théorèmes  établis  plus  baut, 
modifier  chacun  des  couples  dans  son  plan,  de  façon  que  son  bras  de  levier 
coïncide  avec  AB.  Soient  alors  P,  —  P,  Q,  —  Q  les  deux  couples.  Nous 
mènerons  les  axes  par  le  point  A.  Ce  seront  deu\  segments  AG,  AH  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  plans  II,  n'  et  égaux  à  P  el  Q,  puisque  le 
bras  de  levier  des  couples  est  égal  à  l'unité.  Les  deux  vecteurs  concourants 
P  et  Q  ont  une  résultante  R  diagonale  de  leur  parallélogramme  ;  de  même, 
—  P  et  —  Q  ont  une  résultante  —  R.  Pour  avoir  l'axe  du  couple  R,  —  R, 
il  nous  faut  mener  par  A  perpendiculairement  au  plan.  R — R  un  seg- 
ment AK  dont  la  longueur  soit  égale  au  moment  R  de  ce  couple;  les  six 
droites  AP,  AQ,  AR,  AG,  AH,  AK  sont,  d'après  ce  qui  précède,  dans  le 
plan  perpendiculaire  à  AB  en  A,  el  sont  de  plus  perpendiculaires  et  égales 
deux  à  deux.  Il  suit  de  là  que  la  figure  AGHK  se  déduit  de  la  figure  APQR 
en  faisant  tourner  celle-ci  d'un  angle  droit  autour  de  AB;  par  conséquent, 
l'axe  AK  du  couple  résultant  est  la  diagonale  du  parallélogran 
sur  les  axes  des  couples  composants.  ( 
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Si  les  axes  des  couples  à  composer  avaient  même  direction,  on  ferait 
jouer  à  une  droite  quelconque  du  plan  des  deux  couples  le  rôle  de  l'inter- 
section des  plans  H  et  II'  dans  la  démonstration  précédente. 


27.  Réduction  directe  des  vecteurs  à  un  vecteur  et  un  couple.  — 
Méthode  do  Poinsot.  —  Pour  montrer  qu'un  système  quelconque  de  vec- 
teurs est  équivalent  à  un  couple  et  à  un  vecteur  appliqué  en  un  point  arbi- 
traire, Poinsot  emploie  une  méthode  qui  a  pour  point  de  départ  la  propo- 


On  peut  transporter  un  vecteur  P  en  un  point  quelconque  0  de  l'espace 
en  ajoutant  un  couple  convenable  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  vecteur. 
En  effet,  appliquons  en  0{fig.ii)  deux  vecteurs  P',— F  égaux  et  opposés 


qui  ont  même  grandeur  et  direction  que  le 
leurs  P  et  —  P'  constituent  «n  couple  dont  l'a 
Nous  voyons  donc  que  le  vecteur  P  se  trouvi 
le  couple  G. 

Réciproquement,  l'ensemble  d'un  vecteur  P'  et  d'un  couple  dont  \'i 
lui  est  perpendiculaire  se  réduit  à  un  vecteur  unique  P  égal  et  parallèli 
à  P',  Le  plan  du  couple  OG  contient  le  vecteur  P';  transportons  ce  coupli 
dans  son  plan  sans  changer  son  axe  et  modifions-ie  de  façon  que  l'i 


teur  propose;  les  deux  vec- 
OG  est  perpendiculaire  à  P'. 
împiacé  par  le  vecteur  P'  et 

OG 


de 


ses  vecteurs  —  P'  soit  appliqué  en  0,  égal  et  opposé  à  P';  les  vecteurs  P 

—  P'  peuvent  être  supprimés,  el  le  système  se  réduit  au  vecteur  unique  I 

Cela  posé,  soient  Pi,  Pj,  . . . ,  P„  (,fig-  ^3)  des  \ 
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sons  arbitrairement  un  point  O.  Nous  venons  de  voir  qu'on  peut  remplacer 
chacun  des  vecteurs  P;  par  un  vecteur  égal  et  parallèle  OP'j  et  un  couple 
Gj,  Les  vecteurs  OPj  ont  une  résultante  OR  égale  à  la  résultante  géné- 
rale. Les  couples  G(  ont  de  même  un  couple  résultant  G;  ce  qui  démontre 
la  proposition  énoncée. 

V.  -  VECTEURS  PARALLÈLES. 

28-  Application  des  théorèmes  généraux.  —  Lorsque  tous  les 
vecteurs  d'un  système  sont  parallèles,  ce  système  est  équivalent 
ou  à  une  résultante  unique,  ou  à  un  couple  unique,  ou  à  zéro. 
En  effet,  tous  les  nioinenls  composants,  par  rapport  à  un  point, 
étant  dirigés  perpendiculairement  à  la  direction  commune  des 
vecteurs,  le  moment  résultant,  s'il  n'est  pas  nul,  est  perpendicu- 
laire à  celte  direction;  la  résultante  générale,  si  elle  n'est  pas 
nulle,  est  parallèle  à  cette  direction.  L'invariant  LX  +  MY  +  NZ 
est  donc  nul. 

Soient  a,  p,  f  les  cosinus  directeurs  d'une  demi-droite  paral- 
lèle à  la  direction  commune  des  vecteurs.  Appelons  P,,  Pj, ...,  P,( 
les  grandeurs  des  vecleiirs  estimées  suivant  cette  demi-droite,  de 
sorte  que  les  vecteurs  dirigés  dans  le  sens  de  cette  demi-droite 
seront  positifs,  et  les  vecteurs  dirigés  en  sens  contraire  négatifs. 
On  aura,  en  appelant  Xi^,  y/,,  Sj  les  coordonnées  du  point  d'ap- 
plication du  vecteur  P^,  X^,  Y/,,  Ins  ses  projections  sur  les  axes 
supposes  rectangulaires,  et  L*,  Mj,  Nj  ses  moments  par  rapport 

X/.  -=  «  P^-.         Yt  =  p  P,,,         Z*  =  Y  Pi  ; 

L/,-Pa.(ï7^— P=/.),  Mj.=  P/,(a^/,-Ya^y,),  N;.=  P/apar^- ^/i). 

Puis,  en  posant 

P=  Pi-i-Pi-i-...-(-P„  =  SP/., 

le  signe  2  indiquant  une  somme  étendue  à  tous  les  vecteurs,  on  a, 
pour  les  projections  de  la  Vésiillante  générale  et  du  moment  ré- 
sultant, 

X  =  aP,         Y  =  pP,         Z  =7P; 
L  =  Y£P^,r4-13SlVs/,.,     M=ciZl'iZ/,—!i:P/,:t:i,     N  =  pSP^.a^i-aSPtj'i. 

On  vérifie  immédiatement  la  relation 

LX4-ftlY-i-NZ  =  o. 
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=  o,  La  -+ 


=:M=.  N  - 


zéro. 


].es  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  lesylèine  soit 
équivalent  à  zéro  sont  donc 


Remarque.  —  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  aurait 

les  conditions  précédentes  seraient  vérifiées  quels  que  soient  a, 
fi,  Y,  le  système  serait  équivalent  à  zëro  quelle  que  soit  la  direc- 
tion commune  que  l'on  donne  aux  vecteurs  parallèles,  pourvu 
qu'on  n'altère  pas  leurs  rapports  de  grandeurs.  On  dit  alors  que 
le  syslème  des  vecteurs  parallèles  est  en  équilibre  astatique. 

29.  Centre  des  vecteurs  parallèles.  —  Supposons  P^o;  le  sys- 
tème est  équivalent  à  un  vecteur  unique,  dont  la  valeur  algé- 
brique est  P  et  dont  les  projections  sont  aP,  pP,  yP;  ce  vecteur 
est  dirigé  suivant  l'axe  central  :  nous  l'appellerons,  pour  abréger, 
le  vecteur  résultant  du  système. 

Les  équations  de  l'axe  central  sont  actuellement 

yZ  —  zY  —  L  =  o,         sX— arZ  —  M^^o,         a^Y  — _)-X  —  N  =  o, 

car  la  valeur  commune  des  trois  rapports  égaux  qui  forment  les 
équations  de  cet  axe  est  nulle.  Ces  équations  deviennent,  d'après 
les  valeurs  précédentes  de  X,  Y,  %,  L,  M,  N, 

Y  (Pj  -  2  ?,-y^-)  -  jî  (P^  -  s  P^a^  j  =0,        ...; 
on  peut  les  écrire 


posant  ;  =  -j.  j,-  >  ''[  =  ~sp;r  ' 
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Le  point  ayant  pour  coordonnées  ^,  •/],  ^  ne  dépend  pas  de  a, 
P,  y,  c'est-à-dire  de  la  direction  commune  des  vecteurs  ;  il  dépend 
seulement  de  leurs  points  d'application  (x/,,  yjr,  Sk)  et  des  rap- 
ports de  leurs  grandeurs,  car  les  expressions  de  ^,  -/i,  ï^  sont  ho- 
mogènes et  de  degré  zéro  par  rapport  à  P, ,  Pj,  ...,  P,,.  L'axe 
central  passe  donc  par  le  point  fixe  (^,  vj,  Q  quels  que  soient  a, 
p,  Yi  6t,  comme  le  vecteur  résultant  P  du  système  de  vecteurs  esl 
dirigé  suivant  l'axe  central,  il  passe  par  le  point  (^,  r„  i^). 

Donc,  sij  laissant  fixes  les  points  d'application,  l'on  change  la 
direction  commune  des  grandeurs  géométriques  considérées  et  si 
l'on  fait  varier  ces  grandeurs  proportionnellement,  leur  résul- 
tante passe  par  un  point  fixe  de  coordonnées  (5,  V|,  "(,")■  Ce  point 
fixe  se  nomme  centre  des  vecteurs  parallèles  ;\\  existe  toutes  les 
fois  que  SPigo. 

On  choisît  ordinairement  ce  point  comme  point  d'application 
du  vecteur  résultant,  ce  qu'on  peut  faire  en  Iransportant  ce  vec- 
teur au  point  S,  -j],  X,  de  sa  direction. 

Ememple.  —  On  retrouve  sans  peine,  à  titre  d'exemple,  les  proprictiis 
élémentaires  d'un  système  de  deus  vecteurs  parallèles  appliqués  en  deux 
points  Al  et  As  et  ayant  pour  valeurs  algébriques  P,  et  P3.  Quanti  P,-h  Pj 
est  différent  de  zéro,  le  système  admet  un  vecteur  résultant,  c'est-à-dire 
est  équivalent  à  un  vecteur  unique  ayant  pour  valeur  algébrique 


=  Pi-h 


et  appliqué  ei 
déterminé  pa 


un  point  A  (c« 
la  relation 


_AA^ 

aâ; 


v^ 


habituelles  de  la  Géométrie,  le  rj 
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Dana  le  cas  particulier  où  Pj  +  P;  =i  o,  les  deux,  vecteurs 
égaux  et  de  sens  contraires;  le  centre  des  vecteurs  parallèles 
Les  deus  vecteurs  forment  en  général  un  couple,  à  moins  qi 
directement  opposés  et,  par  suite,  équivalents  à  zéro. 


30.  Moments  des  vecteurs  parallèles  par  rapport  à  un  plan.  — 

Un  système  de  vecteurs  parallèles,  dont  la  résultante  générale 
P  =  Sl\  n'est  pas  nulle,  est  équivalent  à  un  vecteur  résultant 
unique  P  appliqué  au  centre  des  vecteurs  parallèles,  d'après  la 
convention  faite  plus  haut.  Les  formules  qui  donnent  les  coor- 
données ^,  ïj,  Ç  de  ce  centre  conduisent^  quand  on  les  traduit  en 
langage  géométrique,  au  théorème  des  moments  par  rapport  à 
unpkm. 

Étant  donné  un  plan  H,  qu'on  peut  toujours  prendre  pour  plan 
xOy,  el  un  axe  O2  i^fig-  20)  de  direction  arbitraire,  on  appelle 


moinenl  d' ime  des  g7-andeurs  géométriques  parallèles  par  rap- 
port à  ce  plan  U  le  produit  de  la  valeur  algébrique  P*  de  la 
grandeur  par  la  coordonnée  Zk  de  son  point  d'application,  P^z*. 
Le  moment  ainsi  défini  est  une  quantité  positive,  négative  ou 
nulle,  dont  la  valeur  dépend  du  point  d'application  de  la  gran- 
deur géométrique,  de  sorte  que  ce  moment  change  quand  on  la 
transporte  en  un  point  de  sa  direction.  La  propriété  fondamen- 
tale résultant  de  cette  définition  est  la  suivante  : 

Quand  des  grandeurs  géométriques  parallèles  ont  une  ré- 
sultante, le  moment  de  cette  résultante  par  rapport  à  un  plan 
est  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  des  composantes 
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à  condition  de  prendre,  pour  point  d'application  de  la  résul- 
lante,  le  centre  des  vecteurs  parallèles. 

Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  l'axe  Os  perpendicu- 
laire au  plan  n,  le  z  du  centre  des  vecteurs  parallèles  est  donné 
par  l'ëqualion 


oii  P  =  SP^;  or  cette  équation  exprime  précisément  le  lhé( 
que  noHs  voulons  démontrer. 

Si  l'ase  Os  est  oblique  au  plan  II,  on  prendra  un  axe  auxiliaire 
Oz  normal  au  plan  et  faisant  avec  Os  iin  angle  a.  Appelons  z\, 
s'j,  ...j  sî,,  Ç'Ies  coordonnées  z  des  points  d'application  comp- 
tées parallèlement  à  ce  nouvel  axe,  c'esUà-dire  normalement  au 
plan;  on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

mais  les  coordonnées  s'  et  z  sont  liées  par  les  relations  évidenics 

en  substituani,  on  a  la  relation  à  démontrer 

Le  théorème  des  moments  est  donc  établi  dans  sa  généralité. 

En  l'appliquant  successivement  auK  trois  plans  coordonnés  sup- 
posés obliques,  on  obtient,  pour  déterminer  les  coordonnées  %, 
■r„  Ç  du  centre  des  vecteurs  parallèles  en  axes  obliques,  les  mêmes 
formules  qu'avec  des  axes  rectangulaires. 

Remarque  I.  —  Le  théorème  des  moments  par  rapport  à  un  |)lavi  no 
peut  s'appliquer  que  si  SP^go. 

Lorsque  2?^  =  o,  les  vecteurs  sont  équivalents  à  un  couple  ou  à  zéro. 
Même  dans  ce  dernier  cas,  le  théorème  ne  peut  pas  s'appliquer,  car  si  la 
résultante  est  alors  nulle,  le  centre  des  vecteurs  parallèles  est  à  l'infini.  Il  n'y 
a  d'exception  que  pour  le  cas  encore  plus  particulier  où  les  vecteurs  étant 
équivalents  à  zéro  sont  en  équilibre  astatique;  alors  l,  i],  Z,  sont  indé- 
terminés. 

Remarque  II.  —  Dans  le  cas  particulier  où  tous  les  vecteurs  sont  diri- 
gés dans  le  même  sens,  le  centre  des  vecteurs  parallèles  est  intérieur  à  toute 
surface   convexe  entourant  tous  les  points  d'application  des  composantes. 
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En  effet,  prenons  p 
pour  plan  des  xy  u 
perpendiculaire  à  c 


;    DES   VECTEUR 


ns  positif  celui  des  vecteurs  donnés  P,,  .  .  .,  ?„, 
L  tangent  II  à  cette  surface,  et  pour  axe  Oz  une 
située  du  même  côté  que   la  surface    (fig.  alij. 


Alors  les  z  de  tous  les  points  d'applîc 


montre  que  X,  *st  également  positif.  Le  centre  des  vecteurs  parallèles  se 
trouvant  par  rapport  a  un  plan  tangent  quelconque  du  même  côté  que  la 
surface  est  situé  à  l'intérieur  de  ceile-ci. 


EXERCICES, 
iiûdeur  H  du  yecteui' 


)n(le,  à  toutes  les 


î.  Pour  qu'un  système  de  vecteurs  soit  équivalent  à  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  moment  résultant  soit  nul  par  rapport  ï  trois  points  non  situés  eu  ligne  droite. 

3.  Dualité  dans  la  théorie  des  vecteurs.  —  Soit  une  sphère  imaginaire  de 
centre  O,  a:'-i-y'  +  z'  +  i  =  »,  et  un  vecteur  P,  de  projections  X„  Y„  Z,  et  de  mo- 
ments L|,  M,,  N,;  sur  la  droite  conjuguée  de  P,  par  rapport  à  la  sphère,  prenons 
un  vecteur  p;  de  projections  x;  ~  L„  Y;  =  M,,  Z;  =  N„  ce  qui  est  possible,  car 
la  direction  L,,  M,,  N,  est  normale  au  plan  OP,.  Démontrer  qu'il  y  a  réciprocité 
entre  les  vecteurs  P,  et  P{ ,  c'est-à-dire  que  P,  est  dirigé  suivant  la  droite  conju- 
guée de  p;  et  que  ses  projections  sont  égales  aux  moments  de  Pi,X|=L^, 
Y,  =  m;,  Z,  =  n;  (  transformation  dualistique  de  M.  Klein  dans  un  cas  particulier 
signalé  par  M.  Kœnigs). 

4.  D'après  la  transformation  précédente,  à  un  système  (S)  de  vecteurs  corres- 
pond un  système  (S').  Démontrer  que  le  moment  résultant  de  l'un  par  rapport 
à  O  est  égal  ii  la  résultante  générale  de  Taulre. 
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5.  Si  l'un  dos  aystèmcs  pcécédeiiLs  (S),  (S')  se  réduit  à 
réduit  a  un  vecteur  passant  par  l'origine  et  réciproqucmer 

6.  Trouver  les  courbes  gauches  dont  les  tangentes  soi 
ment  nul.  —  En  prenant  ponr  axe  des  z  l'axe  central  i 
différentielle  de  ces  eourbes  est 


/  (ilant  la  flèche  dn  torseur.  Démontrer  que  les  é 
générale  vérifiant  cette  équation  peuvent  s'écrire 


7.  Démontrer  que  le  plan  osculateur  à  l'une  des  courbes  de  l'exercice  précé- 
dent a  son  foyer  au  point  d'osculation. 

8.  On  peut  d'une  infinité  de  manières  former  des  systèmes  de  deux  vecteurs 
F  et  *  équivalents  il  un  système  de  vecteurs  donnés  et  tels  .que  F  e(  *  soient 
rectangulaires.  Démontrer  que  les  droites  F  et  *  forment  un  complexe  du  second 
ordre.  On  retrouve  ce  même  complexe  en  cherchant  le  complexe  formé  par  les 
moments  résultants  relatifs  à  tous  les  points  de  l'espace. 


10.  Soient  plusieurs  couples  et  le  couple  résultant  :  prouver  que  la  projection, 
sur  un  plan  quelconque,  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  vecteurs  du 
couple  résultant,  a  une  aire  équivalente  k  la  somme  des  aires  des  projections  des 
parallélogrammes  construits  sur  les  vecteurs  des  couples  composants. 

11.  Soient  P',  P",  -..,  P'''  des  vectears  formant  no  système  éguioalent  à  zéro, 
et  M',  M",  . . . ,  M'*)  les  moments  respectifs  d'un  autre  système  S  de  vecteurs  par 
rapport  aux  axes  P',  P",  . . . ,  P'*'.  Démontrer  la  relation 


On  démont 
quant  que  l 


12.  Coordonnées  barycentriques  de  Mobius.  —  Soit  un  tétraèdre  A.,A,i\.,Aj  : 
on  appelle  coordonnées  barycen triques  d'un  point  M  les  valeurs  algébriques  P,, 

P„  P„  P   d      qu                         p      11  1      q     1  f  1 1 L  quer  aux  sommets  A„  A„ 

Aj,  A^,  p  u     j       1        n         I                           p  lié       coïncide  avec  M.  Démon- 

\  chaqu  p  M  pond  d  1  d  P  P,,  F,,  P,,  déterminées  il 
un  faote  p  Un  éq  lé  h  m  n  P,,  P„  P„  P.  représente 
un  plan  d  1  d  u  qu  mm  p  o  portion  n  elles  aux  coeffi- 
cients d    P     P     P    P     S             jeff      n         n  ég       ,  l'équation  représente  le 
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plan  de  l'infini.  Une  surface  d'ordic 
gène  de  degré  m  en  P„  P„  P„  P,. 


Solution.  —  Prenons  les  droites  qui  portent  ces  Lorseiirs  pour  aies  des  x  ei 
des  y,  et  une  perpendiculaire  à  ces  droites  pour  axe  des  s.  SoitX  le  vecteur,  L  le 
couple  du  torseur  porté  par  Oa:,  \  la  flèche  {fig.  27),  on  aura  L  _- J>X.  De 


même,  en   désignant   par  M,  V,  11  les  quantités  analogues  pour  le  s 
seur,  on  aura  M  =  [i.Y.  Soit  R  la  résultante  de  X  et  Y,  G  de  L  et  Al . 
L'axe  central  du  système  total  a  pour  équation 

XX.\-  zY  _  liV  —  sX  _  —  j^Y+j-X^ 
N"  ï         ~  '         à  ' 

ii  est  parallèle  à  OU,  et  rencontre  Os  en  un  point  0',  donné  par 


Soit  O'R'  cet  axe.  Désignons  par  R',  G'  la  résultante  générale  du  système  et  le 
moment  résultant  en  O'.  R'  est  égale  à  R;  il  faut  calculer  G',  00  pluiùt  le  rap- 
port K  =  —,   c'est-â-dire  la  flèche  du  torseur  résultant.  Or  le  rapport  de  G'  à  II' 

est  égal  au  rapport  de  leurs  projections  L',  X  sur  l'axe  des  a:. 
On  trouve  ainsi 

L-,i,x+.Y,  li.i-ï-jiri 

te  torseur  résultant  est  entièrement  déterminé. 

14.   Chercher  le  lieu  du   torseur   résultant   O'R'G'   de   l'exercice   précédent, 
quand  les  ilèches  ^  et  p.  des  tovseurs  composants  rcs 
intensités  X  et  Y  sont  variables. 
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Ce            1  d     C  j)  y  le  nom  de  cytindroïde,  parce  qu'il  partage  avec 

les  r  i     d  P     P            q   e  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point  quel- 

conq          n    d  n    u      nèm    pi  n.  On  s'assure,  de  plus,  qu'ils  sont  situûs  sur  une 

coniq  fi  n   qu    1    1    u  des  projections  d'un  point  quelconque  de  l'espace 

sur  I     £é  du    }1  nd     'de  est  une  conique. 

15    Déu               d  né      générale  que  le  torseur  résultant  de  deux  tor- 

seur    q     I     nq         <1  P               fixes,  engendre  un  cylindroTde  lorsque  les  iléches 

des             rs      mp  constantes,  leurs  intensités  étant  variables. 

On  [■       d      p  0     1    perpendiculaiie  commune  aus  deu):  torscurs. 

16.  Un  système  de  vecteurs  quelconques  est  toujours  équivalent  à  six  vecteni's 
dirigea  suivant  les  six  ai'êles  d'un  télraÈdre. 

17.  Soit  SABC  le  tétraèdre.  Prenons  pour  sens  positif  sur  les  arêtes  issues  de  S 
les  sens  SA,  SB,  SG;  puis,  sur  chaque  arête  de  la  base,  telle  que  ÀB,  le  sens  des 
rotations  positives  AB  autour  de  l'arête  opposée  SC,  et  appelons  ï,  vi,  Ç,  >.,  ii,  m  les 
valeurs  algébriques  des  six   vecteurs  dirigés  suivant  SA,  SB,  SC,  BC,  CA,  AB. 

l  LX  +  MY  +  NZ  a  pour  valeur 


[«C  SA  ^  LA  SB  ^  AB  SCj' 
ne  du  télraèdi-e  donné. 


it  équivalent  â  z< 
:nt  nulles. 


.9.  Pour  qu'un  système  de 

e  la  somme  des  moments  par  rapport  à  chacune  d 


20.   Un  système  de  vecteurs,  tous  situés  dans  u 

n  même  plan 

,  est  équivalenl  ou 

ien  à  une  résultante  unique,  ou  à  un  couple,  ou 

L  ù  zéro. 

21.  Un  système  de  vecteurs,  tous  situés  dans  i 

jn  même  pla 

n,  est  équivalent  à 

-ois  vecteurs  dirigés  suivant  les  eûtes  d'un  tria 

.ngle  arbitraii 

rement  choisi  dans 
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CHAPITRE  II. 
CINÉMATIQUE. 


31.  La  Cinémalifuie  n'a  élé  consliuiée  comme  une  Science  dis- 
tincte qu'à  une  époque  relativement  récente.  Déjà  d'Alembert 
avait  indiqué  l'importance  de  l'étude  des  lois  du  mouvement  en 
elles-mêmes;  mais  c'est  Ampère  qui,  le  premier,  montra  la  néces- 
sité de  faire  précéder  la  Dynamique  d'une  théorie  des  propriétés 
géométriques  des  corps  en  mouvement.  Ces  propriétés  ont  élé 
exposées  en  i838,  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  par  Pon- 
ceiei,  à  qui  l'on  doit,  entre  autres,  les  iliéorèmes  sur  le  déplace- 
ment continu  d'un  solide  dans  l'espace,  sauf  la  notion  d'axe 
instantané  de  rolalion  el  de  glissement,  qui  est  due  à  Chasles; 
les  formules  qui  donnent  les  variations  des  coordonnées  des 
points  d'nn  solide  mobile  dans  l'espace  remontent  à  Eider  [Aca- 
démie de  Berlin,  i^So).  La  Cinématique  comporte  des  applica- 
tions géométriques  nombreuses  :  telle  est  la  méthode  de  con- 
struction des  tangentes  de  Roberval,  la  théorie  du  centre  instantané 
de  rotation,  qui  est  due  à  Chasles  et  dont  un  cas  particulier  a  déjà 
été  donné  par  Descartes  à  propos  de  la  tangente  à  la  cycloïde; 
telles  sont  encore  les  propriétés  des  systèmes  de  droites,  de  pians 
et  de  points  que  Chasles  a  rattachées  au  mouvement  d'un  corps 
solide  et  qui  conduisent  de  la  façon  la  plus  simple  à  la  notion  de 
complexe  de  droites  du  premier  ordre.  En  1862,  M.  Resal  fit 
paraître  un  traité  sur  la  Cinématique  pure,  qui  se  trouva  ainsi 
définitivement  constituée  à  l'état  de  Science  distincte. 

Nous  n'exposerons  ici  que  les  notions  qui  sont  indispensables 
pour  la  suite  du  Cours  de  Mécanique.  C'est  ainsi  que  nous  ne  nous 
occuperons  pas  des  déplacements  d'un  corps  sotide  dont  la  posi- 
tion  dépend   de   deux  ou   plusieurs    paramètres    indépendants, 
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.14  PREMIERE    PARTIE.  — -    NOTIONS    PRE L lU I SA I RE B. 

déplacements    éliidiés    principalement    par   MM.    Schônemann  , 
Mannlieim ,  Ribaucour,  Tait  ni  Thomson, 

I.    -    CINÉMATIQUE   DU   POINT. 

32.  Déflnitioiis.  —  Quand  on  dit  qu'un  corps  est  en  repos  ou  en 
iiiouvemeiil,  on  sous-entend  toujours  qiie  ce  repos  ou  ce  mouve- 
ment ont  lieu  par  rapport  à  certains  autres  corps;  ainsi  un  objet 
immobile  à  la  surface  de  la  Terre  est  en  repos  par  rapport  à  la 
Terre,  la  Terre  elle-même  est  en  mouvement  par  rapport  au  So- 
leil, etc.  En  d'autres  termes,  on  n'observe  que  des  mouvements 
relatifs.  Cependant,  nous  pouvons  imaginer  trois  axes  coordonnés 
absolument  fixes  :  le  mouvement  d'un  corps,  par  rapport  à  ces 
axes,  s'appellera  mouvement  absolu  du  corps.  Le  mouvement 
absolu  est  donc  une  pure  abstraction  ;  mais  les  mouvements  rela- 
tifs pouvant  toujours  être  ramenés  aux  mouvements  absolus,  et 
ceux-ci  étant  soumis  à  des  lois  plus  simples,  il  convient  de  com- 
mencer par  l'étude  du  mouvement  absolu. 

Pour  simplifier  l'étude  de  la  Cinématique,  on  étudie  d'abord 
le  mouvement  d'an  point,  puis  celui  d'un  corps  de  dimensions 
quelconques. 

Pour  définir  l'instant  où  un  certain  phénomène  s'accomplit,  on 
le  rapporte  à  un  instant  déterminé  appelé  initial  et  l'on  se  donne 
le  nombre  qui  mesure  avec  une  certaine  unité  (la  seconde  de 
temps  moyen,  par  exemple)  l'intervalle  de  temps  compris  entre 
l'instant  initial  et  l'instant  considéré,  ce  nombre  étant  précédé 
du  signe  H-  ou  du  signe  ^,  suivant  que  l'instant  considéré  est 
postérieur  ou  antérieur  à  l'instant  initial.  D'après  cola,  quand 
nous  parlerons  d'un  instant  t,  la  lettre  t  désignera  un  nombre 
positif  ou  négatif  de  secondes. 

33.  Mouvement  d'un  point.  —  Soient  trois  axes  Ox,  Oy,  Oz 
absolument  fixes  et  un  point  mobile  M,  dont  les  coordonnées 
X,  y,  z  [Jig.  28)  sont  des  fonctions  continues  données  du  temps  l 

^  =  ?COi      7  =  ¥J)^       =  =  7^(0- 

La  courbe  décrite  par  le  point  est  la  trajectoire  du  mobile  : 
ses  équations  s'obtiennent  en  éliminant  t  entre  les  équations  qui 
définissent  3>,y,  z  pn  fonctions  de  (. 


y  Google 


On  peut  aussi  définir  le  mouvemenl  de  la  façon  suivante  :  on 
lonnc  la  trajectoire,  puis,  prenant  sur  cette   trajectoire  un  point 


Mo  comme  origine  des  arcs,  un  sensMoS  comme  sens  des  arcs 
positifs,  on  donne  en  fonction  du  temps  la  valeur  algiîbrique  j  de. 
l'arc  Mo  M  qui  sépare  ie  mobile  du  point  Mq. 

3-4,  Mouvement  rectiligne  uniforme;  vitesse.  —  On  dit  que  le 
mouvemenl  est  recliligne  quand  la  trajectoire  est  une  droite.  Si 
l'on  prend  cette  droite  pour  axe  Oa;,  les  deux  modes  précédents 
de  définition  du  mouvement  se  confondent,  et  le  mouvement  est 
défini   par  l'expression  de  l'abscisse  du   mobile  en  fonction  du 

Le  plus  simple  des  mouvements  rectlligncs  est  celui  pour  lequel 
,x  est  une  fonction  du  premier  degré  du  temps 


fï  et  6  désignant  des  constantes.  Ce  mouvement  est  caractérisé  par 
ce  fait  que  la  variation  Ax  de  x,  pendant  un  intervalle  de  temps 
quelconque  A/,  est  proportionnelle  à  i(. 

Soit  M  la  position  du  mobile  à  l'instant  (,  M,  sa  position  à 
l'instant  t  -+-  Ai,  Ai  étant  positif;  la  grandeur  géométrique  MM, 
a  pour  valeur  algébrique,  estimée  suivant  l'axe  Ox,  Ax.  Si,  dans 


ms  MM)  on  porte,  à  partir  de  M,  une  longueur  MW  égale  à 
I  la  grandeur  géométrique  MW,  dont  la  valeur  algébrique 
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est— t  s'appelle  t'iVe^^e  du  mouvement  uniforme  [fig-  ag).  La 
valeur  algébrique  de  eelte  vitesse  est  égale  ù  la  constanle  a.  . 


3o,  Mouvement  rectiligne  varié;  vitesse.  ^  Soit  un  moiivc- 
,ment  rectiligne  varié  dans  lequel  on  a  ^  =  ?(')•  Le  déplacement 
MM,,  que  subit  le, mobile  quand  t  croit  de  Ai,  est  une  grandeur 
géométrique  dont  la  valeur  algébrique  est  iiC,  Si,  dans  le  sens 
MM|  [fig-  3o),  on  porte  une  longueur  MW  égale  à  -^' ,  le  vec- 


teur MW,  dont  la  valeur  algébrique  est-—,  s'appelle  vitesse 
moyenne  du  mobile  dans  l'intervalle  de  temps  i(.  C'est  la  vitesse 
que  posséderait  un  mobile  fictif  animé  d'un  mouvement  uniforme 
et  allant  de  M  en  M,  pendant  le  temps  ii.  Si  ii  tend  vers  zéro, 
le  vecteur  MW  tend  vers  un  vecteur  limite  MV,  dont  l'expression 

algébrique  est  la  dérivée  -j-  ou  ■f'('),  que  l'on  appelle  vitesse  du 
mobile  à  l'instant  t. 
Par  exemple,  si  l'on  a 


r  =  adi^lA^e 


a,  6,  c  désignant  des  constantes, 
pour  valeur  algébrique  estimée  sui 


vitesse  MV  à 
nt  l'axe  O^ 


La  variation  de  cette  vitesse  est  proportionnelle  à  la  variation 
du  temps.  On  dît  que  le  mouvement  rectiligne  ainsi  défini  est 
uni/ormément  varié. 

36.  Vitesse  dans  le  mouvement  curviligne.  —  Soient  M  et  M, 
les  positions  du  mobile  aux  instants  (  et  (+ii.  Portons  sur 
MM,  {Jlg-  3i),  dans  le  sens  MM|,  une  longueur  MW  égale  à 
- — 7 ';  le  vecteur  MW  s'appelle  vitesse  moyenne  du  mobile 
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pendant  le  temps  6.1  ;  c'est  la  vitesse  que  posséderait  un  mobile 
fictif  animé  d'un  raoïiveraent  reclillgne  uniforme  qui  parcourrait 
le  segment  de  droite  MM,  dans  le  temps  6.t.   Lorsque  6.1  tend  vers 


y.cro,  la  vitesse  moyenne  MW  tend  vers  un  vecteur  limite  MV 
langent  à  la  trajectoire  en  M,  que  l'on  appelle  vitesse  du  mobile  à 
l'instant  t. 

Soient  «,  y,  z  les  coordonnées  du  mobile  ;  les  projections  de 
la  grandeur  géométrique  MM|  sur  les  trois  axes  sont  Ax,  Aj',  A;  ; 
celles  de  la  grandeur  MW,  ou  vitesse  moyenne,  seront  donc 

A3?       Ky       ûs 
ii'      m'      u' 

Si  A(  tend  vers  zéro,  MW  tend  vers  MV  ;  on  aura  donc  pour  les 
projections  de  la  vitesse  à  l'instant  ( 


dt 


dt 


dt 


Supposons  le  mouvement  défini  par  la  trajectoire  et  par  l'ex- 
pression de  l'arc  MoM=^5  en  fonction  de  (.  Comme  le  rapport 
de  l'arc  MM,  à  la  corde  MM,  tend  vers  l'unité  quand  Ai  tend  vers 
zéro,  la  vitesse  a  pour  valeur  absolue 


Si  l'on  mène  la  tangente  à  la  trajectoire  MT  dans  le  sens  des  arcs 
positifs,  la  vitesse  est  dirigée  dans  le  sens  MT,  ou  en  sens  con- 
traire, suivant  que  ^  est  positif  ou  négatif.  Donc  la  valeur  aigé- 
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brique  c  de  la  vitesse  estime 
-r-  Oiiand  cette  vitesse  c  est  > 
curviligne  est  uniforme. 


■    NOTIONS    PRELIMINAIRES. 

;  positivement  dans  le  sens  MT  est 
onstante,  on  dit  que  le  mouvement 


37.  Accélération.  —  L; 
;as  les  plus  simples  appartient  à  Galilée. 
Soient  MV,  MiV,   les  vitesses  du  mobile 


iception  de  l'accélération  dans  les 
slants    (    et 


Menons  par  M  un  segment  MU  égal  et  parallèle  à  M,V,  et  soit 
MH  la  différence  géométrique  entre  MU  et  MV,  c'est-à-dire  la 
grandeur  géométrique  qu'il  faut  composer  avec  MV  pour  obtenir 
MU.  Si  l'on  porte  sur  MH  une  longueur  MI  égale  à  — —  )  le  vec- 
teur MI  est  Y  accélération  moyenne  du  mobile  pendant  le  temps 
At.  Quand  At  tend  vers  zéro,  ce  vecteur  MI  tend  vers  une  li- 
mite MJ,  qu'on  nomme  accélération  du  mobile  à  l'instant  t. 

Pour  obtenir  les  projections  de  l'accélération  sur  les  axes  coor- 
donnés, remarquons  que  la  vitesse  MV  à  l'instant  t  a  pour  pro- 
jection sur  un  ase,  Ox  par  exemple,  -^ ,  et  la  vitesse  M,V)  à 
l'instant  t  +  At,  ou  son  égale  MU  a  pour  projection,  sur  le  même 
Hxe ,  ^  H-  A  -jT-  La  projection  de  MH  étant  la  différence  des  pro- 
jections de  MU  et  MV  est  donc  A  -j--  D'après  cela,  les  projections 
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l'uccéléi'aiiûii  moyenii 


Faisant  tondre  A;  vers  zt^ro,  on  a  pour  les  projections  do  l'accé- 
loralionMJ  à  l'instant  t 


^a-C-^b't-^c 


a,  b,  c, 
Les  proj. 


La  trajectoire  est 


-j-  =  '^at  -h  b, 


dt^ 


dt^ 


dt^ 


sont  conslantes.  L'accélération  est  donc  constante  en  grandeur,  direction, 
sens.  Réciproquement,  si  dans  un  mouvement  l'accélération  est  constante 
en  grandeur,  direction,  sens,  ce  mouvement  est  défini  par  des  équations  de 
la  forme  (i).  En  effet,  en  partant  des  équations  (3),  on  remonte  successi- 
vement par  des  intégrations  aux  équations  (a),  puis  aux  équations  (i).  Ce 
mouvement  sera  étudié  en  détail  à  propos  du  mouvement  des  corps 
pesants  dans  le  vide. 

Il  est  important  de  remarquer  que  si  l'accélération  d'un  mouvement  est 
constante  en  grandeur,  direction  et  sens,  l'accélération  moyenne  pendant 
un  intervaLe  de  temps  quelconque  M  a  la  même  valeur  constante  en- 
grandeur,  direction  et  sens.  En  effet,  les  équations  (3)  étant  supposées 
satisfaites,  on  en  déduit  par  l'intégration  les  équations  (a),  qui  donnent, 
pour  les  projections  de  l'accélération  moyenne  pendant  le  temps  Lt,  les 
mêmes  valeurs  2a,  ta',  aa"  que  pour  les  projections  de  l'accélération  à 
l'instant  (. 


38.  Accélérations  tangentielle  et  normale  (Htiyge?«s).  —  Si  le 

mouvement  est  défini  géométriquement  par  la  trajectoire  et  par 

I.  h 
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l'expression  de  l'arc  MqM  ou  s,  compté  positivement  dans  un 
sens  déterminé  M^S,  en  fonction  du  temps  {Jtg.  33),  on  déter- 
mine l'accélération  comme  ît  suit  : 


Soient  a,  p,  -^  les  cosinus  directeurs  par  rapport  à  des  axes  rec- 
tangulaires de  la  tangente  Mï  menée  à  la  trajectoire  dans  le  sens 
des  arcs  positifs,  et  a',  p',  'f  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
principale  MN  comptée  positivement  de  M  vers  le  centre  de  cour- 
bure principal  C;  soit  enfin  MC  ::=^  p  le  rayon  de  courbure  prin- 
cipal de  la  trajectoire. 

Des  formules  bien  connues  de  Frcncl  et  Serret  donnent 


On  a  évidemment 

(&  _  d-e  ds  _ 
dt        ds  dt 


Différen lions  encore  une  fois  par  rapport  à  (,  en  ayant  soin  d'écrirt 

dtt        d%  ds        a'  ds 

dt        ds  dl        p  dt     ' 

nous  aurons  pour  les  projections  de  l'accélération 


■m- 

f  \dll 
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Ces  formules  s'interprètent  aisément.  Portons  sur  la  tangente. 
en  prenant  MT  comme  sens  positif,  un  segment  MJ;  dont  ja 
valerir  algébrique  St  soil  -jj^y  et,  suivant  la  normale  MN,  nn  seg- 
ment MJh  égal  à  -  {-rA  •  Les  formules  expriment  que  la  projec- 
tion de  l'accélération  MJ  sur  chacun  des  trois  axes  est  égale  à  la 
somme  des  projections  des  deux  grandeurs  géométriques  MJt 
et  MJ„;  dans  l'espace,  l'accélération  MJ  est  donc  la  résultante  des 
grandeurs  MJt  ei  MJ„,  que  l'on  nomme  accélération  tangentielle 
et  accélération  normale.  La  projection  if  de  l'accélération  MJ 
sur  la  tangente  MT  s'écrit,  en  remplaçant  -r  par  c, 


it  = 


dv       di!  ds       I  dv^ 


dt       ds  dt       1   ds 
La  projection  J„  sur  la  normale  MC  est  toujoi 


L'accélération  MJ  est  donc  située  dans  le  plan  oscillateur,  du 
côté  de  la  concavité  de  la  trajectoire. 

Exemples.  —  i"  Si  le  mouvement  est  rectiligne,  p  est  infini,  ia  compo- 
sante normale  s'annule;  l'accélération  se  confond  alors  avec  sa  composante 
tangentielle.  Réciproquement,  si  l'accélération  normale  est  nulle,  p  est  infini 
et  la  trajectoire  est  une  droite. 

2°  Si  la  vitesse  est  constante,  c'esi-à-dire  si  le  mouvement  curviligne  est 
uniforme,  l'accélération  tangeniîelle  est  nulle  ;  l'accélération  est  dirigée 
suivant  la  normale  principale  et  varie  en  raison  inverse  du  rayon  de  cour- 
bure. Ainsi,  lorsqu'un  mobile  parcourt  une  circonférence  de  rayon  R  avec 
une  vitesse  de  grandeur  constante  c,  l'accélération  tangentielle  est  nulle; 

l'accélération  J  est  normale  et  égale  à  -g-,  c'est-à-dire  constante  en  gran- 
deur et  dirigée  suivant  le  rayon.  Réciproquement,  lorsque,  dans  un  certain 
it,  l'accélération  tangentielle  est  constamment  nulle,  la  vitesse 
n  grandeur  et  ie  mouvement  uniforme. 

39.  Déviation.  —  Soient  M  {fig.  34)  la  position  du  mobile  au  temps  t, 
V  sa  vitesse  à  cet  instant,  Mi  sa  position  à  l'instant  t  -1-  ht.  Si,  à  partir  de 
l'instant  t,  le  mouvement  était  rectiligne  et  uniforme,  le  mobile  parcour- 
rait la  droite  MV  avec  une  vitesse  constante  V  et,  à  l'instant  (  +  i(,  il  se 
distance  MM'  égale  à  Vii.  Le  vecteur  MD,  égal  ei  parai- 
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Iô!e  à  M'Mi,  s'apptUe  déviation  pendant  l'espace  de  temps  i(  :  c'est  le  dt- 
placenieiit  qu'il  faudrait  ajouter  gtomélriqucmetit  à  MM'  pour  obtenir  le 


dépiacenient  réel  MMi  du  mobile.  Les  coordonnées  des  points  M'  et  Mi 
étant  respectivement 


(M,)  a'-l-ia-,  J'  +  ir, 

la  dé\iaiion  a  pour  projections 


'rft 


ij-- 


quantités  infinimetit  petites  du  second  ordre  par  rapport 
eflet,  par  Ja  formule  de  Taylor, 


D'après  cette  formule,  on  voit  que  le  vecteur  MK,  obtenu  en  prenant  t.ur 
MD  une  longueur  MK= -—^  tend  vers  l'accélération  MJ  à  l'instant  t, 
quand  Ai  tend  vers  zéro,  car  ses  projections  tendent  vers  celles  de  l'accé- 
lération. La  valeur  approchée  du  vecteur  MD  (déviation)  est  donc  -  î  A(». 
Si  l'accélération  J  du  mouvement  est  constante  en  grandeur  et  direction 
(n°  37,  exemple),  le  vecteur  MK  est  égal  à  J,  comme  on  le  vérifiera  sans 
peine  ;  la  valeur  approchée  -  J  iC^  du  vecteur  MD  est  alors  sa  valeur  exacie 
en  grandeur,  direction  et  sens. 
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40-  Mouvement  de  translation.  —  On  appelle  système  inva- 
riable ou  corps  solide  un  ensemble  de  points  invariablement  liés 
les  uns  aux  autres. 

Un  corps  solide  est  animé  d'un  mouvement  de  translation 
quand  il  se  déplace  de  telle  façon  que  tous  les  segments  de 
droites,  joignant  les  points  du  corps  deux  à  deux,  restent /(«ra/- 
lèles  à  eux-mêmes.  Pour  cela,  il  suffit  évidemment  que  le  trièdre 
obtenu  en  joignant  un  point  A  du  corps  {Jig.  35)  à  trois  points  B, 

Fig.  35. 


C,  D  du  corps,  non  situés  dans  un  même  plan  avec  le  point  A,  se 
déplace  parallèlement  à  lui-même. 

Quand  un  corps  est  animé  d'un  mouvement  de  translation,  tous 
tes  points  du  corps  ont  à  chaque  instant  la  même  vitesse  et  réci- 
proquement. En  effet,  soient  A,  (a:,,/,,  s,)  et  k-i{x%,y-i,Zi)  deux 
points  quelconques  du  corps;  le  segment  A,Aï  se  déplaçant  pa- 
rallèlement à  lui-même,  ses  projections  sur  les  axes  x^^x,, 
y^ — y^,  z^- — z,  sont  constantes.  Leurs  dérivées  par  rapport  au 
temps  sont  donc  nulles,  et  l'on  a 

*''  "dr~  ~dt'  ~dt    "'    dt  '  dl   "    dC 

équations  qui  expriment  que  les  deux  points  ont  même  vitesse. 
Réciproquement,  si  tous  les  points  du  corps  ont  à  chaque  instant 
même  vitesse,  le  corps  est  animé  d'un  mouvement  de  translation. 
En  effet,  les  deux  points  A,  et  Aj  ayant  même  vitesse,  on  a  les 
équations  (i),  d'où  l'on  conclut  en  intégrant  que  x^  —  x-i^  y, — y^, 
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54  PnËMIÈBB    PARTIE.   —    NOTIONS    PRÉLIUINAIBËS- 

Si  —  Z2  sont  constantes,  c'est-à-dire  que  le  segment  A)  Â^  se  dé- 
place parallèlement  à  hii-inême.  La  vitesse  comimine  à  tous  les 
points  s'appelle  vitesse  du  moui'ement  de  translation.  On  voii 
immédiatement  en  différentiant  les  équations  (i)  qiie,  dans  un 
mouvement  de  translation,  tous  les  points  ont,  à  chaque  instant, 
la  même  accélération,  qu'on  appelle  accélération  du  mouvement 
de  translation. 

-il.  Rotation  autour  d'un  axe  fixe.  Vitesse  angulaire.  Repré- 
sentation géométrique.  —  Quand  un  corps  solide  tourne  autour 
d'un  axe  fise  AB   {fig-  36),  chaque  point  M  du  corps  décrit  un 


''-^^ 


cercle  perpendiculaire  à  l'axe,  ayant  son  centre  en  P  sur  l'axe;  sa 
vitesse  est  donc  normale  au  plan  MAB  dans  le  sens  du  mouvement. 
Les  ares  décrits  dans  le  même  temps  par  deux  points  différents 
sont  proportionnels  aux  distances  de  ces  points  à  l'axe;  les  vitesses 
de  ces  deux  points  sont  donc  entre  elles  comme  leurs  distances 
à  l'axe. 

On  nomme  vitesse  angulaire  la  vitesse  des  points  situés  à 
l'unité  de  distance  de  l'axe;  si  l'on  désigne  par  w  celte  vitesse  an- 
gulaire, la  grandeur  de  la  vitesse  V  du  point  M  est  donc  iiiMP, 
MP  étant  la  distance  du  point  M  à  l'axe.  Lorsqu'on  définit  le  mou- 
vement de  rotation  en  donnant  en  fonction  de  t  l'angle  9  dont  le 

.     ,,  ,  ,     .  ■  t^S 

corps  a  tourne  a  partir  d  une  position  initiale,  w  est  égal  a  -^■ 

Pour  déterminer  les  vitesses  dans  un  mouvement  de  rotation  à 
un  instant  £,  il  faut  connaître  trois  éléments  :  Vaxe  de  rotation, 
la  vitesse  angulaire  et  le  sens  de  la  rotation.  On  représente  ces 
trois  éléments  par  un  vecteur  de  la  façon  suivante  :  Prenons  sur 
l'axederotationAB  un  point  quelconque  A,  et  portons  sur  l'axe  un 
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segment  A<û,  de  iongueinr  w,  dans  un  sens  tri  qu'un  obscrvateurj 
ajanl  les  pieds  en  A  et  la  tête  en  w,  voie  le  mouvement  de  rotation 
s'effectuer  de  sa  gauche  vers  sa  droite.  La  grandeur  géomé- 
Irique  Aw  ainsi  définie  représente  la  rotation  :  en  confondant  le 
mouvement  de  rotation  avec  le  vecteur  qui  le  représente,  on  dit 
souvent  que  le  corps  est  animé  d'une  rotation  Aw.  Comme  le 
point  A,  origine  du  vecteur  peut  être  choisi  où  l'on  veut  sur  l'axe, 
on  peut,  sans  changer  la  rotation,  transporter  le  segment  repré- 
sentatif (il  en  un  point  quelconque  de  sa  direction. 

42,  Expressions  analytiques  des  projections  de  la  vitesse  d'un 
point  du  corps.  —  Soient  Aw  (/Ig-  3^)  la  rotation  de  vitesse  an- 


gulaire w,  p,  q,  r  ses  projections  sur  les  trois  axes  Ox,  Oy,  Oz 
supposés  rectangulaires,  Xo,  ^oi  ^u  les  coordonnées  du  point  A. 
Soient  M  un  point  du  corps  ajant  pour  coordonnées  x,^,  s,  MVsa 
vitesse,  Va;,  Vj-,  V,  les  projections  de  celte  vitesse  sur  les  trois 
axes  :  ce  sont  ces  quantités  que  nous  allons  calculer. 

Pour  cela,  remarquons  que  la  vitesse  V  de  M  est  en  grandeur, 
direction  et  sens  le  moment  de  la  rotation  Au  par  rapport  au 
pointM;  en  effet,  cette  vitesse  est  égale  à  wMP,  perpendiculaire 
au  plan  MAio  el  dirigée  de  façon  qu'un  mobile  allant  de  A  en  w 
tourne  dans  le  sens  positif  autour  de  V.  On  a  donné  (n"  7)  les 
projections  du  moment  d'un  vecteur  par  rapport  à  un  point  x', 
y',  s'.  Appliquons  ces  formules  au  cas  actuel,  en  remarquant 
qu'on  prend  le    moment   par    rapport  au  point  x^  y,    z.    Nous 
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V^=r(3r-a;,)-/.(3-3„), 

Lorsque  le  point  A  est  à  l'origine,  ces  expressions  devici 
^x='J=-  '-y,         \y^  rx  -pz,         N.  =  py-  qx. 


III.  —  VITESSE  DANS  LE  MOUVEMENT  RELATIF. 

COMPOSITION  DES  TRANSLATIONS  ET  DES  ROTATIONS. 

VITESSES  DES  POINTS  D'UN  SOLIDE  LIBRE. 

43.  Mouvement  relatif;  vitesse,  ^  Imaginons  un  système  in- 
variable (S),  anime  d'un  mouvement  connu,  et  un  point  M  mobile 
par  rapport  à  ce  système.  Le  système  (S)  sera,  par  exemple,  la 
terre  et  le  point  M  un  point  pesant  abandonné  à  lui-même  à  la 
surface  de  la  terre  et  tombant  suivant  une  verticale.  Pour  un  ob- 
servateur entraîné  avec  le  système  (S),  qu'on  nomme  système  de 
comparaison,  et  ne  se  doutant  pas  du  mouvement,  le  mobile  M 
possède,  par  rapport  au  système  (S),  un  certain  mouvement  appelé 
mou\>ement  relatif;  la  trajectoire,  la  vitesse,  l'accélération  de  ce 
mouvement  sont  appelées  trajectoire,  vitesse,  accélération  rela- 
lii'e.  Le  même  point  a,  dans  l'espace,  un  certain  mouvement 
absolu. 

Soient  (S)  et  M  {Jig.  38)  les  positions  du  système  invariable  et 


du  point  à  l'instant  (,  (S,)  et  (M,)  leurs  positions  à  l'instant  /  4-Ai, 
le  déplacement  absolu  du  mobile  est  MM,.  Appelons  M' la  posi- 
tion qu'occupe  à  l'instant  t -\- ^t  le  point  du  système  (S)  qui 
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coïncidail  avec  M  à  l'instant  t  '.  le  déplacement  M'M,  est  le  dépla- 
cement relatif  dw  point  M  ;  le  déplacement  MM'  s'appelle  dépla- 
cement d'entraînement.  Le  veelenr  MM,  étant  la  somme  géomé- 
trique des  vecteurs  M'M|  et  MM',  si  l'on  porte  snr  chacun  de  ces 
vecteurs  des  segments  MWq,  M'W^,  MWe,  égaux  respectivement 
aux  quotients  de  ces  vecteurs  par  A(,  ces  segments  seront  la  vitesse 
absolue  moyenne,  la  vitesse  relative  moyenne  et  la  vitesse  d'en- 
tratncment  moyenne  ;  la  première  est  la  somme  géométrique  des 
deux  antres 

(W„)  =  (W,.)  +  ("VV,). 

Lorsque  A(  tend  vers  zéro  {fig-  Sy),  ces  trois  segments  leodenl 


vers  la  vitesse  absolue  Va,  la  vitesse  relative  V,-  et  la  vitesse  d'en- 
traînement Vf  :  on  a  donc  l'égalité  géométrique 

(V„)=.(V,.>-;-(V.). 

La  vitesse  d'entraînement  Ve  est,  d'après  ce  qui  précède,  la 
vitesse  du  point  du  système  (S)  qiii  coïncide  avec  M  à  l'instant 
considéré,  ou  encore  la  vitesse  que  posséderait  le  point  M  si,  dans 
la  position  qu'il  occupe,  il  était  invariablement  lié  au  système  (S), 
Nous  verrons  plus  loin  comment  on  détermine  l'accélération  ab- 
solue par  une  formule  analogue  avec  un  terme  de  plus.  Mais  au- 
paravant nous  donnerons  quelques  applications  du  théorème  pré- 
cédent. 

jj.  Composition  des  translations.  —  Soit  un  système  invariable  S| 
animé  d'une  translation  de  vitesse  V,,  et  un  deuxième  système  Si  animé 
par  rapport  à  Si  d'une  translation  de  vitesse  Vj  {Jlg-  4o)- 

La  vitesse  absolue  V^  d'un  point  M  de  Sj  esi  la  somme  géométrique  de 
ia  vitesse  relative  de  M,  qui  est  Va,  ei  de  sa  vitesse  d'entraînement,  qui  est 
Vj.  Les  vitesses  absolues  des  différents  points  de  Sj  sont  donc  les  mêmes 
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OTIONS    PRELIMIN. 


Sî  était  animé  d'une  translation  unique,  dont  la  vitesse  serait 
e  géométi'ique  des  deux  vitesses  V,  et  V;.  On  dit  que  les  deux  li'ai 
s  se  composent  en  une  soûle.  De  incme  plusieurs  translations  se  coi 


lanto  des 


translations  doni 


43.  Système  de  deux  rotations.  —  Soit  un  cor|is  solide  S,  animé  d'uni 
rotation  Ai(Oi;  imaginons  que  ce  corps  S|  entraîne  un  axeAjùj),  et  qu'uL 
corps  solide  St  soit,  par  rapport  à  S;,  animé  d'une  rotation  (u^  autour  <\i 
l'axe  A,<u3(yî#- 40. 


Cherchons  la  vitesse  absolue  d'un  point  quelconque  M  du  corps  Sa.  La 
vitesse  relative  du  point  M  par  rapport  à  S,  est  la  vitesse  Va  qu'il  possède 
dans  la  rotation  (i>a  :  c'est  le  moment  du  vecteur  (Oj  par  rapport  à  M;  la 
vitesse  d'entraînement  est  la  vitesse  Vj  que  posséderait  M  si  ce  point  était 
lié  à  S|  ;  c'est  la  vitesse  due  à  la  rotation  (0|,  ou  le  moment  de  m,  par  rap- 
port à  M.  La  vitesse  absolue  Yg  de  M  est  donc  le  moment  résultant  des 
deusc  vecteurs  loi  et  tUa  par  rapport  à  M.  Cette  vitesse  est  indépen- 
dante de  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  les  rotations  (ii|  et  012. 

Examinons  quelques  cas  particuliers  : 

i"  Les  rotations  sont  concourantes.  Le  moment  résultant  de  (Oj  et  toi, 
par  rapport  à  un  point  quelconque  M,  est  égal  au  moment  de  leur  résul- 
tante (0  (Jlff.  4a).  La  vitesse  absolue  du  point  M  est  donc  la  même  que  si 
le  corps  Sj  était  animé  de  la  seule  rotation  Ai  10. 
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2°  Soient  deux  rotations  parallèles  lui  et  tu^  ne  formant  pas  un  couple; 
i  système  de  ces  deux  vecteurs  est  équivalent  à  un  vecteur  unique  Aïo,  que 
on  obtient  par  une  règle  connue  (n"  29).  Donc  le  moment   résultant  par 


rapport  à  un  point  M  égale  le  moment  de  la  résultante  Atu.  Les  vitesses 
des  différents  points  de  Sa  sont  donc  encore  !es  mêmes  que  si  le  corps  était 
animé  de  la  seule  rotation  lo. 

3°  Dans  le  cas  où  les  deux  rotations  forment  un  couple,  le  moment  ré- 
sultant étant  égal  à  l'axe  du  couple,  quel  que  soit  le  point  M,  tous  les 
points  du  corps  Sj  ont  même  vilesse.  Les  vitesses  de  ces  points  sont  donc 
les  mêmes  que  si  le  corps  Sa  était  animé  d'une  translation  dont  la  vitesse 
serait  égale  à  l'axe  du  couple  {Jig'-  43)- 


Fig.  43- 


iti.  Rotations  en  nombre  quelconque.  —  Soit  un  corps  S|  animé  d'une 
rotatioQ  A,(u,,  ce  corps  entraîne  un  axe  AîOJî  et  un  corps  Sj,  dont  le  mou- 
vement relatif  par  rapport  à  Si  est  une  rotation  (Uj;  le  corps  Sj  entraîne 
un  axe  Astus  et  un  corps  Sj,  dont  le  mouvement  relatif  par  rapport  à  Si 
est  une  rotation  loj;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  un  corps  Sn,  dont  le  mouve- 
ment relatif  par  rapport  à  S„_i  est  une  rotation  iob. 

Nous  dirons,  pour  abréger,  que  le  corps  Sa  est  animé  simultanément 
des  rotations  (Oj,  tua,  . . .,  oj„.  Cherchons  la  vitesse  absolue  d'un  point  M 
invariablement  lié  au  dernier  corps  solide  Sn-  Cette  vitesse  est  égale  au 
moment  résultant  du  système  de  vecteurs  (Oi,  (i>a,  ...,  lUn  par  rapport  au 
point  M.  Comme  cette  proposition  a  été  établie  pour  le  cas  de  deux  rota- 
tions, il  suffit,  pour  l'établir  dans  toute  sa  généralité,  de  montrer  que,  si 
elle  est  vraie  pour  [n  —  i)  rotations,  elle  est  encore  vraie  pour  n.  Or  la 
vitesse  absolue  d'un  point  M  du  corps  S„  est  la  somme  géométrique  de  sa 


y  Google 


ise  relative  V,.  par 
tv.cyîj,  j4). 


La  \iLesse  relative  de  M  par  rapport  à  S,i-i  est  la  vitesse  due  à  la  rota- 
tion <j>„,  c'est-à-dii'e  le  moment  de  (ii„  par  rapport  à  M  ;  la  vitesse  d'entraî- 
nement du  point  M  est  égale  à  la  vitesse  qu'il  aurait  s'il  était  invariablement 
lié  au  corps  S„_i,  c'est-à-dire  au  moment  résultant  de  lUi,  ua,  . . . ,  to„-i 
par  rapport  à  M  :  la  vitesse  absolue,  qui  est  la  résultante  de  ces  deus  mo- 
ments, est  donc  bien  le  moment  résultant  des  vecteurs  (Oj,  o)|,  ...,«)„  par 
rapport  à  M.  Celte  vitesse  est  indépendante  de  l'ordre  des  rotations. 

Le  problème  qui  consisterait  à  combiner  entre  elles  de  la  même  manière 
des  rotations  et  des  translations  se  ramène  au  précédent,  en  remplaçant 
chaque  translation  par  un  couple  des  rotations. 

Gela  posé,  imaginons  un  second  système  de  vecteurs  tu',,  toj,  .,.,  lo^, 
équivalent  au  premier  loj,  (Ojj  -  ■  -i  '"m  c'est-à-dire  pouvant  se  déduire  du 
premier  par  les  opérations  élémentaires.  Les  deux  systèmes  de  rotations 
représentées  parées  vecteurs  donneront  au  point  M  la  même  vitesse;  ils  peu- 
vent donc  se  remplacer  l'un  l'autre  quand  on  ne  considère  que  les  vitesses. 

Voici  les  deux  conséquences  les  plus  Importantes  de  ce  fait  ; 

r  Un  système  de  vecteurs  est  équivalent  à  deux  vecteurs,  dont  l'un 
passe  par  un  point  pris  à  volonté.  Donc  les  vitesses  des  points  du  corps  S» 
sont  les  mêmes  que  si  le  corps  était  animé  de  deus  rotations,  dont  l'une 
passe  par  un  point  pris  à  volonté  (Ghasles). 

2°  Un  système  de  vecteurs  est  équivalent  à  un  vecteur  unique  lo  passant 
par  un  point  arbitraire  O  et  à  un  couple  d'axe  OVo.  Donc  les  vitesses  des 
points  du  corps  Su  sont  les  mêmes  que  si  le  corps  était  animé  d'une  rota- 
tion unique  Oto,  appliquée  en  un  point  arbitraire  O,  et  d'uu  couple  de  ro- 
tations d'ase  OVo,  c'est-à-dire  d'une  translation  de  vitesse  OVq  i^ff-  45). 
Quand  le  point  0  change,  la  rotation  Otu  reste  la  même,  la  translation  OVo 
change,  mais  le  produit  g  ~  OVo  eos{tu,  Vo)  reste  constant. 

Si  DD'  est  l'ase  central  du  système  de  vecteurs  u>i,  lUa,  . . .,  ui„,  ce  sys- 
tème est  équivalent  à  un  vecteur  unique  lu  (rotation)  dirigé  suivant  DD' 
et  à  un  couple  d'axe  minimum  ^  (translation  de  vitesse  g)  dirigé  égale- 
ment suivant  DD'.  Les  vitesses  des  points  du  corps  S„  sont  donc  les  mêmes 
que  s'il  était  animé  d'une  rotation  m  et  d'une  translation  g  dans  la  direc- 


y  Google 


-    CINÉMATIQU 


ettc  rotation  ;  ce  mouvement  identique  à  celui  d'un 
1  s'appelle  mouvement  hélicoïdal;  l'axe  DD'  est  l'a 
>n  et  de  glissement. 


/: 


47.  Cas  particuliers —  Signalons  les  ca; 
avec  d'autres  expressions,  les  différents  c 
vecteurs  (n"  23).  Si  le  moment  minimum  g  est  nul,  le  système  des  rota- 
tions données  est  équivalent  à  une  rotation  unique  autour  de  l'ase 
central.  Si  la  est  nul,  le  système  est  équivalent  à  une  translation  unique. 
Si  (u  et  Vo  sont  nuls,  le  syst-ème  des  rotations  est  équivalent  à  zéro;  les  vi- 
tesses de  tous  les  points  du  corps  So  sont  nulles. 

48  Coiiséquencea  géométriques —  Il  est  évident  que  chacun  des  tliéo- 
rènies  énoncés  dans  le  premier  Chapitre,  sur  la  théorie  des  vecteurs,  en 
donnera  un  sur  les  rotations  et  les  translations  imprimées  à  un  eorps  S„, 
si  l'on  remplace  les  vecteurs  par  des  rotations,  les  couples  par  des  trans- 
lations de  vitesse  égale  à  l'axe  du  couple,  et  le  moment  résultant  relatif  à 
un  point  M  par  la  vitesse  que  possède  ce  point  dans  le  mouvement  du 
corps.  Les  théorèmes  de  Géométrie  relatifs  aux  plans  et  à  leurs  foyers,  aux 
droites  conjuguées,  aux  droites  de  moment  nul,  auront  des  significations 


int  de   i 


simples;  par  exemple,  si  un  plan  II  ■ 
en  mouvement,  le  foyer  de  n  est  le  p< 
est  normale,  etc. 

Le  fait  qu'un  nombre  quelconque  de 
quées  à  un  corps  solide   impriment  à  ses 
tesses  qu'un  mouvement  hélicoïdal  trouve   sa  vériiabl 
théorème  que,  dans  le  mouoement  le  plus  général  d' 
tesses  à  un  instant  sont  les  mêmes  que  dans 
C'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 


blement   hé  a 
plan  dont  la 


;t  de  translations   appli- 
différents  points  les  mêmes  vi- 


i9.  Distribution  des  vitesses  dans  un  corps  solide  mobile.  — 
Rapportons  le  mouvement  à  trois  axes  rectangulaires  OtXt,y\,z, 
fixes  dans  l'espace  ;  et,  pour  définir  la  position  du  corps,  suppo- 
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sons  trois  axes  rectangulaires  mobiles  Ox,y,z  orientés  comme  les 
premiers,  invariablement  liés  au  corps  (Jîg-  46)-  H  suffira  de 
connaître  le  mouvement  de  ces  axes,  qui  sera  défini  par  les  expres- 
sions des  coordonnées  Xb,  yot  ^o  de  l'origine  mobile  et  des  neuf 
cosinus  directeurs  des  axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes  en 
fonction  du  temps.  Nous  supposerons  ces  neuf  cosinus  donnés  par 
le  Tableau  suivant  : 


a, 

y 

^ 

., 

' 

., 

Ï2 

Jl 

P 

P, 

h 

.. 

T 

■' 

"fî 

Soit  M  un  point  du  corps,  ajaut  pour  coordonnées  x,  y,  :  par 
rapport  aux  axes  mobiles,  x,,  y,,  z,  par  rapport  aux  axes  fixes. 
Les  nombres  x,  y,  z  seront  constants,  car  le  point  M  est  invaria- 
blement lié  aux  axes  mobiles. 

Les  formules  de  changemeol  de  coordonnées  donnent 


En  différentiant  ces  expressions  par  rapport  à  t,   nous  aurons 
les  projections  de  la  vitesse  V  du  point  M  {fig-  4^)  sur  les  axes 

'''~~dt   ~'  'dt^"  ~dt  ~^-^  ~dt~^  ~  'dt' 
y'  ~  dt   ~   dt  dt      ■^   dt  dt' 


V;, 

Pour  interprél 


~  dt         dt  ' 


'■dr 


dt 


'   dt 


i  formules  d'une  façon  simple,  cherchons 
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les  projections  de  la  vitesse  V  sur  les  axes  mobiles,  projection; 
i|iie  nous  appelons  V^;,  V^-,  V,.  On  a  évidemment 

V_,.--/,Vj.,+  ^,V3.,4--'iV,,, 


H 


Calculons  les  seconds  membres  en  j  remplaçant  Vj^^.Vj-^,  V,^pai 
les  expressions  ci-dessus,  el  remarquant  que  les  quantités  telles  qut 

d'j.       ^  d&  d-( 

^'  dï  ''~  '   dt"^ '^  di  ' 

sont  mdles,  en  vertu  des  relations 

l^uis,  tenons  compte  des  relations 
<[ui  donnent,  par  différentiation  par  rapport  à  (,  les  formules 

1    <^3'^v    ^\~,. 


'^  dt 


°-  dt 


''ITt- 


-{" 


^^■^^W^'^dt=~[^^rt'^-"Tt-^-^'dl)  =  ^' 

'''dt        ^'  dt         ^'   di  ~        \       dt        •      dt        "    dtj         ' 

à  des  quantités/»,  </,  i 


dont  nous  posons  les  deux  termes  f 
Nous  trouverons  ainsi 

Yy  =  Y%-\-,-: 
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PBEHIERE    PARTIE.    —    NOTIONS    PRELIMII 


V^,  V^,  V^  désignant  les  projections  de  la  vitesse  V"  du  point  O 
sur  les  axes  mobiles 


(Jes  formiiles  ont  une  signification  simple.  Elles  montrent  que 
la  vitesse  V  de  chaque  point  M  du  corps  solide  est  la  somme  géo- 
métrique de  deux  vecteurs  ;  l'un  V",  le  même  pour  tous  les  points 
M,  égal  et  parallèle  à  la  vitesse  du  point  O;  l'autre  u,  variable 
avec  la  position  du  point  M  et  a3'ant  pour  projections  sur  les  axes 
mobiles  qz  —  ry^  rx  —  ps,,  py  —  qx.  Le  vecteur  V*  est  la  vitesse 
que  posséderait  le  point  M,  si  le  corps  solide  était  animé  d  un 
mouvement  de  translation  de  vitesse  V";  le  vecteur  u  est  la  vitesse 
que  posséderait  ce  même  point,  si  le  corps  solide  était  animé  d'une 
rotation  Ow,  ayant  pourprojeclionsjo,  q,  r  sur  les  axes  mobiles; 
cette  rotation  se  nomme  rotation  instantanée.  On  exprime  ce 
fait  en  disapt  que  la  vitesse  d'un  point  quelconque  du  corps  est 
la  résultante  d'une  vitesse  de  translation  égale  à  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  O  du  corps  et  d'une  vitesse  de  rotation 
autour  d'un  axe  passant  par  O, 

Les  composantes  de  la  vitesse,  suivant  les  axes  fixes  Oi^;,, 
0,_/,,  O,  s,,  se  déduisent  immédiatement  de  ce  résultat.  D'abord 
les  projections  de  V"  sur  les  axes  fixes  sont 

dTn        dyn        dzfi 
~dt  '      ~~dt  '     ~di  ' 

puis,  en  désignant  par^,,  i^,,  /■,  les  projections  de  la  rotation 
instantanée  Ow  sur  les  axes  fixes,  on  a,  d'après  les  formules  rela- 
tives aux  rotations  (n"  42),  l'espression  suivante  pour  la  projection 
du  vecteur  u  sur  l'axe  O^, 

'Ui^i  —  in)—  >\{.yi-~yi)- 

La  projection  de  la  vitesse  V  sur  Oxi  est  donc 

dxi        dxi^ 
~dt   ~  "dt 

î  deux  formules  analogues  pour  V^,^  et  Vj^ 
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50.  Axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement.  ■ —  L'état  des 
vitesses  des  diiTérents  points  du  corps  solide  étant  le  même  que  si 
le  corps  élait  animé  d'une  rotation  Ow  et  d'une  translation  OV 
est  le  même  que  si  le  corps  élait  animé  de  trois  rotations  simulta- 
nées, la  rotation  Ow  et  deux  rotations  w'',  — w»  formant  un 
couple  d'axe  OV.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  théorie 
de  la  composition  des  rotations,  l'état  des  vitesses  sera  le  même 
que  si  le  corps  était  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal  autour  de 
l'axe  central  du  système  de  vecteurs  w,  (u",  —  ùj";  les  équations  de 
cet  axe  s'obtiendront  en  cherchant  le  lieu  des  points  dont  la  vitesse 
est  parallèle  à  la  direction  de  la  rotation  instantanée  w  {fiff-  47)- 
On  a  ainsi 


|jour  les  équations  de  l'axe  instantané  DD'  de  rotation  et  de  glis- 
sement, par  rapport  aux  axes  mobiles, 

(D)  y%-^rj=  —  ry  ^  V?-H/-^  — />s  ^  \t  +  px^qx 


et,  par  rapport  aux  axes  fixes, 


dt 


1(3-,  — 37„)— /l,(3i— So) 


i(  étant  le  glissement  estimé  positivement  dans  le  sens  de  w,  la  v 
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leur  commune  'le  tous  ces  rapports  est 


Les  cas  particuliers  qui  peuvent  se  présenter  sont  tes  suivants  : 
si  /est  nu),  le  g-lissement  est  nul;  si/est  infini,  la  rotation  est 
nulle. 

S).  Grandeur  de  la  vitesse  d'un  point  du  corps—  Prenons  un  (loint  M 
ilu  corps  situé  à  une  diîtancc  S  de  l'ase  instantané  de  rotation  et  de  glis- 
sement DD'.  I.a  \itesse  due  à  ia  rotation  est  un  vecteur  MU  perpendicu- 


laire iHi  plan  MDD' égal  à  uio  ;  la  vitesse  due  à  ia  translation  est  un  vecteur 
^\g  égal  et  parallèle  à  g.  La  vitesse  résultante  V  est  done  dans  un  plan 
])crpcndiculaire  à  S;  elle  est-donnée  par 


Quand  M  décrit  la  droite  S  perpendiculaire  à  DD',  V  engendre  un  parabo- 
loïde  hyperbolique.  Ces  propositions  donnent,  sous  une  forme  simple,  la  dis- 
tribution des  moments  résultants  autour  de  l'axe  central  dans  un  système 
quelconque  de  vecteurs,  (o  étant  la  résultante  générale  et  g  le  couple 
minimum  (n"  12). 

32  Mouvement  continu.  —  Le  lieu  géométrique  de  l'axe  instan- 
tané de  rotation  et  de  glissement, dans  le  corps,est  une  certaine 
surface  réglée  S  dont  on  obtiendrait  l'équation  en  éliminant  t  entre 
les  équations  (D)  de  l'axe  par  rapport  aux  axes  mobiles;  le  lieu  du 
même  axe  dans  l'espace  absolu,  c'est-à-dire  par  rapport  aux  axes 
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fixes,  est  une  autre  surface  réglée  S,  dont  on  obtiendrait  l'éc[uation 
à  l'aide  des  équations  (D,),  A  un  instant  quelconque,  ces  deux 
surfaces  ont  une  génératrice  commune  qui  est  l'axe  instantané  à 
cet  instant.  Elles  sont  de  plus  tangentes  le  long  de  cette  généra- 
trice. En  effet,  soient  A  la  génératrice  commune  à  l'instant  i,  A' la 
génératrice  de  S  infiniment  voisine  de  A  qui  coïncide  à  l'instant 
t-\-dt  avec  la  génératrice  A^  de- S,  infiniment  voisine  de  A,  M  un 
point  quelconque  de  A  et  P  un  point  de  A'  infiniment  voisin  de 
M;  le  plan  tangent  en  M  à  S  diffère  infiniment  peu  du  plan  AP. 
Désignons  par  P,  le  point  de  A,  qui  coïncide  avec  P  à  l'instant 
t  +  dt;  le  plan  tangent  en  M  à  S,  diffère  infiniment  peu  du  plan 
AP,  {fig.  48  bis).  Or  on  amène  le  point  P  à  coïncider  avec  P|  par 


une  translation  PP'  parallèle  à  A  (glissement)  suivie  d'une  rota^ 
tioo  infiniment  petite  autour  de  A;  par  siiite,  on  fait  coïncider  le 
plan  AP  avec  le  plan  AP,  par  une  rotation  infiniment  petite  autour 
de  A.  Les  plans  tangents  en  M  aux  deux  surfaces  sont  donc  les 
mêmes,  car  ils  diffèrent  infiniment  peu  des  plans  AP  et  AP|,  qui 
diffèrent  Infiniment  peu  l'un  de  l'autre. 

On  peut  donc  se  représenter  le  mouvement  général  d'un  solide 
de  la  façon  suivante,  qui  a  été  indiquée  par  Poncelet  : 

Une  surface  réglée  liée  au  solide  se  meut  sur  une  sur/ace 
réglée  fixe  à  laquelle  elle  est  tangente  suivant  une  génératrice 
et  sur  laquelle  elle  roule  en  glissant  le  long  de  eette  généra- 
trice. 

Examinons  quelques  cas  particuliers  de  ces  lliéorèmes. 

33.  Le  corps  solide  a  un  point  fixe.  —  On  peut  prendre  ce  point  fixe 
pour  origine  0  îles  axes  fixes  et  des  axa  riiobilcs.   La  vitesse   du  poiut  O 
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litaiit  nulle,  les  vitesses  des  différents  points  du  corps  sont  les  mômes  qui; 
si  le  corps  tournait  autour  d'un  axe  passant  par  le  point  fixe  {Eulei-}  : 
cet  ase  se  nomme  axe  instantané  de  rotation;  l'ase  du  mouvemciu 
hélicoïdal  coïncide  avec  lui,  mais  le  glissement  du  mouvement  hélicoïdal 
est  nul;  la  rotation  instantanée  seule  subsiste.  Le  mouvement  fini  du  corps 
s'obtient  en  faisant  rouler  le  cône  C  de  sommet  O,  lieu  des  ases  instan- 
tanés dans  ie  corps,  sur  le  c6ne  G,  de  même  sommet,  lieu  des  axes  instan- 
tanés dans  l'espace. 

Les  points  du  corps  situés  sur  une  sphère  de  centre  0  forment  u(\c. 
figure  sphérique  de  forme  invariable  mobile  sur  cette  sphère.  Les  cônes  C 
L't  Gi  de  sommet  0  coupent  cette  sphère  suivant  deux  courbes  c  et  Ci,  la 
première  c  invariablement  liée  à  la  figure  sphérique  mobile,  l'autre  Ci  (i^e 
sur  la  sphère.  Le  mouvement  de  la  figure  sphérique  s'obtiendra  en  faisant 
rouler  la  courbe  c  liée  à  cette  figure  sur  la  courbe  fixe  Cj. 

5J.  h»  corps  se  déplace  parallèlemeut  à  un  plan  Gxe.  —  Les  vitesses 

lies  différents  points  du  coips  sont  alois  paiallèles  a  un  plan  fixe  H  :  ou 
peut  considérer  ce  cas  comme  limite  du  piecedent  lorsque  le  point  fixe  O 
s'éloigne  indéfiniment  dans  une  diiection  perpendiculaire  au  pian  n.  L'ne 
sphère  de  centre  0  passant  par  un  point  déterminé  du  corps  se  réduit  alors 
à  un  plan  parallèle  au  plan  II  ou,  si  l'on  veut,  à  ce  plan  lui-même  ;  tous 
les  points  du  corps  situés  à  un  certain  instant  dans  ce  plan  y  restent  indé- 
finiment et  forment  une  figure  plane  de  forme  invariable  mobile  sur  un 
plan  fixe.  Le  mouvement  hélicoïdal  instantané  se  réduit  encore  à  une  rota- 
tion dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  n.  Le  lieu  des  axes  instantanés 
de  rotation  dans  le  corps  est  un  cylindre  G,  dans  l'espace  un  cyUndre  Ci 
de  génératrices  perpendiculaires  au  plan  II;  le  mouvement  fini  s'obtient 
en  faisant  rouler  sans  glissement  le  cylindre  G  sur  Ci.  Les  points  du  corps 
situés  dans  le  plan  n  forment  une  figure  plane  invariable  dont  le  mouve- 
ment fait  évidemment  connaître  celui  du  corps  entier;  ce  mouvement 
^'obtient  par  le  roulement  de  la  section  droite  c  du  cylindre  C  par  le  plan  II 
sur  la  section  droite  Ci  du  cylindre  Ci  par  ce  même  plan. 

Y>6.  Roulement  et  piToteœent  d'une  surface  mobile  sur  une  surface 
fixe.  —  Imaginons  un  corps  solide  mobile  terminé  par  une  surface  rigide  S 
assujettie  à  rester  en  contact  avec  une  surface  fixe  Sj.  A  chaque  instant  (, 
un  certain  point  A  de  la  surface  mobile  S  se  trouve  en  contact  avec  un 
point  Al  de  la  surface  lise  Sj.  Si,  à  l'instant  t,  la  vitesse  Vq  du  point  A 
de  S  qui  se  trouve  au  contact  n'est  pas  nulle,  cette  vitesse  est  située  dans 
le  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  au  point  de  contact  :  en  effet, 
soient  B  le  point  de  contact  à  l'instant  t  -i-  dl,  A'  la  nouvelle  position  de  A  ; 
les  vecteurs  BAi  et  BA'  étant  dans  le  plan  tangent  commun  en  B  aux  deux 
surfaces,  il  en  est  de  même  du  vecteur  Ai  A'  qui  est  le  déplacement  absolu 
de  A.  Les  vitesses  des  différents  points  du  corps  soliiJe  mobile  sont  les  mêmes 
que  si  cG  corps  était  animé  d'une  translation  de  vitesse  Vo  et  d'une  rotation 
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CHAPITRE    11.    —    CIVEMATIQDE.  b;) 

A  u)  autour  d'un  ase  passant  par  A.  On  dit  que  la  surface  S  roule  et  pivote 
.sur  Sj  quand,  à  chaque  instant  t,  la  vitesse  du  point  A  qui  est  au  contact 
est  nulle.  Dans  ce  cas,  Vo  étant  nul,  les  vitesses  des  points  du  solide  mobile 
sont  à  chaque  instant  les  mêmes  que  si  le  coi-ps  était  animé  d'une  rotation 
Âtu  autour  d'un  axe  passant  par  A  :  l'a: 


;  instantané  de  rotation  et  de 


Fig.  -ÎO- 


fçlissement  passe  donc  par  A,  et  le  glissement  est  nul.  Le  lieu  de  Ao)  dans 
le  corps  S  est  une  surface  réglée  2,  dans  l'espace  absolu,  une  sjirfaee  ré- 
glée Si;  le  mouvement  s'obtient  en  faisant  rouler  S  sur  1,.  Le  lieu  du 
point  A  sur  S  est  une  courbe  G,  intersection  de  S  avec  S;  le  heu  du  point  A  i 
sur  Si,  une  courbe  Ci  intersection  de  S,  avec  Si  ;  ces  deux  courbes  rou- 
lent aussi  l'une  sur  l'autre. 

La  rotation  instantanée  Au  peut  être  décomposée  en  deux;  l'une  Aioh 
normale  aux  deux  surfaces  qu'on  appelle  la  vitesse  angulaire  de  pivote- 
ment, l'autre  Aïoi  située  dans  le  plan  tangent  qui  est  la  vitesse  de  roule- 
ment. Lorsque  le  mouvement  est  tel  que  la  vitesse  de  pivotement  id„  cr 
constamment  nulle,  le  mouvement  de  S  sur  Si  est  un  roulement. 


IV. 


ACCÉLÉRATIONS.   THEOREME    DE    CORIOLIS. 


56.  Distribution  des  accélérations  dans  un  solide  en  mouve- 
ment. —  Dans  Je  cas  général,  tes  projections  de  la  vitesse  à\m 
point  M  du  corps  s\ir  les  axes  fixes  ic,,_fi ,  3,  étant 


'■ij-i  < 


où  a,  b,  c  désignent  les  quantités  VJ,  —  qxZ»  +  ''i>'o.  elc...  , 
obtient  les  projections  de  l'accélération  de  ce  point  en  différ 
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ilanL  ces  formule; 


rll  '^'^'   ,it  "    ' 


ou,  en  remplaçant  les  dérivc^cs  premières-^  par 
rédtiisanl  et  faisant  p,  +  q'^ -V-  r"^  =  tj^, 


^qiC~i;b-i-p,(p,a 


En  permutant  les  letlvt: 


d'y. 


'--■,  c'est-à-ilir 


ni  aura  de  même  les  expressions 
s  projections  de  l'accélération  sur 


i  fixes. 


57.  Accélération  dans  le  mouvement  relatif.  Théorème  de  Go- 
riolîs.  —  Nous  avons  donné  précédemment  (n"  43)  un  théorème 
d'une  grande  importance  liant  l'une  à  l'auli-e  la  vitesse  aljsolue 
d"un  mobile  el  sa  vitesse  relative  par  rapport  à  un  système  (S) 
animé  d'un  mouvement  connu. 

Nous  nous  proposons  d'exposer  un  théorème  du  même  genre, 
liant  l'ime  à  l'autre  l'accélération  absolue  et  l'accélération  relative. 
Nous  allons  employer  une  métliode  analytique  qui  donne  aussi  le 
théorème  sur  les  vitesses  précédemment  démontré  par  la  Géomé- 
trie (n"  •43). 

Pour  définir  le  mouvement  du  système  de  comparaison  (S)  par 
rapport  auquel  on  étudie  le  mouvement  relatif,  nous  supposerons 
trois  axes  mobiles  0:cy^  invariablement  liés  à  (S),  et  nous  défi- 
nirons leur  mouvement  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  n"  49. 
Soit  M  le  point  mobile  :  comme  il  se  déplace  à  la  fois  dans  le 
s;ystème  (S)  et  dans  l'espace  absolu,  ses  coordonnées  par  rapport 
aux  axes  mobiles  x.y,:^  seront  des  fonctions  du  temps,  ainsi  que 
ses  coordonnées  absolues  Xi,yi,  5|.  Ces  coordonnées  sont  lices 
par  les 'formules 

ixi^x^^ax  -,-  «ij  -,-  i^z  , 

(  3,  =3o-t--;37-!--;ij'-i-Yi3. 


y  Google 


CHAPITRE    II.    —    CINEMATIQUE. 

Le  point  mobile  M  s  une  vitesse  et  une  aocéléraiîon  absolu 
ayant  pour  projections  sur  les  axes  fixes 


di  '       dl  ' 


ant  pour  projec- 


dx  dy  dz 
rf?  '  ~dt'  dV 
d'-r       d^y       d^z 


''  dt    ' 

•k.  ■ 


R^^e.^-^-3 


yGoosle 


(ssi  une  vitesse  et  une   accéléralion  d'e 
r  projections  sur  ]es  axes  fixes 


^    ''  \   dt  dt      ■'^  dt  dt  ' 

\   ~dt       ^  dt      ■^  ~dt       "  ~di' 

id^x„  d^a  d'à,    ^    ,rf^a; 

do    '^  ^  dt^  "^  ■''  dt^    '^  ^  dt^  ' 
d\n  tf'P  rf'gi         rf'p, 

d(i   "^^  rf;i  '^y  df-  '^^  dn' 

formules  obtenues  en  regardant  x^  y,  z  comme  constantes,  rar 
on  appelle  vitesse  et  accélération  d' entraînement  du  point  M  la 
vitesse  et  l'accélération  qu'aurait  ce  point  s'il  était  invariable- 
ment lié  aux  axes  mobiles. 

La  difierentiation  des  formules  (i)  donne 


d^x  d^y  d^z\ 


(■>-) 


1     at'        \     at'  ai^  ai'  / 

'  /rfï37„  d-'a  d^a,  d'-^i\ 

j  '^['dp'^^  di  '^y  dt^  ^^  dr-J 

\  I da.  dx        dai  df  _^  dnî  dz\ 

'  ~^'^\dt~di        'dt'di    '    ~dïdt)' 

t  deux  formules   analogiies  pour  les   dérivées    secondes    de  y, 


et  S|. 


Pour  interpréter  ces  équations,  considérons  le  vecteur  J'  ayant 
pour  origine  le  point  M  et  pour  projections  sur  les  axes  fixes  les 
quantités 

;     ,    __      / da  dx       da.\  dy       di^  ds'\ 


(J') 


dt  dt^ 

Itdi^' 

dt 

*;■ 

■d^ 

dx 

di-^ 

d^ydy   . 
dt  dt  "^ 

* 
"di 

d^\ 

TTt)- 

;î 

dx 
'di^ 

dt   dt 

-S 

dt) 
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<5i[iTatlons  (a)  expriment  que  la  projection  de  Ja  sur  cliaenn  des 
Irois  axes  fixes  esl  égale  à  la  somme  des  projeciions  de  Jr,  Je  «'1  J' 
sur  le  même  aïe,  c'esl-à-dire  que,  dans  l'espace,  le  vecteur  J„  esl 
la  somme  géométrique  de  J^,  Jg  et  J'. 

V accélération,  absolue  est  donc  la  résultante  de  l'accéléra- 
tion relative,  de  l'accélération  d' entraînement  et  de  l'accélé- 
ration complémentaire. 

11  reste  à  trouver  une  interprétation  simple  de  J'  ;  pour  cela, 
cherchons  les  projections  de  J'  sur  les  axes  mobiles  J^,  J^.,  J^. 
On  a  évidemment 

Le  sjslùme  de  comparaison  (S),  par  rapport  auquel  on  étudie 
le  mouvement  relatif,  constitue  un  corps  solide  ou  système  inva- 
riable en  mouvement.  En  appliquant  à  ce  système  les  résultats  de 
l'étude  faite  précédemment,  nous  savons  que  les  vitesses  des  dif- 
férents points  de  ce  système  invariable  sont,  à  l'instant  considéré, 
les  mêmes  que  si  le  corps  était  animé  d'une  certaine  translation 
et  d'une  rotation  instantanée  w  ayant  pour  projections  sur  les  axes 
mobiles jo,  q,  r,  avec 

"^  '    ^  'dt        '  ~dï  ~^  ''  dt  '    ~  Y'^Tn.    '   ''^'dt  ~  "'''dt  ) 
Ces  formules  étant  rappelées,  on  trouve  immédiatement 

Si  donc  on  considère  le  point  V^  {fig-  5o)  ayant  pour  coordon- 
nées par  rapport  aux  axes  mobiles  -^i  ^i  -j-.  c'est-à-dire  l'ex- 
trémité du  vecteur  OVJ.  d'origine  O  égal  et  parallèle  à  la  vitesse 
relative  Vr,  les'projections  de  J'  sur  les  axes  x,y.,z  sont  égales  aux 
doubles  des  projections  de  la  vitesse  que  prendrait  ce  point  VJ.  si 
l'angle  wOVJ.,  supposé  invariable,  tournait  autour  de  l'axe  Ooj 
supposé  fisc,  avec  la  vitesse  angulaire  w.  Le  vecteur  J'  est  doni^ 
en  grandeur,  direction  et  sens,  égal  au  double  de  cette  vitesse, 
c'est-à-dire  au  double  du  moment  de  w  par  rapport  au  point  V^; 
il  est  appliqué  au  point  M.  On  petit,  en  détaillant,  le  définir 
comme  il  suit  :  le  vecteur  J'  est  perpendiculaire  au  plan  wOV^  de 
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i  ase  insEaiilané  eL  de  la  vitesse  relaùve;  il  a  pour  grandeur  lo 
double  du  produit  de  w  par  la  dislauce  du  point  V^  à  l'axe  0(o, 
c'est-à-dire  5uVrsin(ci), Vr) ;  enfin  il  est  dirigé  par  rapport  au 
plan  (qOVJ,  du  coté  où  la  rotation  instantanée  w  tendrait  à  en- 
traîner l'extrémité  VJ,  d'une  parallèle  OV).  à  la  vitesse  relaUvc. 
En  résumé,  on  a 

(Va)  =  (V,)  +  (V,),  (J„)  =  (h-)  -^  (h)  -t-  (J'). 

Ce  vecteur  J'  est  nul  si  l'un  des  trois  facteurs  M,Yr,  sin((o,V,-) 
est  nul.  Le  cas  le  plus  important  est  le  suivant. 

tiS.  Mouvement  de  translation  des  axes  mobiles.  Composition 
des  mouvements.  —  Si  lo  est  constamment  nul,  la  rotation 
instantanée  est  toujours  nulle.  Pour  qu'il  en  soil  ainsi,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  axes  mobiles  aient  un  mouvement  de  translation  ; 
l'accélération  absolue  J„  est  alors  la  résultante  de  l'accélération 
relative  3^  et  de  l'accélération  d'entraînement  Jg. 

Ce  cas  particulier  du  mouvement  relatif  porte  le  nom  de  com- 
position des  mouvements.  Pour  définir  le  mouvement  de  transla- 
tion des  axes  mobiles,  qu'on  peut  alors  supposer  parallèles  aux 
axes  fixes  (_^^.  5 1),  il  suffit  évidemment  de  définir  le  mouvement  d'un 


point  O  du  sj-stème  de  comparaison,  ce  qu'on  peut  faire  eu  don- 
nant la  variation  du  vecteur  0,0  en  fonction  du  temps;  lo 
mouvement  relatif  de  M  est  défini  de  même  par  la  variation  du 
vecteur  CM.  Le  mouvement  absolu  de  M,  défiai  par  la  variation 
du  vecteur  résultant  O,  M,  s'appelle  mouvement  résultant  des 
deux  premiers;  d'après  ce  qui  précède,  la  vitesse  et  l'accéléra- 
tion de  ce  mouvement  sont  les  sommes  géométriques  des  vitesses 
et  des  accélérations  des  deux  mouvements  composants. 
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EXERCICES. 

!.  Hodogi-aphe.  —  Un  point  M  étant  en  mouvement,  on  mène 
liïe  O  un  vecteur  OM'  égal  et  parallèle  à  la  ïitesse  MV  du  point  à  1 
lieu  de  ce  point  M'  est  une  courbe  appelée  hodographe.  La  vitess 
est  égale  et  parallèle  à  l'accélération  du  point  M. 

2.  Déterminer  la  trajectoire  d'un  mobile  sachant  qu'elle  est  pli 
composantes  tangentietles  et  normales  de  l'accélération  i 

Bépoiise.  —  En  comptant  le  temps  t  à  partir  d'un  insi 
de  trajectoire  s  i  partir  d'une  origine  convenable,  on  trc 


s  —  at', 
:ourburc,  a  \ 


rsie  logarithmique 


H.  Un  mouvement  qui  a  lieu  dans  un  plan  est  défini  par  deux  éq 
connaître  les  coordonnées  polaires  du  mobile  ;■  et  fl  en  fonction 
ijemandc  de  calculer  soit  directement,  soit  comme  application  d 
mouvement  relatif,  les  composantes  de  ta  vitesse  et  de  l'accéléra 
rayon  vecteur  et  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur'. 

Réponse.  —  Composantes  de  la  vitesse 

dr  db 


'{dl}'     r  dcV    dtj 


iivec  une  vitesse  de  grandeur  constante  a.  Exprimer  les  coordonnées  du  mobile 
en  fonction  du  temps  et  calculer  l'accélération.  (Cet  exercice  exige  la  connais- 

Réponse.  —  Soit  s  l'arc  de  courbe  compté  à  partir   du    point  où  (i      v.   On 


le  module  des  fonctions  elliptiques  étant  — 
en  fonction  de  temps. 
5.  Démontrer  que,  dans  un  corps  solide  e 


.  Le  li 


I  des  points  du  corps  dont  les  points  ont  des  vitesses 
t  donné  est  «ne  cubique  sauelie  ; 
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6.  Le  lieu  des  divections  de  ces  vitesses,  un  cône  du  second  degré; 
c.  Le  lieu  des  points  dont  la  vitesse  a  la  même  grandeur,  un  cylindre  de  révo- 
lution autour  de  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  (Chasles}. 

6.  Dans  tin  corp9  solide  en  mouvement,  les  plans  normaux  aux  trajectoires  des 
points  du  corps  situés  dans  un  mËme  plan  passent  par  un  même  point;  les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  points  situés  sur  une  droite  D  passent  par  une 
droite  4;  les  plans  normaux  aux  trajecLoires  des  points  d'une  surface  d'ordre  iit 
enveloppent  une  surface  de  classe  m  (Chasles).  (Ces  propriétés  résultent  immé- 
diatement des  propriétés  des  plans  et  de  leurs  foyers,  indiquées  dans  le  n"  12.) 

7.  Les  plans  normaux  suit  trajectoires  de  deux  points  quelconques  a  et  è  du 
corps  rencontrent  l'axe  D  de  rotation  et  de  glissement  en  deux  points  a,  p,  qui 
sont  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  n  et  6  sur  lui.  De  sorte 

a^  =  alicoi{ab,T>)  (Cuaslee). 

S.  Si  l'on  considère  les  vitesses  que  possèdent  au  même  instant  les  différent- 
points  d'un  solide  comme  des  droites  indéfinies,  ces  vitesses  forment  un  com- 
plexe du  second  ordre  dont  les  coniques  sont  des  paraboles  (exercice  identique 
à  l'exercice  8,  page  4o)- 

0.  Dans  un  corps  solide  en  mouvement,  on  projette  à  un  instant  t  les  vitesses 
des  différents  points  du  système  sur  un  plan  i:  perpendiculaire  à  l'axe  central; 
démontrer  que  ces  projections  sont  perpendiculaires  aux  droites  joignant  les  pro- 
jections des  points  sur  le  même  plan  au  pied  de  l'axe  sur  ce  plan. 

10.  Construction  de  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement  d'après 
Poncelet.  —  On  mène  par  un  point  arbitraire  O  de  l'espace  trois  vecteurs  OV, 
OV,  OV"  égaux  aux  vitesses  de  trois  points  M,  M',  M"  du  corps;  l'axe  instantané 
est  perpendiculaire  au  plan  t:  des  trois  points  V,  V,  V.  Projetons  sur  ce  plan  deux 
des  points  M  et  M' en  m  et  m' et  leurs  vitesses  en  mv  et  m'y';  les  perpendiculaires 
élevées  en  m  et  m'  ù  mv  et  "mV  se  coupent  au  pied  de  l'axe  sur  le  plan  x.  L'axe 
est  donc  déterminé. 

11.  Un  corps  solide  est  mobile  autour  d'un  point  fixe  0.  Démontrer  que,  si 
l'axe  instantané  de  rotation  est  fixe  dans  le  corps,  il  est  aussi  fixe  dans  i'espace, 
et  que  le  mouvement  du  corps  se  réduit  à  une  rotation  autouv  d'un  axe  fixe. 

Réciproquement,  si  l'axe  instantané  est  fixe  dans  l'espace,  il  est  aussi  fixe  dans 

12.  On  considère  une  courbe  gauche  rapportée  à  des  axes  fixes  O,  a^,^,  c,  et  sur 
celte  courbe  on  point  mobile  O  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions  données  de 
l'arc  s.  On  suppose  que  le  mouvement  du  point  O  est  dérmi  par  l'équation  s=.t, 
et  l'on  considère  le  Irièdre  trirectangle  Oa^^'^  formé  par  la  tangente  Oj:  dans  le 
sens  du  mouvement,  la  normale  principale  0/  dans  le  sens  du  rayon  de  cour- 
bure principal  p,  et  la  binormalc  Os. 

a.   Trouver  les  composantes  p,  q,  r  de  la  rotation  instantanée  du  trièdrc  mobile 

Iléponse.  "-    p  :^—  -,         g  =  o,         j-=^-(t  rayon  de  torsion). 
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m.  Diimontrer,  en  vertu  de  la  propriété  piécédenlc,  que  si  ^  =  const.,  lii 
courbe  est  une  hélice   tracée  sur  un  cylindre  quelconque  (Bebirand). 

(On  considère  uu  trièdre  auiiliaire  O.a^'y^' ayant  son  origine  fixe  et  ses  arétca 
parallèles  aux  axes  mobiles  Oxyî.  Si  -  =  const-,  l'axe  instantané  de  rotation  de 
ce  nouveau  trièdre  estjîme  dans  le  ti-iédre,  par  conséquent  fixe  dans  l'espace 
(exercice  11),  et  la  tangente  Ox  à  la  courbe  fait  avec  la  direction  de  cet  as.c 
fixe  un  angle  constant). 

14.  Une  droite  AB  de  l'espace  est  invariablement  liée  â  un  axe  fixe  Oz,  autour 
duquel  elle  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  u.  Un  corps  solide  G, 
invariablement  lié  à  la  droite  AB,  tourne  autour  de  cette  droite  avec  la  même 
vitesse  angulaire  relative  u. 

Trouver,  pour  ce  corps  solide  C,  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement, 
la  surface  réglée  fixe  S,  et  la  surface  réglée  mobile  S. 

15.  On  fait  rouler  un  cylindre  de  révolution  (C)  dans  un  cylindre  de  révolu- 
tion (C)  de  rayon  double,  en  le  faisant  glisser  en  même  temps  parallèlement 
BUS  génératrices,  de  telle  façon  qu'un  point  du  cylindre  (C)  décrive  une  droite 
lixe  rencontrant  nécessairement  l'axe  du  cylindre  (C). 

Démontrer  que,  dans  ce  mouvement,  tous  les  points  du  solide  mobile  décrivent 
des  ellipses. 

Ce  mouvement  est,  en  excluant  le  cas  d'un  déplacement  parallèle  à  un  plan 
fixe,  le  seul  dans  lequel  tous  les  points  de  la  figure  mobile  puissent  décrire  des 
courbes  planes.  (Voir  DAnnoux,  Comptes  rendus,  t.  XCII ,  ou  Annales  de 
l'École  Normale,  1890.) 

16.  Démontrer  que  l'on  peut  obtenir  le  déplacement  continu  d'un  corps  solide 
par  ie  procédé  suivant,  imaginé  par  Poinsot.  Un  cùne  C  de  forme  invariable,  lié 
au  corps  solide,  roule,  sans  glisser,  sur  un  cdne  C,  de  forme  invariable,  animé 
d'un  mouvement  de  translation. 

(La  démonstration  se  fera  facilement  en  prenant  un  point  fixe  quelconque  O 
dans  le  corps  solide  et  étudiant  le  mouvement  relatif  du  corps  par  rapport  à  des 
axes  Ox'ys'  de  directions  fixes  menés  par  O.  ) 

17.  Le  lieu  des  axes  de  courbure  des  trajectoires  des  différents  points  d'une 
droite  le  long  de  Cette  droite  est  unhyperbololde;  le  lieu  des  centres  des  sphères 
osculatrices  est  une  cubique  gauche  (Mankheim). 

18.  Sur  le  théorème  de  Coriolis.  —  Si  la  rotation  instantanée  u  du  système  de 
comparaison  est  la  résultante  de  deux  rotations  «•'  et  u",  l'accélération  complé- 
mentaire J'  est  la  résultante  des  deux  accélérations  complémentaires  qui  seraient 
dues  aux  rotations  composantes  u'  et  u". 

Si  la  vitesse  relative  V^  est  la  résultante  de  deux  vitesses  relatives  Vî-  et  V", 
l'accélération  coin ptémenta ire  5'  est  la  résultante  des  deux  accélérations  complé- 
seraient  dues  aux  vitesses  composantes  V^.  et  V°  (Besal). 
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CHAPITRE  m. 

PRINCIPES  DE  U  MÉCANIQUE  :  FORCES,  MASSES. 


59.  La  Mécanique  repose  sur  \m  petit  nombre  de  principes 
qu'il  est  impossible  de  vérifier  directement  et  auxquels  oû  a  été 
conduitpariine  longue  suite  d'inductions  :  les  conséquences  qu'on 
en  déduit  sont  vérifiées  par  l'observation.  La  première  idée  de  ces 
principes  remonte  à  Galilée  qui,  dans  l'étude  des  lois  de  la  chute 
des  corps  (plan  incliné,  pendule,  moTivetnent  parabolique),  a  in- 
troduit les  notions  d'inertie,  d'accélération,  de  composition  des 
mouvements.  Huygens  fut  le  continuateur  de  Galilée  dans  la 
théorie  du  mouvement  d'un  point  :  il  étudia  le  premier  le  mouve- 
ment d'un  système  matériel.  Enfin  Newton  étendit  le  champ  de  Ja 
Mécanique  par  la  découverte  de  la  loi  d'altraclîon  universelle  ;  il 
formula  explicitement  les  principes  en  trois  propositions  qui  per- 
lent actuellement  les  noms  de  principe  de  l'inertie,  principe, 
des  mouvements  relatifs,  principe  de  l'égalité  de  l'action  et 
de  la  réaction. 

I.  —  PRINCIPES. 

60.  Point  matériel.  —  Afin  de  commencer  par  le  problème  le 
plus  simple,  on  étudie  d'abord  le  mouvement  d'une  portion  de 
matière  assez,  petite  pour  qu'on  puisse,  sans  erreur  sensible,  dé- 
terminer sa  position  comme  celle  d'un  point  géométrique.  Une 
telle  portion  de  matière  s'appelle  un  point  matériel.  On  consi- 
dère ensuite  les  corps  comme  formés  par  la  réunion  d'un  très 
grand  nombre  de  points  matériels. 

61.  Principe  de  l'inertie.  —  Ce  principe  comprend  deux  par- 
lies  :  i"  Quand  un  point  matériel  est  en  repos  dans  l'espace,  si 
aucune  action  extérieure  ne  s'exerce  sur  lui,  il  reste  en  repos; 
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•>°  Quand  un  point  matériel  est  en  mouvement  dans  Pespace, 
si  aucune  action  extérieure  ne  s'exerce  sur  lui,  son  mouve- 
ment est  rectiligne  et  uniforme. 

Cerlains  faits  semblenl  en  contradiction  avec  la  seconde  partie 
(Itt  principe  précédent.  Ainsi,  qnand  on  lance  une  bille  sur  une 
surface  plane  horizontale,  on  voit  la  bille  décrire  iine  ligne  droile  ; 
mais,  quoique  l'action  qui  a  produit  le  mouvement  ne  s'exerce  plus 
sur  le  corps,  la  vitesse  diminue  graduellement  et  finit  même  par 
s'annuler.  Cette  diminution  provient  de  ce  que  le  fait  setil  du 
mouvement  fait  naître  d'autres  actions  qui  s  exercent  sur  la  bille, 
le  frottement  et  la  résistance  de  l'air. 

62.  Forces.  —  Il  résulte  de  ce  principe  que,  si  un  point  maté- 
riel d'abord  en  repos  se  met  en  mouvement,  ou,  plus  générale- 
ment, si  un  point  matériel  en  mouvement  n'est  pas  animé  d'un 


mouvement  rectiligne  et  uni 


point  s'exercent  sur  lui.  On  donne  le  nom  de  forces  à  ces  a 


tions  qui  produisent  ou  modi 
riel,  et  l'on  dit  que  le  point 
que  des  forces  lui  sont  appli 


forme,  certaines  actions  extéri 


lifient  le  mouvement  d'un  point  n 
t  est  sollicité  par  des  forces  ou  encore 
iliquées  :  le  point  matériel  est  alors  le, 
point  d'application  des  forces. 

Une  force  qui  s'exerce  sur  un  point  matériel  en  repos  et  com- 
plètement libre  le  met  en  mouvement  et,  par  suite,  lui  fait  acqué- 
rir une  vitesse  finie  au  bout  d'un  certain  temps,  après  lui  avoir  fait 
prendre,  conformément  à  la  loi  de  continuité,  toutes  les  vitesses 
intermédiaires.  Nous  regarderons  comme  évident  ce  fait  que  îe 
mouvement,  communiqué  par  une  force  à  un  point  matériel  en 
repos,  présente  les  mêmes  circonstances  que  les  mouvements  étu- 
diés en  Cinématique,  à  partir  d'un  instant  oà  la  vitesse  est 
nulle.  Sous  l'action  de  la  force,  le  mobile,  partant  du  repos  en 
Mo,  décrira  une  certaine  trajectoire  :  la  vitesse  initiale  du  mobile 
Vo  sera  nulle,  l'accélération  initiale  M(J„  sera  dirigée  suivant  la 
tangente,  dans  le  sens  du  mouvement,  car  la  composante  normale 
de  l'accélération  est  nulle  au  début  avec  Vo.  Le  premier  effet  de 
la  force  sur  le  point  sera  donc  de  lui  imprimer  une  certaine  accé- 
lération initiale  Jo. 

63.  Principe  des  mouvements  relatifs  et  de  l'indépendance  des 
effets  des  forces-  —  Quand,  sous  ('action  de  certaines  forces. 
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un  système  de  points  matériels  indépendants  les  uns  des  autres 
ont  un  mouvement  commun  de  translation  dans  l'espace,  si 
une  force  nouvelle  agit  sur  l'un  des  points,  le  mouvement  re- 
latif que  prend  ce  point  dans  le  système  est  indépendant  du 
mouvement  général  de  translation  du  système,  c'est-à-dire  est 
le  même  que  si  le  système  était  au  repos. 

De  ce  principe  on  déduil  le  résultat  suivant.  Soit  un  système 
(le  points  M,  A,  B,  C,  .  . .,  animés  d'un  mouvement  de  translation 


commun  dans  lequel  la  vitesse  et  l'accélération  d'entraînement 
sont,  à  un  instant  t,Ye  et  J^;  si  une  force  noiivelle  agit  pendant  le 
temps  t—~t„  sur  l'un  des  points,  M,  par  exemple,  elle  lui  imprime 
à  l'instant  t,  par  rapport  au  système,  une  certaine  vitesse  et  une 
certaine  accélération  relatives  Vr  et  J^  qui  sont  égales  à  celles  que 
prendrait,  à  l'instant  t,  le  même  point  M  s'il  était  parti  du  repos 
à  l'instant  î,,  sous  l'action  de  la  même  force.  La  vitesse  et  l'accé- 
lération absoluesVfl  et  J„  du  point  M  au  temps  t  seront  donc  don- 
nées par  les  formules 

(V«)  =  (V,.)  +  (V,),        (J„)=.(J,,-(J,) 

esprimaut  des  égalités  géométriques. 


6i.  Conséquences  du  deuxième  principe.  —  Composition  des 

accélérations.  —  Si  les  points  M,  A,  B,  G,  . . .  ont  été  lancés  avec 
des  vitesses  Vo  égales,  parallèles  et  de  même  sens,  et  ne  sont  soumis 
à  l'action  d'aucune  force,  le  mouvement  de  translation  est  recti- 
ligne  et  uniforme;  la  vitesse  d'enlrainemenl  Ve  estVo,  l'accéléra- 
tion d'entraînement  Jg  est  nulle.  L'accélération  absolue  qu'im- 
prime une  force  au  point  M  en  un  certain  intervalle  de  temps  est 
alors  égale  à  l'accélération    relative  qu'elle  lui  imprime,  c'est- 
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CHAP.     ni.    PRINCIPES    DE    LA    MECANIQUE    :    FOBCE,    UA3SE.         8l 

à-dire  à  l'accélcratioii  qu'elle  lui  imprimerait  dans  le  même  inter- 
valle de  temps  s'il  partait  du  repos.  Cette  accélération  est  donc 
indépendante  de  la  vitesse  V„  avec  laquelle  le  point  a  été 
lancé. 

Plus  généralement,  imaginons  qu'une  force  agissant  sur  un 
point  matériel  partant  du  repos,  pendant  un  certain  temps  t  —  tt,, 
lui  imprime  une  vitesse  V  et  une  accélération  J;  qu'une  deuxième 
force,  dans  une  deuxième  expérience,  agissant  sur  le  même  point 
parlant  du  repos,  lui  imprime,  dans  le  temps  (  —  (o,  ime  vitesse  V 
et  une  accélération  J'.  Si  les  deux  forces  agissent  simultanément 
sur  le  point  partant  du  repos,  elles  lui  impriment,  dans  le  même 
temps  t  —  t^,  une  vitesse  égale  à  la  somme  géométrique  (V)  -+-  (  V) 
et  une  accélération  égale  à  (J)  +  ( J').  En  effet,  prenons  un  sys- 
tème de  points  identiques  M,  A,  B,  C,  . . .  partant  du  repos  et 
faisons  agir  sur  tous  la  première  force  à  partir  de  l'instant  t„  ;  les 
points  prendront  un  mouvement  de  translation  commun  dont 
la  vitesse  et  l'accélération  au  temps  t  seront  V  et  J,  par  hypo- 
thèse. Si  maintenant,  aii  début  de  ce  mouvement,  (  =  ^o,  on  fait 
agir  sur  M  la  deuxième  force  (ce  qui  revient  à  faire  agir  sur  lui 
les  deux  forces  en  même  temps),  le  mouvement  relatif  que  prend  M 
est  le  même  que  si  M  partait  du  repos  et,  au  temps  t,  sa  vitesse 
et  son  accélération  relatives  sont  V  et  J';  sa  vitesse  et  son  accé- 
lération absolues  sont  donc  (V)  +  (V)  et  (J)  -h  (J'). 

Si  le  point  M  était  soumis  simultanément  à  l'action  des  deux 
forces,  mais  était  animé  d'une  vitesse  initiale  Vo,  sa  vitesse  au 
temps  (  serait  (V<|)  +  (V)  4-(V'),  mais,  d'après  le  premier  cas 
particulier  examiné  ci-dessus,  son  accélération  serait  la  même 
que  s'il  partait  du  repos  (J)  -|-  (JQ. 

Les  mêmes  théorèmes  ont  lieu  pour  trois  ou  un  nombre  quel- 
conque de  forces,  comme  on  le  prouve  de  proche  en  proche  en 
montrant  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  n  forces,  il  l'est  pour 
«  +  I .  Pour  cela,  on  reprend  le  raisonnement  précédent  en  faisant 
agir  n  forces  sur  tous  les  points  M,  A,B,  C,  .  . .,  puis  en  ajoutant 
une  nouvelle  force  sur  le  point  M. 

65.  Notion  générale  de  la  résultante.  —  On  appelle  résul 
tante  de  plusieurs  forces  appliquées  à  un  point  une  force  unique 
capable  d'imprimer  au  point  partant  dureposle  même  mouvement 
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que  les  forces  considérées  ag^issanl  simulianément.  Cette  force 
unique,  dont  on  admet  l'existence,  produira  aussi  le  même  mou- 
vemenl  que  toutes  les  autres  réunies  quand  le  poinl  sera  animé 
d'une  vitesse  initiale,  ou  sollicité  déjà  par  d'autres  forces. 

D'après  ce  qui  précède,  la  résultante  de  plusieurs  forces  im- 
prime à  un  poinl  matériel  en  un  temps  quelconque  i —  (o  ï"*e 
accélération  égale  à  la  somme  géométrique  des  accélérations 
que  chaque  force  séparément  imprimerait  au  mobile  dans  le 
même  temps  t  —  t^. 

On  admet  que  cette  notion  de  résultante  est  indépendante  du 
point  matériel  sur  lequel  les  forces  agissent. 

66.  Principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction. —  Si  un 
point  matériel  m,  exerce  une  action  sur  un  autre  poinl  m',  cette 
action  est  dirigée  suivant  la  droite  mm'  et  le  second  point  m' 
exerce  sur  le  premier  m  une  action  {réaction)  égale  et  opposée 
à  celle  de  m  sur  m'. 

Il  est  inutile  de  donner  aetuellement  des  exemples  de  ce  prin- 
cipe :  on  en  trouvera  constamment  dans  la  suite. 


II.  ~-  DEFINITION  ET  MESURE  DES  FORCES. 

67.  Force  constante  (').  —  Comme  on  ne  considère  les  forces 
qu'au  point  de  vue  de  leurs  effets,  toute  notion  sur  les  forces  doit 
être  puisée  dans  la  considération  des  mouvements  produits  par 
ce  s  forces. 

Une  force  constante  agissant  sur  un  point  matériel  sera  une 
force  toujours  la  même  dans  ses  effets. 

Le  moin>ement  communiqué  par  une  force  constante  à  un 
point  matériel  partant  du  repos  est  recliligne  et  uiiiformémenl 
accéléré. 

Supposons  qu'une  force  constante,  agissant  à  partir  de  l'instant 
/  =  o  sur  un  point  matériel  partant  du  repos,  lui  communique,  au 
bout  du  temps  i,,  une  vitesse  V,  et,  au  bout  du  temps  t^,  une  vi- 


(']  Cette  méthode  est  empruntée  en   grande  partie  à  un  Traité  de  M.  Bonnet  : 
Leçons  de  Mécanique  élémentaire,  Paris,  IHallet-Baclielier,  i858. 


y  Google 


tesse  Vî  :  nous  allons  démontrer  que  la  vitesse,  au  bout  du  temps 
t\  +  'a)  ^st  la  somme  géométrique  des  vitesses  V,  et  Y^. 

Imaginons  des  points  M,  A,  B,  C,  ...  tous  identiques  au  point 
considéré  M,  parlant  du  repos  à  l'instant  ï  ^=  o  sous  l'action  de 
forces  identiques  à  la  force  constante.  Ces  points  prendront  évi- 
demment un  mouvement  de  translation  commun  et,  à  l'instant  (, , 
ils  auront  tous  la  vitesse  V|  ;  si,  à  cet  instant,  on  supprimait  les 
forces  qui  agissent  sur  tous  ces  points,  le  système  des  points  pren- 
drait, d'après  le  principe  de  l'inertie,  un  mouvementde  translation 
rectiligne  et  uniforme  de  vitesse  V).  Rétablissons  à  l'instant  i,  ia 
seule  force  qui  agît  sur  le  point  M,  de  sorte  que,  en  réalité,  cette 
force  ne  cesse  pas  d'agir  sur  M,  le  mouvement  relatif  que  prend 
ce  point  dans  le  système  est  le  même  que  si  le  système  ainsi  que  le 
point  partaient  du  repos;  au  bout  d'an  espace  de  temps  t^  après 
l'instant  (,,  le  point  M  a  donc  acquis,  par  rapport  au  système, 
une  vitesse  relative  Va;  sa  vitesse  absolue  à  l'instant  t,  +  (3  est  donc 
la  somme  géométrique  de  la  vitesse  d'enlraînemeni  V,  et  de  la  vi- 
tesse relative  V3.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  en  conclut  que  la  vitesse  à  l'instant  i,  +  (^  +  Ig  est  ia  ré- 
sultante des  vitesses  V,,  V^,  V3  aux  instants  l,,  /.^,  t,,  . . .,  k  vi- 
tesse à  rinslant  l,-\-  t-^-i-  .  .  .  -I-  l,„  la  résultante  des  vitesses  aux 
instants  t,,  t-i,  ., .,  („. 

11  résulte  de  là  que  la  vitesse  a  constamment  la  même  direction 
et  le  même  sens.  Soient  en  effet  deux  instants  t,  et  ï^i  i^ue  nous 
supposerons  d'abord  commensurables  entre  eux;  posons 

pi  et/>2  étant  entiers,  et  appelons  u  la  vitesse  à  l'instant  6.  La 
vitesse  Vi  à  l'instant  ï,  =  8  -h  Q  -)-  9  + . .  .  +  (/>i  fois)  est  la  résul- 
tante de  p^  vitesses  égales  à  u,  par  conséquent,  elle  a  la  même 
direction  que  la  vitesse  u;  de  même,  la  vitesse  Y^  à  l'instant 

(j^O  +  0  H-...-h(;>.  loU) 

Cal  la  résultante  de  p^  vitesses  égales  à  ",  elle  a  la  même  direction 
que  (/.  Donc  les  deux  vitesses  V,  et  Vj  ont  la  même  direction. 
.Si  (-2  est  incommensurable    avec   i,,'on  regardera  t,    comme  la 
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limite  d'un  nombre  commensiirable  avec  ij,  et  l'on  conclura  f|ue 
la  vitesse  V,  ne  peut  différer  en  direction  de  la  \itesse  Vj. 

La  vitesse  avant  constamment  ia  même  direction,  le  mouve- 
ment est  d'abord  rectUigne ;  puis,  la  propriété  établie  plus  haut 
montre  que  la  vitesse  à  l'instant  ï,  +  t.,  est  la  somme  algébrique, 
des  vitesses  V,  etVj;  cela  prouve  que  la  vitesse  croît  de  quantités 
égales  en  des  temps  égaux  quelconques.  Donc  le  mouvement  est 
uniformément  accéléré,  il  a  une  accélération  constante  en 
grandeur,  direction  et  sens. 

Réciproquement,  tout  moucemeni  rectiligne  uniformément 
accéléré  est  dû  à  une  force  constante.  En  effet,  en  comptant  le 
temps  t  à  partir  de  l'instant  où  la  vitesse  était  nulle,  on  a 


s  étant  la  longueur  de  la  droite  OM,  parcourue  à  l'instant  t,  et  J 
l'accélération  du  mouvement.  A  l'instant  déterminé  i,  le  mobile 
est  en  M.  à  une  dislances,  =  OM,  =  - Ji^  et  sa  vitesse  V,  est.fr, 
{fig.r^V). 


Si,  à  partir  de  cet  instant,  ou  étudie  le  mouvement  relatif  du 
mobile  par  rapport  à  un  système  de  points  O,,  A,  B,  dont  le  pre- 
mier O,  coïncide  avec  M,  à  l'instant  i,,  et  qui  sont  animés  d'un 
mouvement  de  translation  commun  de  vitesse  constante  V,,  ce 
mouvement  relatif  sera  rectiligne,  et  l'on  aura,  en  appelant  5' la 
longueur  O,  M  et  ('  le  temps  t  —  r, , 

00,  =  s,  + V,('  =  Si-HJi,;', 

î'=î  — 00,=  -  J {;,-!-(')!  —  ■- J;=  —  Jîii'^-'.Ji';. 

Le  mouvement  relatif  de  M,  par  rapport  aux  points  0, ,  A,  B,..., 
est  donc  le  même  que  le  mouvement  absoli\;  il  faut  en  conclure 
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que  la  force  est  constante,  puisqu'elle  est  constante  dans  ses 
effets. 

Dans  ce  quî  précède,  nous  avons  supposé  la  vitesse  initiale 
nulle.  Or  nous  avons  vu  que  l'accélération  imprimée  par  une  force 
déterminée  au  bout  du  temps  (  à  un  point  matériel  est  la  même, 
quelle  que  soit  la  vitesse  initiale  avec  laquelle  le  point  a  clé  lancé. 
Donc,  si  la  force  est  constante,  le  point  M  a,  quelle  que  soit  sa 
vitesse  initiale,  une  accélération  constante  en  grandeur  et  en  di- 
rection, la  même  que  s'il  partait  du  repos. 

En  résumé  :  Une  force  constante  agissant  sur  un  mobile  M 
lui  imprime  dans  tous  les  cas  un  mouvement  dont  l'accéléra- 
tion est  constante  en  grandeur  et  en  direction.  Réciproque- 
ment, si  l'accélération  est  constante  en  grandeur  et  direction, 
la  force  est  constante. 

Nous  appellerons  celte  accéléralion  constante  Vaccélération 
due  à  la  force  constante. 

Remarque.  —  Dans  le  mouvement  produit  par  une  force 
constante,  l'accélération  moyenne  pendant  un  intervalle  de  temps 
quelconque  est  encore  égale  à  l'accélération  J  due  à  la  force, 
comme  il  résulte  de  la  remarque  faîte  à  la  fin  du  n°  37;  la  dévia- 
tion pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque  i(  est  un  vecteur 
rigoureusement  égal  a  -Jif  {n°  39). 


68.  Résultante  de  plusieurs  forces  constantes.  Mesure  des  forces 
constantes.  —  La  résultante  de  plusieurs  forces  constantes  est  une 
force  constante.  En  effet,  l'accélération  que  prend  un  point  sous 
l'action  de  pliisietirs  forces  constantes  étant  la  somme  géomé- 
trique d'accélérations  constantes  en  grandeur,  direction  et  sens, 
est  elle-même  constante. 

On  appelle  direction  et  sens  d'une  force  constante,  la  direc- 
tion et  le  sens  de  l'accélération  due  à  cette  force. 

Nous  mesurerons  les  intensités  des  forces  constantes  par  la 
comparaison  des  accélérations  qu'elles  impriment  à  un  point  ma- 
lériel  déterminé  A. 

Deux  forces  constantes  ojilméme  intensité  quand,  agissant  sur 
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le  point  A  dans  ta  même  direction,  elles  lui  impriment  la  même 
accélération.  L'intensité  d'une  force  constante  est  la  somme  des 
intensités  de  deux  autres,  quand  l'accélération  due  à  la  première 
force,  agissant  seule  sur  le  point  A,  est  la  même  que  celle  qiie 
produisent  les  deux  autres  forces  agissant  simultanément  dans  le 
même  sens;  c'est-à-dire  quand  la  longueur  ou  grandeur  de  l'ac- 
célération produite  parla  première  force  est  la  somme  des  gran- 
deurs des  accélérations  que  produiraient  séparément  les  deux 
autres. 

Prenons  alors,  pour  unité  de  force,  une  force  constante  qui 
agissant  sur  le  point  A  lui  imprime  une  accélération  de  grandeur 
déterminée  )..  Toute  force  imprimant  au  point  la  même  accéléra- 
tion aura  pour  intensité  i  ;  les  forces  imprimant  au  point  les  ac- 
célérations 'a\  31,  ...,  n\  -!  -1  .-■>  -auront  pour  intensités 
respectives  o.,  i,  ...,»,  ^<  y  ■■■ ,  -D'une  manière  générale  une 
force,  imprimant  au  point  A  une  accélération  J,  aura  pour  inten- 
sité un  nombre  F  égal  au  rapport  de  J  à  Â 


Les  intensités  des  forces  constantes  seront  donc,  par  définition, 
proportionnelles  aux  accélérations  dues  à  ces  forces  agissant  sur 
le  point  particulier  A. 

Qu'arrive- t-il  si  l'on  fait  agir  ces  mêmes  forces  sur  tout  autre 
point  M?  On  admet  que  si  deux  forces  constantes  impriment  au 
point  particulier  Aies  mêmes  accélérations,  c'est-à-dire  ontmême 
intensité,  elles  impriment  également  les  mêmes  accélérations  à 
tout  autre  point  M.  On  peut  alors  démontrer  que  : 

Les  accélérations  3,  et  Jj ,  imprimées  à  un  point  matériel  quel- 
conque^ par  deux  forces  constantes  d'intensités  F,  et  Fj,  sont 
proportionnelles  à  ces  forces. 

En  effet,  supposons  que  les  deux  forces  aient  une  commune 
mesure  /,  qui  soit  contenue  jD,  fois  dans  F,  et  p^  fois  dans  F3,  et 
appelons  j  la  grandeur  de  l'accélération  que  la  force  /  imprime- 
rait au  point  M.  D'après  le  théorème  sur  la  composition  des  accé- 
lérations,  la  force  F,  ou  />,/ agissant  sur  M  lui  imprime   une 
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uion  J|  é^ale  à  pij  ;  de  même,  la  force  F^  ou  pa/  l«i 
c  un«  accélération  J^  égale  ^p^j-,  et  l'on  a 


^2    "   Pi  Pî  Ji  Jj 

Le  théorème  s'étend  évidemment  au  cas  limile  où  le  rapport  de 
F,  à  Fa  serait  incommensurable. 

Si  l'on  faisait  agir  siir  ce  même  point  M  d'autres  forces  con- 
stantes d'intensité  F3,  F4,  ....  produisant  des  accélérations  Jj, 
J^,  .  . .,  on  aurait  de  même 

!!•  -  L'  -  '^     Fi  _ 

Ji    ~  Ja   "'  h  '^  i; 

69.  Masse.  —  La  valeur  commune  de  ces  rapports  s'appelle 
masse  du  point  m.  La  masse  d'un  point  matériel  est  donc  le 
rapport  constant  qui  existe  entre  l'intensité  d'une  force  con- 
stante et  l'accélération  quelle  imprime  au  point. 

70.  Représentation  des  forces  constantes  par  des  vecteurs.  — 

Nous  avons  défini  le  point  d'application  d'une  force  constante,  sa 
direction,  son  sens  et  son  intensité.  Nous  la  représenterons  par 
un  vecteur  ayant  pour  origine  le  point  d'application,  même  direc- 
tion et  même  sens  que  la  force,  et  ayant  une  grandeur  MF  expri- 


mée par  le  même  nombre  que  l'intensité  de  la  force, 
l'accélération  duc  à  la  force,  la  force  est  représentée  par 
deur  géométrique  MF  {Jig-  54)  ayant  même  direction 
sens  que  MJ,  et  l'on  a 

MJ 
m  désignant  la  masse  du  point. 
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71.  Composition  et  dêcompositioii  des  forces  constantes.  — 
Soien  L  Fi ,  F^  les  vecteurs  représentant  des  forces  constanlcs  q;ui 
imprimeraient  au  point  M  les  accélérations  J, ,  J^  {fig-  55);  par 


définition,  la  résultante  F  des  deux  forces  F)  et  F^  est  une  force 
constante,  imprimant  au  point  une  accélération  J  égale  à  la 
somme  géométrique  de  J,  et  J^.  Les  grandeurs  MF,,  MFi,  MF 
ont  mêmes  directions  et  mêmes  sens  respectifs  que  MJj ,  MJ^  et 
MJ;  déplus,  on  a 

MF,  _  JlFj        MF 

m;  ~  Mjj  "  MJ  ~  '"■ 

MF  est  donc  la  somme  géométrique  de  MF,  et  MFj,  car  la  figure 
MF,  FFa  est  homothétique  de  MJ,  JJ3  par  rapport  au  point  M, 

En  s'appujant  sur  le  théorème  relatif  à  la  composition  des  ac- 
célérations, ou  en  procédant  de  proche  en  proche,  on  démontre 
de  même  le  théorème  général  suivant  : 

La  grandeur  géométrique  qui  représente  la  résultante  de 
plusieurs  forces  constantes  appliquées  à  un  même  point  est  la 
somme  géométrique  des  grandeurs  géométriques  représentant 
les  forces  composantes. 

On  peut  donc  appliquer  à  la  composition  et  à  la  décomposition 
des  forces  constantes  agissant  sur  un  même  point  tout  ce  qui  a 
été  dit  sur  la  composition  des  vecteurs  concourants. 

72.  Forces  variables.  —  Une  force  est  variable  quand  elle 
imprime  à  un  point  matériel,  partant  du  repos  ou  lancé  avec  une 
vitesse  initiale  quelconque,  un  mouvement  dont  l'accélération 
n'est  pas  constante  en  grandeur,  direction  et  sens. 

Supposons  qu'à  l'instant  t  le  mobile  est  en  M  avec  une  vitesse  V 
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el  à  l'instant  (  +  i(  en  M,  avec  une  vitesse  V,.  Oq  appelle  va- 
leur moyenne  de  ia/orce  variable  pendant  l'espace  de  temps  Aï 
la/orce  constante  qui,  agissant  sur  le  mobile  M,  animé  de  la  vi- 
tesse V,  lui  communiquerait  dans  le  temps  il  «ne  vitesse  égale 
à  Vi  en  grandeuretdirectioQ(  sans  l'amener  d'ailleurs  au  point  M)) 
{^g-  S6).  Pour  déterminer  cette  force  constante,  il  suffit  de  rap- 


peler que  l'accélération  due  à  une  force  constante  est  égale  à  l'ac- 
célération moyenne,  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque, 
du  mouvement  qu'elle  produit  (n"  67,  remarque).  La  force  con- 
stante cherchée  devant,  pendant  le  temps  Aï,  faire  passer  la  vi- 
tesse du  mobile  de  la  valeur  V  à  la  valeur  V,,  l'accélération 
moyenne  Mt  du  mouvement  qui  serait  produit  par  la  force  con- 
stante est  identique  à  l'accélération  moyenne  MI  du  mouvement 
effectif,  car  elles  sont  toutes  deux  égales  au  quotient  de  la  varia- 
tion géométrique  de  la  vitesse  par  l'espace  de  temps  At.  L'accélé- 
ration qui  serait  due  à  la  force  constante  étant  MI,  celle-ci  a  même 
direction  el  sens  que  MI,  et  a  une  intensité  F„  égale  à  m. ML  La 
valeur  moyenne  F„,  de  la  force  variable  pendant  l'intervalle  de 
temps  At  est  ainsi  déterminée  en  grandeur,  direction  et  sens. 

On  appelle  valeur  de  la  force  à  l'instant  t  la  limite  F  de  la 
force  moyenne  Fm,  quand  l'intervalle  A(  tend  vers  zéro.  Soit  J 
l'accélération  du  mobile  au  temps  (,  limite  de  MI,  la  force  F  a 
même  direction  et  même  sens  que  J,  et  elle  a  pour  grandeur 
F^mJ,  Celte  force  est  représentée  par  un  vecteur  F,  limite 
de  Fm,  et  l'on  peut  résumer  le  résultat  obtenu  par  l'égalité  géo- 
métrique 

(F)^m(J), 

qui  exprime  le  théorème  fondamental  de  la  Mécanique. 
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Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  posé  une  cer- 
taine définition  de  la  force  moyenne.  On  pourrait  obtenir  une 
autre  expression  approchée  de  la  force  pendant  l'intervalle  de 
temps  A(,  en  appelant  valeur  approchée  de  la  force  pendant  cet 
intervalle  la  force  constante  Fn,  qui,  pendant  le  temps  A(,  impri- 
merait au  point  M  la  même  déviation  MD  que  la  force  variable 


(n"  39).  Cette  force  F„  est  dir 


lu  miA¥^{fig.  34);  salimik 
a  force  à  l'instant  (. 


•e  suivant  MD  e 
rA(  =  o  est  la  i 


73.  Composition  des  forces  variables.  Résultante.  —  Considé- 
rons des  forces  variables  qui,  agissant  successivement  sur  le  mfime 
point  M,  lancé  avec  des  vitesses  initiales  arbitraires,  lui  commu- 
niquent respectivement,  dans  le  môme  intervalle  de  temps  i,  des 
accélérations  J,,  J^,  ...,  J,^.  Les  valeurs  de  ces  forces  à  l'in- 
stant t  sont 


(FO  =  m(J,}, 


(i^)  = 


n{h), 


(F„)  =  nï(J,>). 


Lorsque  toutes  ces  forces  agissent  en  même  temps  sur  le  point  M, 
lancé  avec  iine  vitesse  initiale  arbitraire,  elles  lui  communiquent, 


dans  le  même  intervalle  de  temps  (,  une  accélération  J  égale  à  ia 
somme  géométrique  de  J,,  Jo,  . . . ,  J„ 

(J)-..(j,)-i-(JO  +  -..  +  (J.). 
La  valeur  I''  à  l'instant  t  de  la  force  unique  qui  communiquerait 
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au  point  cette  môme  accélération  J  {fig.  Sy)  est 

on  aura  donc 

(F)  =  (F,)  +  (l'-0-i----  +  (F„). 

Cette  force  unique,  qui  se  nomme  résultante  des  forces  don- 
nées F),  F2,  . . .,  F«,  est  donc,  à  chaque  instant  t,  représentée  par 
le  vecteur  résultant  des  vecteurs  représentatifs  de  F(,  F^,  .  - .,  F«. 

1i.  Équations  du  mouvement.  Soit  un  point  M  de  masse  m  sol- 
licité par  des  forces  représentées  à  l'instant  t  par  les  vecteurs  F,, 
Fg,  ...,  F,i.  Appelons  X,  y,  s  les  coordonnées  du  point  m, 
{X,,Y,,Z,),  (X2,  Y2,  Z2),  ■■-,  (X,„Y„,Z„)  les  projections  des 
forces  sur  les  axes;  les  projections  X,  Y,  Z  de  leur  résultante  F 
sont 

(F)  X^SX;,        Y=2Y;,        Z-SZ(; 

les  projections  de  l'accéléralion  J  sont 

(j)  5^1^,         tl,         'l'i. 

^    '  dt--  dt^  df- 

La  relation  géométrique  (F)  ^=  m(J)  donne  donc,  pour  les  pro- 
jections sur  les  trois  axes,  les  relations 


qui  sont  les  équations  du  mouvement. 

Dans  le  cas  le  plus  général  qui  puisse  se  présenter,  la  résul- 
tante F  dépend  de  la  position  du  point,  c'est-à-dire  de  x,  y,  s,  de 

,        ,    ..        ,    ds:     dv     dz  1  I 

sa  vitesse,  e  esl-a-dire  oe  -j-i  -<^i  ^^  et  du  temps;  on  aura  donc 

,    ,  V       ^  /  d^     dy    dz      \ 

et  pour  Y  et  Z  d^s  expressions  analogues.  Pour  trouver  le  mouve- 
ment du  point  sous  l'action  des  forces  données,  il  faudra  intégrer 
les  équations  du  mouvement,  qui  sont  des  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  définissant  x,y,  z  en  fonction  de  t. 
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lornons  à  indiquer  ceUc  question,  qui  sera  détaillée 
de  la  Dynamique. 


75.  Équilibre.  —  Plusieurs  forces  appliquées  à  un  point  ma- 
tériel se  font  équilibre  lorsque,  le  point  étant  au  repos,  ces  forces 
ne  lui  impriment  aucun  mouvement.  La  somme  géométrique  des 
accélérations  dues  à  ces  forces  est  alors  nulle  ;  donc  la  somme  géo- 
métrique des  forces,  c'est-à-dire  leur  résultante,  est  nulle,  Cette 
condition  nécessaire  de  l'équilibre  est  évidemment  suffisante. 

En  général,  un  système  matériel  soumis  à  l'action  de  certaines 
forces  est  en  équilibre  si,  ce  svstÈme  étant  au  repos,  ces  forces  ne 
lui  impriment  aucun  mouvement. 

76.  Statique;  Dynamique.  —  La  partie  de  la  Mécanique  dans 
laquelle  on  étudie  les  conditions  que  doivent  remplir  les  forces 
appliquées  à  un  système  de  points,  pour  que  l'équilibre  existe,  se 
nomme  la  Statique.  La  partie  de  la  Mécanique  dans  laquelle  on 
étudie  les  relations  qui  lient  les  forces  aux  mouvements  qu'elles 
produisent  est  la  Dynamique. 

Nous  commencerons  par  l'étude  de  la  Statique,  qui  n'est  qu'une 
géométrie  d'un  genre  particulier;  nous  traiterons  ensuite  la  Dy- 
namique. Cet  ordre  se  trouve  justifié  par  cette  considération  que, 
grâce  à  un  principe  dû  à  d'Alembert,  la  mise  en  équation  d'un 
problème  de  Dynamique  peut  être  ramenée  à  la  résolution  d'un 
problème  de  Statique. 

Dans  l'ordre  historique,  la  Statique  est  la  partie  la  plus  ancienne 
de  la  Mécanique.  La  Statique  remonte,  en  effet,  jusqu'à  Archi- 
mède,  qui  a  donné  le  principe  du  levier  dans  son  livre  de  j^qui- 
ponderanlibus.  Quant  à  la  Dynamique,  elle  ne  fait  son  apparition 
qu'avec  les  découvertes  de  Galilée. 

III.  -  UNITÉS  DE  FORCES;  HOMOGÉNÉITÉ. 

77.  Pesanteur;  poids.  —  Un  point  pesant  tombant,  sans  vi- 
tesse initiale,  d'une  petite  hauteur,  prend  par  rapport  à  la  terre 
un  mouvement  rcctiligne  uniformément  accéléré,  suivant  la  verti- 
cale. L'accélération  ^  de  ce  mouvement,  variable  avec  la  latitude 
et  l'altitude,  a  pour  valeur,  à  Paris,  9™,  808.  En  vertu  du  mouve- 
ment de  la  terre,  à  ce  mouvement  relatif  correspond  un  mouve- 
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ment  absolu  qui  n'esl  pas  rectiligne  et  imiforme;  il  faut  en  con- 
clure que  le  point  pesant  est  soumis  à  une  force  à  la  surface  de  la 
terre  :  cette  force  est  l'attraction  de  la  terre. 

Quand  un  point  matériel  pesant  est  retenu  par  un  obstacle, 
l'action  de  la  terre  s'exerce  encore  sur  lui,  mais  l'effet  de  cette 
force  est  modifié  :  cela  tient  à  ce  que  l'obstacle  exerce  aussi  une 
action  sur  le  point.  Par  exempte,  si  un  point  pesant  attaché  à  l'ex- 
trémité d'un  fil  est  immobile  par  rapport  à  la  terre,  le  fil  exerce 
sur  le  point  une  certaine  action  qui  est  la  tension  du  fil.  On 
appelle  poids  absolu  du  point  la  force  fictive  égale  et  directe- 
ment opposée  à  cette  tension. 

Si  la  terre  était  immobile,  le  point  matériel  suspendu  au  fil  se- 
rait en  équilibre  sous  l'aclion  de  la  tension  du  fil  et  de  l'attraction 
de  la  terre.  Cette  dernière  serait  donc  égale  et  opposée  à  la  ten- 
sion, c'est-à-dire  égale  au  poids  absolu  du  point.  Mais,  en  réa- 
lité, le  point  matériel  n'esl  ni  immobile  ni  animé  d'un  mouvement 
rectiligne  uniforme  :  la  tension  et  l'attraction  ne  se  font  pas  équi- 
libre, et  le  poids  absolu  est  différent  de  l'attraction.  Nous 
verrons  plus  tard  qu'un  point  matériel  pesant,  tombant  dans  le 
vide  d'une  petite  hauteur,  prend  sensiblement,  par  rapport  à  la 
terre,  le  même  mouvement  que  si  la  terre  était  immobile  et  si  le 
point  était  sollicité  par  son  poids  absolu.  Comme  ce  mouvement 
possède  une  accélération  constante  g,  le  poids  absolu  p  d'un 
point  de  masse  m  est  une  force  constante  en  un  même  lieu 

P  =  "tg- 
Ce  poids  varie,  comme  g,  avec  la  latitude  et  l'altitude. 

78,  Kilogramme -force.  —  Dans  les  applications,  on  prend  fré- 
quemment pour  unité  de  force  \e  poids  absolu  de  i''^  à  Parts, 
c'est-à-dire  la  somme  des  poids  absolus  des  points  matériels 
constituant  i'"'  d'eau  distillée,  à  son  maximum  de  densité, 
à  Paris.  Il  est  indispensable  d'ajouter  que  ce  poids  absolu  est  pris 
en  un  lieu  déterminé  de  la  terre,  à  Paris,  par  exemple,  car  le  poids 
absolu  d'un  point  matériel  change  d'un  point  à  l'autre  de  la  terre. 

Dans  ce  système,  la  masse  d'un  point  est  définie  par  la  formule 
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p  étant  le  poids  absolu  évalué  en  kilogrammes-forces  el  g  l'accé- 
lération due  à  la  pesanteur.  Si  l'on  fait  y?  ^=  ^,  on  a  m  =  i ,  L'u- 
nité de  masse  est  donc  la  masse  d'un  point  dont  le  poids  absolu 
est  g  kilogrammes-forces,  A  Paris,  g  étant  égal  à  9,808,  l'unité 
de  masse  sera  la  masse  de  9''',  808  d'eau  distillée  à  4''- 

L'inconvénient  de  ce  système  est  que  l'unité  de  force,  kilo- 
gramme-force, est  une  quantité  dont  la  définition  exige  l'indtca- 
lion  d'un  lieu  déterminé  à  la  surface  de  la  terre  ;  de  plus,  la  masse 
d'un  corps,  qui  est  une  qualité  physique  inhérente  à  ce  corps, 
est  exprimée  par  des  nombres  différents,  suivant  que  le  kilo- 
gramme-force est  défini  en  un  lieu  ou  l'autre  de  la  terre.  C'est  ce 
qu'on  peut  éviter,  ainsi  que  Fa  déjà  montré  Ganss,  en  adoptant 
comme  unités  principales  les  unités  de  longueui',  masse  el  temps 
pour  en  déduire  l'unilé  de  force. 

79.  Unités  absolues.  Dyne.  —  On  peut  comparer  entre  elles  les 
masses  des  corps  à  l'aide  d'une  balance.  En  effet,  soient,  en  un  lieu 
déterminé  de  la  terre,  g  l'accélération  due  à  la  pesanteur,  p,  p', 
p",  ...  Ses  poids  absolus  de  points   matériels  de   masses  m,  m', 


Donc,  si  p^j}',  m  =  m',  si  p  ^^p'-+- p",  m  ^^  m' -\-  m".  ...;  d'une 
manière  générale,  les  masses  des  points  matériels  sont  proportion- 
nelles à  leurs  poids  absolus  en  un  même  lieu,  c'est-à-dire  à  leurs 
poids  relatifs  évalués  à  l'aide  d'une  balance.  On  pourra  donc,  en 
choisissant  arbitrairement  une  unité  de  masse,  mesurer  toutes  les 
autres.  Les  intensités  des  forces  seront  ensuite  euprimces  en  nom- 
bres par  la  formule 

m  étant  la  masse  du  point  sur  lequel  agit  la  force  et  J  l'accéléra- 
tion due  à  la  force.  Si  Ton  suppose  m  el  J  égaux  à  l'unité,  F  sera 
exprimée  par  1  ;  donc,  dans  ce  système,  l'unité  de  force  est  la 
force  qui,  agissant  sur  l'unité  de  masse,  lui  imprime  une  accéléra- 
tion égale  à  l'unité  de  longueur,  l'unité  de  temps  étant  cboisie. 
Conformément  ans  principes  adoptés  par  la  Commission  britan- 
nique en  1871,  puis  par  le  Congrès  des  électriciens  en  1881,  on  a 
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CHAP.    III-    —   PRINCIPES    DE    LA    MBCiNIQUE    :    FOntE,    MASSE.        gî 

pris  comme  unités  primitives  :  pour  les  longueurs,  le  centimètre; 
pour  les  masses,  le  gramme-masse,  c'est-à-dire  la  masse  de  i"'' 
d'eau  distillée  à  4°;  pour  le  temps,  \a  seconde  de  temps  solaire 
moyen.  Dans  ce  système  d'unités  C.  G.  S.  (centimètre,  gramme, 
seconde),  la  masse  d'un  corps  est  exprimée  par  le  même  nombre 
que  son  poids  relatif  en  grammes  ;  l'unité  de  force  appelée  dyne 
est  la  force  qui,  agissant  sur  la  masse  de  i^"',  lui  imprime  une  accé- 
lération de  i"^". 

Le  poids  absolu  de  i^'  à  Paris  est  de  980,8  dynes,  car  ce  poids 
absolu  communique  à  la  masse  de  i^'  une  accélération  de  9™, 808 
ou  de  980'^'",  8. 

80.  Homogénéité.  ^  Si,  pour  les  applications,  il  est  indispen- 
sable de  faire  choix  d'un  système  d'unilés  déterminées,  il  n'en  est 
pas  de  même  pour  la  théorie.  Dans  les  recherches  théoriques, il  est 
préférable  de  laisser  les  unités  fondamentales  indéterminées,  de 
façon  que  les  formules  obtenues  puissent  être  appliquées  à  tout 
système  d'unités.  Les  formules  devant  alors  subsister,  quel  que 
soit  le  choix  des  trois  unités  fondamentales,  devront  présenter  une 
triple  homogénéité  par  rapport  aux  longueurs,  aux  temps  et  aux 
masses.  Soient  /  une  longueur,  t  un  temps,  m  une  masse,  v  une 
vitesse,  j  une  accélération,  /  une  force  mesurés  à  l'aide  d'un 
certain  système  d'unités  fondamentales,  de  longueur,  temps  et 
masse.  Si  l'on  prend  une  unité  de  longueur  X  fois  plus  petite,  une 
unité  de  temps  t  fois  plus  petite  et  une  unité  de  masse  \i.  fois  plus 
petite,  les  mesures  des  quantités  ci-dessus  deviendront 

",     <-.    r.,,.    ,\.    yi,    /^; 

car  une  vitesse  est  le  quotient  d'une  longueur  par  un  temps,  une 
accélération  le  quotient  d'une  vitesse  par  un  temps  et  une  force 
le  produit  d'une  accélération  par  une  masse.  Si  donc  les  unités 
fondamentales  ne  sont  pas  spécifiées,  les  formules  devront  subsis- 
ter quels  que  soient  les  facteurs  \  ij.,  t. 

Par  exemple,  la  durée  de  l'oscillation  infiniment  petite  d'un 
pendule  simple  de  longueur  l,  en  un  lieu  où  l'accélération  due  à 
la  pesanteur  est  g,  est  donnée  par  la  formule 


-n/r 
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Si  l'on  change  d'unités  comme  cî-dessus,  on  a 


VI  -\/i' 


k  formule  ne  change  pas  ;  elle  est  Lien  horoogcnc. 


1.  Établir  les  formules  qui  permettent  de  passer  du  système  d'unités  mètre- 
second  e-kilogra  rame -foi'ce,  à  Paris,  au  système  C.  G.S. 

2.  Admettant  que  l'on  sache  que  la  durée  t  de  l'oscillation  iafiniment  petite 
d'un  pendule  simple  ne  dépend  que  de  sa  longueur  l  et  de  l'accélération  g, 

t  =  -i(l.g-h 


-Vî' 


k  désignant  un  coefficient  numérique  {k  —  ir). 

3.  Admettant  que  la  vitesse  u  d'un  corps  pesant  abandonné  -a  lui-même  dans 
le  vide  sans  vitesse  initiale  dépi^nd  uniquement  de  la  hauteur  de  chute  k  et  de 

>  =  ?(».(?), 

démontrer  que  u  esl  nécessairement  de  la  forme 

k  désignant  un  coefficient  numérique  (A=  i/S). 

4,  Sachant  que  la  vitesse  i-  du  son  dans  un  gaz  esl  une  fonction  do  Véiaslicile  p. 
et  de  la  densité  d,  démontrer  qu'elle  est  donnée  par  la  formule 


-v/^. 


k  désignant  un  coefficient  numérique  {k  rapport  des  chaleurs  spécifiques  du  g 
i\  pression  constante  et  à  volume  constant).  L'élasticité  est  la  pression  du  g 
sur  l'unité  de  surface  et  la  densité  la  masse  de  l'unité  de  volume  du  gaï. 
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CHAPITRE    IV. 

TRAYAll,;  FONCTION  DE  FORCES. 


81.  Avant  de  commencer  la  Statique,  il  est  utile  d'introduire 
me  notion  purement  cinématique  et  même,  dans  la  plupart  des 
;as,  purement  géométrique,  celle  du  travail  d'une  force. 


I.  —  POINT  MATERIEL. 

82.  Travail  élémentaire.  —  Soit  une  force  F  appliquée  à  un 
point  matériel  M  :  supposons  que  ce  point  subisse  un  déplace- 
ment infiniment  petit  quelconque  WtV  {fig.  58).  On  appelle  i/fl- 

Fig.  58. 


i>ail  élémentaire  de  la  force  F,  correspondant  au  déplacement 
MM',  le  produit  géométrique  de  F  par  MM', 

(I)  F.MM'.cosFMM', 

c'est-à-dlrc  le  produit  de  la  force  par  le  déplacement  et  le  cosinus 
de  l'angle  de  la  direction  de  la  force  avec  celle  du  déplacement. 
Ce  travail  élémentaire  est  une  quantité  algébrique  supérieure,  in- 
férieure ou  égale  à  zéro,  suivant  que  l'angle  FMM'  est  supérieur, 
inférieur  ou  égal  à  un  angle  droit.  Quand  ce  travail  esil  positif ,  il 
est  dit  moïsM;-;  quand  il  est  négatif,  il  est  dit  résistant.  Si  le 
déplacement  infiniment  petit  MM'  s'effectue  pendant  un  temps  dt, 
I-  7 


yGoosle 


la  vilesse  du  poînf  pendant  ce  dépîaccjncnt  est  c  =;  ~ï7~''  ^-^  '"  " 
pciit  écrire  l'expression  du  travail  élémentaire 

car  l'ang-le  de  la  force  avec  la  vilesse  est  îdenliquc  à  l'angle  de  la 
force  avec  le  déplacement. 

Le  travail  élémentaire,  pouvant  s'écrire 

^^'.[FcosFMM'], 

est  égal  au  déplacement.  MM'  du  point  matériel  rouUiplié  par  la 
projection  de  ta  force  sur  la  direction  du  déplacement.  Donc,  si 
plusieurs  forces  sont  appliquées  au  point  M,  pour  un  même  dépla- 
cement, le  travail  de  la  résultante  de  ces  forces  est  égal  à  la  somme 
des  travaux  des  composantes;  caria  projection  de  la  résultante  sur 
la  direction  du  déplacement  est  égale  à  la  somme  des  projections 
des  composantes. 

En  écrivant  le  travail  sous  la  forme 

F.[MM*cosrMM'], 

on  peut  le  définir  le  produit  de  la  force  par  la  projection  du  dépla- 
cement sur  la  direction  de  la  force.  Si  donc  le  déplacement  MM' 
est  la  somme  géométrique  de  plusieurs  déplacements  ou,  si  la  vi- 
tesse du  point  est  la  somme  géométrique  de  plusieurs  vitesses,  le 
travail  élémentaire  de  la  force  F  correspondant  au  déplacement 
résultant,  ou  à  la  vitesse  résultante,  est  la  somme  des  travaux  élé- 
mentaires de  la  force  F  correspondant  aux  déplacements  compo- 
sants ou  aux  vitesses  composantes. 

Lorsque  le  travail  élémentaire  d'une  force  est  nulle,  il  faut,  ou 
bien  que  le  déplacement  soit  nul,  ou  bien  que  la  force  soit  nulle, 
oa  qu'elle  soit  normale  au  déplacement. 

83.  Expression  analytique  du  travail  élémentaire.  —  Soient  x. 
y,  z  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  à  trois  ases  rectan- 
gulaires, X  ■-\- dx,  y  +  ily,  z  +  dz  celles  du  point  infiniment 
voisin  M';  X,  Y,  Z  les  projections  de  la  force  F  sur  les  trois  axes. 
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Les  cosinus  direcLeiirs  de  la  force  F  et  ceux  du  déplacement  MM' 

X       Y        Z  dx  dy_         dz 

F'     F'     F'         MM''     MM''     MM'' 


Calculant  le  cosFMM'  de  l'angle  de  ces  deux  directions,  on  a, 
pour  l'expression  du  travail  élémentaire  en  coordonnées  carté- 
siennes rectangulaires, 

F.MM'.cosFMM'  =  Xr/^  +  Yrf/  +  Zt/s. 

84.  Travail  total.  Unité  de  travail.  —  Considérons  un  mobile 
M  qui  subit  lin  déplacement  iini  en  partant  d'un  point  Me  à 
l'instant  t^,  et  arrivant  au  point  M)  à  l'instant  t^,  après  avoir 
décrit  une  courbe  Mo  M,  {fig-  59),   suivant  une  certaine  loi  de 

Fig.  59. 


mouvement.  Soit  F  «ne  force  agissant  snr  ce  mobile  ;  on  appelle 
travail  total  de  F,  correspondant  au  déplacement  fini  considéré, 
la  somme  des  travaux  élémentaires  de  cette  force  pour  tous  les 
déplacements  infiniment  petits  successifs  dont  se  compose  le 
déplacement  fini.  Ainsi  on  divise  l'arc  M(,M,  en  parties  infini- 
ment petites  MoM',  M'M",  M''M"',   ...,  et  l'on  calcule  la  somme 

S  =  lim(Fo,Mi¥'.cosF„MoM'+F'.SrM°.cosF'M'M''+...), 

Fo  désignant  la  valeur  de  la  force  F,  qui  agit  sur  le  mobile  en  Mo, 
F'  la  valeur  de  cette  force  quand  le  mobile  est  en  M',  ....  Cette 
somme  G  est  le  travail  total  de  F.  Elle  est  donnée  par  la  formule 


=    f    '  Xdx-+-Ydy-i-Zds, 
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qui  exprime  la  somme  des  Iravaux  élémentaires.  Par  exemple,  si 
la  force  F  esl  constamment  normale  à  la  trajectoire,  tous  les  élé- 
ments de  la  somme  sont  nuls  et  le  travail  total  est  nul. 

Lorsqii'on  a  choisi  les  unités  fondamentales,  on  trouve  que  le 
travail  total  d'une  force  unité  agissant  sur  un  point  qui  se  déplace 
d'une  longueur  égale  à  l'unité,  dans  le  sens  de  la  force,  est  exprimé 
par  l'unité.  C'est  ce  travail  qu'on  prend  comme  unité  de  travail. 
Par  exemple,  l'unité  de  force  étant  le  kilogramme' force  et  l'unité 
de  longueur  le  mètre,  l'unité  de  travail  que  nous  venons  de  définir 
est  le  kilogrammètre. 

Pour  le  calcul  effectif  de  6,  différents  cas  sont  à  disting-uer. 

85-  La  force  dépend  du  temps  ou  de  la  vitesse.  —  Dans  le  cas 
le  plus  général  qui  puisse  se  présenter,  la  force  F  dépend  de  la 
position  du  mobile,  de  sa  vitesse  et  du  temps  ;  de  sorte  que  X,  Y, 

Z  sont  des  fonctions  données  de  x,  y,  z,  -=-.  -^>  -y  et  t.   Dans 
'■'  '     '  dt     dt     dt 

ce  cas,  pour  calculer  E,  il  faut  connaître  le  mouvement  du  mobile 

de  Mo  en  Mj,  c'est-à-dire  les  expressions 

des  coordonnées  du  mobile  en  fonction  du  temps.  On  peut  alors, 
en  substituant  ces  expressions  de  x,  y,  s  et  celles  qu'on  en  déduit 
par  différentiation  pour  dx^  dy,  dz  dans  l'intégrale  définie  (i), 
ramener  cette  intégrale  à  la  forme 

E=   Z'    'Ptj)dt, 

qui  permet  de  calculer  S. 

86.  La  force  ne  dépend  que  de  la  position  du  mobile.  —  Dans 
ce  cas,  pour  avoir  5,  il  suffi.t  de  connaître  la  courbe  G  que  le 
mobile  a  suivie  de  Mo  en  M,  ;  il  est  inutile  de  connaître  la  façon 
dont  cette  courbe  est  parcourue,  de  sorte  que  le  calcul  du  travail 
total  devient  un  problème  de  Géométrie.  En  effet,  on  peut  expri- 
mer les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  C  en  fonclion 
d'un  paramètre  g  variant  de  q^  à  q,  quand  le  point  M  parcourt 
l'arc  de  courbe  M» M,, 
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Les  composantes  X,  Y,  Z,  <lépendant  oniquemenl  de  x^y,  s, 
deviennent  des  fonctions  de  q  le  long  delà  courbe;  on  a  donc,  en 
substituant  dans  l'intégrale  (i)  ces  valeurs  de  a:,  jk,  z  et  celles 
qu'on  en  déduit  pour  dx,  dy,  dz^ 


U^J  'W{q)dq, 


formule  qui  permet  de  calculer  S. 

Si  la  même  courbe  était  parcourue  par  le  mobile  en  sens  con- 
traire de  M|  en  Mo,  le  travail  total  serait  — S,  car  il  faudrait 
intervertir  les  limites  q^  ^l-  Çi' 

87.  Cas  particulier  dans  lequel  G  dépend  seulement  des  posi- 
tions initiales  et  finales.  Fonction  des  forces.  Potentiel.  —  Sup- 
posons que  X,  Y,  Z  soient  des  fonctions  de  x,y,  s  continues  cl 
admettant  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  en  tous  les 
points  d'une  région  de  l'espace  dans  laquelle  seront  situées  toutes 
les  courbes  considérées.  Cherchons  ce  que  doivent  être  ces  fonc- 
tions 

X(^,_r,=),     Y(c,y,z),     ï(x,y,z), 

pour  que  le  travail  total  correspondant  à  un  déplacement  fini 
MflMi  dépende  seulement  des  positions  initiale  et  finale  M»  et 
M,,  et  non  de  la  courbe  suivie  par  le  mobile. 

Soient  d'abord  deux  points  Mo,  M,  i^fig-  60)  infiniment  voisins, 

Fig.  60. 


situés  dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy^  ayant  pour  coordon- 
nées, le  premier  Mo  { x,y,  s),  le  second  Mj  (^  +  dx,y  -1-  dy^  s). 
Amenons  le  mobile  de  M^  en  M,  en  le  déplaçant  d'abord  parallè- 
lement à  l'axe  O^  d'une  longueur  dx^  pour  l'amener  en  M',  puis 
parallèlement  à  Oy,  d'une  longueur  dy,  pour  l'amener  en  Mj,  Le 
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roï  PREUIÈKB    PARTIE.  —   îs-OTIONS    PUEI-IHINAIBES. 

travail  élémentaire  correspondant  au  déplacement  Mo  M'  est 
^{x,y,z)d3:;  en  M.' la  force  a  une  valeur  F' dont  la  projection 
Y'  sur  l'axe  des  y  est  Y (x  +  dx,y ,s);  le  travail  élémentaire 
de  F  correspondant  au  déplacement  M'M)  est  donc  Y'dy  ou 
y  {x-\-  dx,y,z)dy.  D'où,  pour  le  travail  total  correspondant 
au  dcplacemenl  M„M'Mi, 

Si  Ton  déplaçait  le  mobile,  d'abord  parallèlement  à  0/  jusqu'en 
M"  d'une  longueur  dj,  puis  de  M"  en  M,,  parallèlement  à  Ox, 
d'une  longueur  dx,  on  trouverait  pour  le  travail 

Nous  voulons  que  ces  deux  valeurs  de  S  soient  égales;  en  les 
égalant  et  faisant 

Y  (:^  +  <&,r,  a)  =  Y (^,  j,  =)  -H  g  cte, 

X  i^,j  -+-  dy,  «)  ^  X  (:^,  j-,  s)  +  ^  rfK, 
on  trouve  après  des  réductions  évidentes 
dY  _  dX 

On  trouvera,  en  opérant  de  mfimc  dans  des  plans  parallèles  aux 
deux  autres  plans  coordonnés,  les  deux  autres  conditions  néces- 
saires 

àZ  _ÔY  àX  _  dZ 

ày       as  as       dx 

Ces  conditions  expriment  que  l'expression 

Xdx^Ydy^Zdz 

est  une  différentielle  totale  d'une  fonction  U  des  variables  indé- 
pendantes Xj  Y,  Z.  Nous  allons  montrer  qu'elles  sont  suffisantes, 
du  moins  avec  certaines  restrictions  que  nous  indiquerons. 
En  effet,  si  ces  conditions  sont  remplies,  on  a  l'identité 

'iidx  +  Ydy  +  Zdz  =  d\}{x,y,z) 
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qui  enLraine  les  Irois  auLrcs 


■   ùy 


La  fonction  U,  qnî  n'est  déterminée  qu'à  une  constante  addi- 
tive  près,  s'appelle  la  fonction  des  forces.  On  dit  aussi  que 
les  forces  dérivent  d'un  potentiel,  mais  le  potentiel  est  la  fonc- 
tion —  U. 

Le  travail  total  de  la  force  F,  quand  le  mobile  va  de  Mu  en  M, 
le  long  de  la  courbe  C  {fig-  6i),  est  alors 


Fig.  6i, 


^U  =  U,— U„, 


U,  désignant  la  valeur  finale  que  prend  en  M)  la  fonction  U  suivie 
par  continuité  le  long  de  la  courbe,  la  valeur  initiale  de  U  en  M^ 
étant  U„. 

Donc,  si  Uest,  dans  la  région  d'espace  considérée,  une  fonction 
uniforme  de  x,y,  2,  avec  une  seule  détermination  en  chaque 
point  de  cette  région,  Uo  et  U|  ont  des  valeurs  parfaitement  dé- 
terminées et  le  travail  total  S  est  indépendant  du  chemin  suivi  de 
Mb  à  M|.  En  particulier,  si  le  mobile  décrit  alors  un  chemin 
fermé,  M,  coïncidera  avec  Mq,  et  le  travail  total  sera  nul. 

Mais  si  la  fonction  U  est  à  déterminations  multiples  comme  un 
arc  tangente,  le  travail  total  n'est  pas  absolument  indépendant 
du  chemin  suivi  de  Mo  en  M, ,  car  il  varie  suivant  que,  partant  de 
Mo  avec  une  détermination  U^ ,  on  est  amené  par  continuité  à 
prendre  en  M)  l'une  ou  l'autre  des  déterminations  de  CI.  On  peut 
dire  aussi  que,  dans  ce  cas,  le  travail  total  relatif  à  un  contour 
fermé  n'est  pas  nécessairement  nul.  Ces  deux  façons  de  s'expri- 
mer sont  d'ailleurs  identiques  au  fond,  car,  si  l'on  considère  deux 
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chemins  G  et  C  allant  de  M,,  en  M,  et  si  l'on  appelle  5  cl  G'  le 
travail  lolat  correspondant  aux  deux  déplacements  finis  Mu  CM), 
MoCftl, ,  le  travail  total  correspondant  au  déplacement  fermé 
MoGMiG'MoestS  — *='.  Donc,  si  S  =  S',  ce  dernier  travail  est  nul 
et  réciproquement. 


Su| 


ppos 


mplc,  U  = 


a  pour  projections 


^■^r- 


des  dérivées  dans  toute  la  partie  de 
cylindre  de  révolution  de  rayon  aussi  petit 
Os  {fig.  6a).  La  fonction  U  étant  l'angle 
rec  Qx  la  projection  OP  du  rayon  vecteur  OM  sur  le  plan 
que,  si  le  mobile  décrit  nne  courbe  fermée  MCM  ne  tour- 
r   de  l'ase  Oz,  le  travail  total  est  nul,  car  la  fonction  U, 
le  long  du  contour  C,  reprend  en  M  sa  valeur  initiale. 
Mais,  si  le  mobile  décrit  une  courbe  fermée  MCM  tournant  une  fois  dans 


qui  sont  des  foi 
l'espace  située  à 
qu'on  le  veut 
a^OP  quefai 


ayant  pour  a 


le  se 

ns  positif  autour 

de  0^,   la  variât 

on 

de  U 

tant  1 

^> 

le  ti 

avail  total 

est  1 

tt:   si  le  contour 

tourn 

n  fois  au 

our 

de  0 

z  dans 

le 

sens 

positif,  le 

travail  total  est  areir. 

Ce 

s  considérations 

nt  été 

développé 

sp 

arM, 

.  Ber 

ra 

d(/ 

iirnal  de 

l'Éc 

oie  Polytechniq 

e,  28" 

Cahier). 

D'une  manière  générale,  on  peut  établir  la  proposition  suivante, 
que  nous  nous  contenterons  d'énoncer  pour  ne  pas  entrer  dans 
des  développements  analytiques  trop  étendus. 

Si  ton  peut,  par  déformation  continue,  réduire  une  courbe 
fermée  C  à  un  point,  sans  l'amener  à  passer  par  aucun  point 
où  les  fonctions  X,  Y,  Z  cessent  d'être  continues  et  d'admettre 
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des  dérivées  premières,  le  travail  total  de  F  le  long  de  cette 
courbe  fermée  est  nul. 

La  démonstration  se  fera  aiséinent  si  l'on  s'appuie  sur  la  formule 
snivanle  : 

La  courbe  G,  en  se  réduisant  à  un  point  P,  engendrera  par  ses 
positions  successives  une  portion  de  surface  S  sur  la(]uelle,  par 
hypothèse,  X,  Y,  Z  sont  finis,  continus  et  admettent  des  dérivées. 
On  a  alors  la  formule  suivante,  dont  on  trouvera  la  démonstration 
dans  le  Cours  d'Analyse  de  M.  Picard,  t.  I,  p.  117  (formule 
d'Ampère  et  de  Stokes), 


=   Ç   lLdx--r 


Ydy^Zdz 


■i)" 


la  première  intégrale  étant  prise  le  long  de  G  et  la  deuxième  sur  la 
surface  S.  Les  éléments  de  l'intégrale  double  S  étant  tous  nuls  en 
vertu  des  conditions  mêmes  qui  expriment  l'existence  d'une  fonc- 
tion des  forces,  on  a  G  =  o. 

88.  Surfaces  de  niveau.  ^  Voici  quelques  remarques  impor- 
tantes sur  le  cas  où  il  existe  une  fonction  de  forces  U  ou  un  poten- 
tiel -  U. 

Soit  M  (3;,  y,  s)  une  position  du  point  matériel  et  Ma;'  une 
demi-droite  parallèle  à  O^  {fig-  ^3),  la  projection  de  la  force  F 


cette  demi-droite  est  égale  à 
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(juand  MM'  lend  vers  zéro,  M'  étant  un  point  pris  sur  la  denii- 
droile  Mx'  et  U'  la  valeur  de  la  fonction  U  en  ce  point.  Comme 
on  peut  prendre  une  direction  quelconque  pour  direction  de 
l'axe  Ox,  on  voit  que,  pour  avoir  la  projection  de  la  force  F  sur 
une  demi-droite  quelcontjue  MD,  il  suffit  de  prendre  la  limite  du 
raiiport 

V-V 


quand  MM"  tend   vers  zéro,  M"  étant  un  point  pris  sur  MD  et  U" 
étant  la  valeur  de  la  fonction  U  en  ce  point.  Cette  limite  s'appelle 
la  dérivée  de  la/onction  \J prise  suivant  la  direction  MD. 
Les  surfaces  ayant  pour  équation 

C  désignant  une  conslaiile,  se  nomment  sur/aces  de  niveau.  Eu 
faisant  varier  C  d'une  manière  continue,  on  a  une  suite  de  sur- 
faces telles  que,  par  tout  point  pris  dans  la  région  de  l'espace  où 
■la  fonction  U  est  définie,  passe  une  de  ces  surfaces.  La  force  qui 
agit  sur  le  point  matériel  dans  une  position  M  est  normale  à  la 
surface  de  niveau  particulière  S  qui  passe  par  M,  car  ses  projec- 
tions sont  égales  aux  trois  dérivées  partielles  de  U  ou  U  —  C.  De 
plus,  la  force  F  estdirîgée  par  rapport  à  cette  surface  du  côté  oùU 
va  en  croissant.  En  effet,  soit  MN  la  normale  à  la  surface  de 
niveau  S  menée  du  côté  où  U  va  en  croissant,  la  projection  de 
la  force  sur  cette  normale  coïncide  avec  la  force  même;  elle  est 
positive  ou  négative  suivant  que  la  force  est  dirigée  suivant  MN 
ou  suivant  la  direction  opposée.  Comme  cette  projection  a  pour 
expression 


Ml  étant  un  point  de  MN  infiniment  voisin  de  M,  eWaesl positive, 
car  U)  est  supposé  supérieur  à  U.  La  force  est  donc  dirigée  sui- 
vant MN,  et  son  intensité  F  s'obtient  en  prenant  la  dérivée  de  U 
suivant  celte  normale,  ce  que  l'on  écrit  symboliquement 
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Si  l'on  mène  une  surface  de  niveau  S)  infînimenL  voisine  de  S  du 
côté  où  U  va  en  croissant,  celte  surface  S,  coupe  les  normales 
telles  que  MN  en  des  points  tels  que  Mi ,  et,  comme  U  prend  une 
valeur  constante  U|  sur  cette  surface  S, ,  l'expression 


F=.I 


U, 


-U 


dont  le  numérateur  est  constant  pour  toutes  les  positions  du 
point  M  sur  la  surface  S,  montre  que  la  force  varie  en  raison  in- 
verse de  la  portion  de  normale  à  la  surface  de  niveau  S  comprise 
entre  celte  surface  et  une  surface  de  niveau  infiniment  voisine. 


perpendiculaire  à  un  plan  fixe 
plan.  En  effet,  prenons  le  plan 


une  fonction  des  forces  pour  une  force 
t  fonction  de  la  distance  du  mobile  à  ce 
>our  plan  des  xy,  lit  force  étant  parallèle 


à  Os;  X  et  Y  sont  nuls  et,  de  plus,  Z  est  une  fonction  des,  o(i).  I.e  tra- 
vail élémentaire  étant   Zds  ou  w{s)dz  est  la   différentielle  totale   de  la 


U=  A(3)rfs. 


Les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy.  Ainsi, 
!a  force  étant  le  poids  du  point  M,  on  a,  en  prenant  l'ase  des  a  vertical  vers 
le  haut, 

Z  =  —  nig,         U  = —  iiigz  ■+■  consl. 

2°  Il  e\iste  une  fonction  des  forces  pour  une  force  dirigée  suivant  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  un  axe  fixe  et  fonction  de  la  dis- 
tance du  point  à  cet  axe.  Prenons  l'axe  pour  axe  Oz,  appelons  p  la  distance 
MQ  du  point  M  à  l'axe  et  *  la  valeur  de  la  force  estimée  positivement 
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dans  le  sens  QM.  Les  projections  de  celte  force  étant 
X  =  *  -,         Y  =  *^,         1-0, 


X  <iic  +  V  ûfy -t- Z  (/s  =  —{xdx-^ydy)—  'i' dp, 

car,  p*  étant  égal  à  x^-h  y^,  prfp  égale  se  dx  -h  y  dy.  Par  hypothèse,  *  dé- 
pend uniquement  de  p  :  le  travail  élémentaire  est  doue  la  différentielle 
totale  d'une  fonction  de  p 


U=  f^d 


Les  surfaces  de  niveau  sont  des  cylindres  de  révolution  autour  de  Oz. 

3"  Enfin  il  y  a  une  fonction  des  forces  pour  une  force  dont  la  direction 
passe  constamment  par  un  poini  fixe  0  et  qui  est  fonction  de  la  seule 
distance  du  mobile  à  ce  point.  Prenons  ce  point  0  pour  origine  ;  soient  r 
la  distance  OM  et  F  la  valeur  de  la  force  estimée  positivement  dans  le 
sens  OM.  Les  projections  de  la  force  étant 

F-,      tî^,     F-, 

le  travail  élémentaire  a  pour  expression 

F 

—  ( ce  dx  -j- y  dy  -h  z  d^)^:  F  dr, 

x^-hy^-hz''  =  r^ 
donne,  par  diiïérentîation, 

x:  dœ  -\-y  dy  -h  z  ds  —  r  dr. 

Comme  F  est  supposé  fonction  de  r,  le  travail  élémentaire  est  la  différen- 
tielle totale  d'une  fonction  de  r 


U  =  Tf  dr. 


i  des  sphè 
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est  négati 


lil;  fonction  de  Fom 
la  force  étant  dirigée  dai 


leflicient  positif, 
dors 


Dans  cet  esemple,  le  travail  total  de  la  force,  quand  le  mobik  passe  d'uni 
position  Mo  éloignée  indéfiniment  à  une  position  M,  située  à  une  distance  r 
du  centre  attractif  0,  est 


Les  trois  lois  des  forces  précédentes  sont  des  cas  jtarliculic 
Un  point  M  est  sollicité  par  une  force  qui  est  dirigée  s 


.  de  celle- 


male  MP  à  une  surface  fixe  S. 
gueur  MP  de  cette  normale.  Il 


dont  l'i 

dant  uniquement  de  MP;  les  snrfaces  de  nîv 
ce  qu'on  démontrera  à  titre  d'exercice  (Exer 
4°  Lorsqu'un  point  matériel  est  sollicité  siii 
lois  de  force  précédentes,  il  existe  encore  un 
suite  du  théorème  suivant  : 


té  est  fonction  de  la  Ion- 
le  fonction  des  forces  dépen- 
^au  sont  parallèles  à  S.  Ces 
,ice  7). 

ultanémentpar  pli 
:  fonction  des  forces;  cela  ré- 


Si 


.  ._..  mobile 
'.ore  une  fonction  de  fc 


COI  oi,u.„..o  ^  ^.^  système  de  deux  forées  F,,  Fj  qui  don- 
séparément  à  des  fonctions  de  forces  Uj,  U^,  il  existe 

i/-tif,rt    fli>    ffii-nei:  égale   à   U|+  Uj. 


Soient,  en  effet, 


les  projections  de  la  première  force  et 


i  ~  ■ J~ , 


e  qui  démontre  la  proposition 


90.  Remarque  sur  les  surfaces  de  niveau.  —  Si  les  surfaces  de 
niveau  sont  seulement  définies  géométriquement  et  non  par  leur 
équation  U  =  const.,  la  loi  de  force  n'est  pas  entièrement  déter- 
minée. Si,  en  effet,  une  certaine  fonction  Y[œ,y,  z)  reste  con- 
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slante  sur  les  surfaces  de  uiveau,  la  fonction  des  forces  sera  néces- 
sairement de  la  forme 

et  la  loi  de  force  sern 

X.„V,-  Y.,,V,-  ..,,V,£. 

la  fonction  tp'  étant  arbitraire,  nous  arrivons  à  cette  conclusion  que, 
sur  nne  même  surface  de  niveau,  la  force  n'est  connue  qu'à  un 
facteur  conslanl  arbitraire  près.  Par  exemple,  le  fait  que  les  sur- 
faces de  niveau  sont  des  sp'bères  de  même  centre  O  apprend  que 
la  force  passe  par  le  point  O  et  est  fonction  de  la  distance  du  mo- 
bile au  point  O. 

II.  —  SYSTÈMES  DE  POINTS, 
91 .  Travail  des  forces  appliquées  à  im  système  de  points.  Fonc- 
tion des  forces.  Potentiel.  —  Soient  ii  points  M)  (a;,,_j'),  ^i), 
Ma  {^2, jKai  Sa),  .-.>  M,j(j:„,y„,  3«)  sollicités  par  des  forces  don- 
nées, le  premier  par  des  forces  dont  la  résultante  eslF)  (X),  Y),Z,); 
le  deuxième  par  des  forces  dont  la  résultante  est  F^  (X^,  Y^,  Z^), .... 
Pour  un  déplacement  infiniment  petit  imprimé  an  système,  la 
somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  F,,  F.j,  . .  . ,  F„  est 


X, 

dx^ 

+  Y, 

dy. 

-y'Li 

dZy 

+  x, 

■  dx^ 

-H  Y, 

■.dy^ 

+  z, 

■dZi 

(0 

\  -HX„rf^„H-Y„(fy„-t-z,rf:3„. 

Lorsque  les  forces  dépendent  seulement  de  la  position  du  sys- 
tème, c'est-à-dire  quand  X,,  Y,,  Z,,  X^,  Yj,  Z^,  ...  sont  des 
fondions  de  X\,y\,  s,,  iCi,yî,  Sa,  ..  .,x,„y,i,  s„  et  que  l'expres- 
sion (i)  est  une  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  U  des 
coordonnées  x,,yi,  z,,  x^,  y^,  z^,  ...,  x,i,y,i,  Zn,  on  dit  que  les 
forces  données  admettent  une  /onction  das  forces  U  ou  dérivent 
d'un  potentiel  — U.  On  a  alors 

^*=^'  ^'-Wu'  ^"-JTu         ('t-'-^. ■■-")■ 

Quand  le  système  passe  d'une  position  Po  à  une  position  P,,  la 


y  Google 


CHAPITRE  IV.   —  travail;    fonction  diî   i'orces.  m 

somme  des  travaux  loLaiix  de  toules  les  forces  F,,  Fa,  ..,,F„est 
donnée  par 

elle  est  donc  égale  à  la  variation  U,  —  Uu  que  subit  la  fonction  U 
suivie  par  continuité  quand  le  système  passe  de  la  première  posi- 
tion à  la  deuxième. 

Si  la  fooetîon  U  est  une  fonction  uniforme  des  coordonnées,  Uo 
et  U)  ont  des  valeurs  uniques;  le  travail  total  de  toutes  les  forces, 
5,  esl  alors  entièrement  indépendant  de  ia  façon  dont  le  système 
a  passé  d'une  position  à  l'autre. 

it2.  Kxemplea.  —  i°  Soient  deux  points  Mi  et  Mj;  supposons  que  l'ac- 
tion de  M]  sur  Mj  soit  une  Corée  Fi  dirigée  suivant  la  droite  MiMs; 
d'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  l'action  de  M2 
^ur.Mi  est  une  force  Fj  égale  et  opposée  {Jlg.  65).  L'ensemble  de  ces  deux 


forces  se  nomme  l'action,  mutuelle  des  deux  points;  convenons  d'appeler 
valeur  algébrique  F  de  l'action  mutuelle  des  deux  points  l'intensité 
commune  des  deux  forces  Fj  et  Fj,  précédée  du  signe  -H  ou  du  signe  ~, 
suivant  que  les  deux  points  se  repoussent  (comme  dans  la  figure)  ou  s'at- 
tirent. On  a  alors  pour  les  projections  de  Fi  et  Fj,  en  appelant  r  la  dis- 
tance Mi  M,. 


(Fi) 


^^-^  7^ 
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que  l'on  appelle  travail  élémentaire  de  l'action  mutuelle  F,  on  trouve 

-[{x^—  x{){dcc.i  —  dx:i)'i-  iy-i  —  y^){dy^~  dyi)  -}-  {z^  —  zMdzi—  dzi)], 

¥dr. 
en  vertu  des  relations  évidentes 

J-'=(a-î— 37,)2+(j2— j'i)^-l-(^2— ^i)'. 

rdr  =  (Xi  —  a;,){da;,  —  dj;i)  -h  (f^  —  yi}(dyî~dy,}-h  (ss--z,)(_dzi  —  dz,). 

Si  donc  l'action  mutuelle  des  deus  points  est  une  fonction  de  leur  seule 
distance  r,  F  ~  '^{r),  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  deux  forces  F, 
el  F]  est  la  différentielle  totale  exacte  de  la  fonction 

0  =/=(,■)*. 

Ainsi,  pour  deux  points  s'allii'ant  proportionnellement  à  leurs  masses  m, 

el  oîj  et  en  raison  inverse  du   carré  des  distances,  on  a  F  =— y — '^-^i 

/  désignant  une  constante,  d'où  U  =/  — — -  -+-  consl.  Supposons  les  points 

d'abord  placés  à  une  distance  infinie  l'un  de  l'autre,  puis  amenés  à  la  dis- 
tance r,  le  travail  total  sera  la  variation  de  la  fonction  U,  quand  on  passe 

de  la  première  position  à  la  deuxième,  c'est-à-dire/ — ^— '■ 

a"  Soit  maintenant  un  nombre  quelconque  de  ppinls  M|,  Mj,  . . .  ,  M„  : 
supposons  que  deux  quelconques  de  ces  points  M;  et  M/^  exercent  l'un  sur 
l'autre  une  action  mutuelle  dont  la  valeur  algébrique  F/j.  est  fonction  de 
la  seule  distance  ri)i  des  deux  points  MiM^..  Si  le  système  subit  un  dépla- 
cement infiniment  petit,  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes  ces 
actions  mutuelles  est,  d'après  ce  qui  précède, 

yi'adru; 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  cuniLinaisons  des  indices  i  et  A  deux 
à  deux,  i  étant  différent  de  k.  Cette  somme  est  la  dîfl'érentielle  totale  d'une 
fonction 

V^ZfF/kdr.k; 

il  existe  donc  une  fonction  des  forces.  Par  exemple,  pour  un  système  de 
trois  points  de  masses  m,,  m^,  m^,  s'attirani  deux  à  deux  proportionnelle- 
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une  constante  près.  Celle  valeur  de  U  est  le  travail  total  des  ; 
nutuelles  quand  les  ti'ois  points,  supposés  d'abord  infiniment  éloig 
iiis  des  autres,  sont  amenés  dans  leurs  positions  actuelles. 


EXERCICES. 

les  dimensions  du  travail  par  vappovt  aux  unités  EondameuLales 


1.  Quelles 
longueur,  temps,  masse?  (  Si  l'on  prend  une  unité  de 
de  temps  t  fois  plus   petite,  de  masse  p,  fois  pli 

%.  Un  point  M  est  attiré  ou  repoussé  par  deux 
inverse  des  carrés  des  distances.  Calculer  la  fon 
surfaces  de  niveau. 


gueur  'K  fois 

plusp 

,e,  le  travail 

5  d( 

fixes  0  et  0 

en  I 

les  forces  et 

'étudi 

L  OiM      o,mJ 


3.  Un  rd  élastique,  dont  la  longueur  naturelle  est  l,  est  attaché  par 
ses  extrémités  en  un  point  liïe  O,  puis  est  tiré  de  façon  à  acquérir  u 
gueur'X>i;  calculer  le  travail  produit  par  la  tension  du  fil,  quand  ce 
revient  de  la  longueur  >,  à  la  longueur  naturelle  î.  On  admet  que,  lorsque 


e  longues 


a  tension  T  est  proportionnelle  à  si 


1  allongement  : 


Étudier 

la  valeur  du  travail  total  sur 

■  une  courbe  fermée  C.  (Ce  trav: 

a  forme  i 

miiA  +  snxB,  m  et  n  entie: 

jeut  trace 

r  la  courbe  C  de  façon  que  1 

le  travail  le  long  de  C  diffère  ; 

lu'on  le  1 

reut   d'une   quantité  donnée 

à   l'avance. 

veloppe  est    /     pdv  quand  le  volut 


5 .  Une  enveloppe  renferme  un  volume  v  de  gai  dont  la  pression  sur  l'unité  de 
surface  de  l'enveloppe  est  jO.  Admettant  que  p  est  seulement  fonction  de  c,  dé- 
ir  que  le  travail  total  des  pressions  du  gaz  sur  tous  les  éléments  de  l'en- 

e  !<„  à  f,.  —  Béponse.  On  divise  la 

surface  en  éléments  infiniment  petits  égaux  da;  sur  chacun  d'eux  agit  une  pres- 
sion normale /jrfa;  quand  le  volume  croit  de  !>  à  v  +  dv,  rftr  prend  la  position  di' ; 
si  doue  l'on  désigne  par  e  la  projection  du  déplacement  de  da  sur  la  normale 
à  di,  le  travail  élémentaire  de  la  pression  pd^  est  /jïsîi  et  l'ensemble  des  travaux 
élémentaires  des  pressions  estpftda.  Or  ed'7  est  le  volume  du  cylindre  dont  les 
I.  8 
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bases    opposées    sonL   da  et  d^' ;  fidrs  est  donc 
et  l'ensemble  des  travaun  élémentaires  esl  pdv. 

G.  One  force  F  est  appliquée  en  an  point  d'un  système  de  forme  invariable  que 
l'an  fait  tourner  d'un  angle  înliniment  petit  S6  autour  d'un  axe  fîie  Oe;  dé- 
montrer que  le  travail  élémentaire  de  cette  force  est  NS6,  N  désignant  le  moment 
de  la  force  F  par  rapport  à  Os. 

7,  On  point  est  sollicité  par  une  force  F  normale  à  une  surface  fixe  S.  Si  l'on 
désigne  par  p  la  distance  du  point  M  à  la  surface  comptée  suc  la  nofma!c  F,  dé- 
montrer que  le  travail  élémentaire  de  F  est  ±  Pdp,  oii  il  faut  prendre  -t-  ou  — 
suivant  que  la  force  tend  à  augmenter  ou  à  diminuer  p. 

S.  L'action  mutuelle  de  deux  points  de  masses  m  et  m'  situés  à  une  distance  i- 
étant  F  =  — /■ — ^>    où  /  désigne   une  constante   (attraction   jinweraelle   de 
e  le  facteur  /  quand  on  fait  un  changement  d'unités? 
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DEUXIÈME   PARTIE. 

STAIiaUE. 

CHAPITKE  V. 
ÉaUILIBRE  D'UN  POINT;  ÉQUILIBRE  D'ON  CORPS  SOLIDE. 

I.  -  POINT  MATÉRIEL. 

93.  Point  libre.  —  Pour  (ju'un  point  libre  M  soit  en  équilibre, 
il  faut  et  il  suffît  que  la  résultante  R  des  forces  qui  lui  sont  appli- 
quées soit  nulle,  c'est-à-dire  que  les  trois  projections  X,  Y,  Z 
de  R  le  soient 

(i)  X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  o. 

Si,  dans  une  position  quelconque  M(x,  _y,  z),  on  abandonne  le 


point 


5  vitesse  initiale  sous  l'action  de  la  résultante  R,  la 


valeur  initiale  de  celte  résultante  ne  dépend  que  de  x,  y,  s  et  ï  ; 
nous  supposerons  qu'elle  est  indépendante  de  (.  Alors  les  trois 
équations  (i)  déterminent  les  coordonnées  des  positions  d'équi- 
libre. Lorsqu'il  existe  une  fonction  des  forces  U(j;,  y,  z),  les 
projections  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  de  (Jet  les  équations 
deviennent 

du  _         m  _         du  _ 

Ce  sont  précisément  les  équations  que  l'on  a  à  résoudre  lorsque  l'on 
cherche  les  maxima  et  les  minima  d'une  fonction  U  de  trois 
variables  indépendantes  a;,  y,  z.  Nous  démontrerons  en  D_^na- 
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inique  (Chap,  IX),  d'après  Lejeunc-Dirichlet,  que,  si  la  fonc- 
tion U  est  réellement  maximum  en  un  point  M,  (xi,  y,,  z,),  ce 
point  est  une  position  d'équilibre  stable  :  cela  sig'nifie  qu'en 
écartant  infiniment  peu,  d'une  manière  arbitraire,  le  point  ma- 
tériel de  la  position  M,,  et  lui  donnant  une  vitesse  initiale  infini- 
ment petite,  on  obtient  un  mouvement  dans  lequel  le  mobile 
s'écarte  infiniment  peu  de  M, . 

94.  Exemple.  Attractions  proportionnelles  aux  distances.  —  Tiouvei' 
les  positions  d'équilibre  d'un  poiiU  matériel  attiré  par  des  centres  lises 
proportionnellement  aux  dislances  et  aux  masses  des  centres  d'attraction. 

Soient  P,,Pî  ...,  P,i  (fcg:  66)  les  centres  fixes  et  nii,  mj,  ...,m„ leurs 


masses.  Les  forces  d'altracti( 
riel  M  seront  dirigées  suivan 
respectives  seront,  y  désigna 


L  F,,  F3,  ...,  F„  agissant  sur  le  point  malé- 
MP,,  MP5,  MP3,  ...,  MP„;  leurs  grandeurs 
t  «ne  constante, 


=  /mi[VlP2, 


=  /m„MP„. 


Soient  n,,  Èj,  cy,  a^,  b^,  c^,  . . . ,  a,„  bn,  c»  les  coordonnées  des  centres 
attractifs,  a;,  y,  z  celles  du  point  M.  Les  projections  de  la  force  F*  sur  les 
trois  axes  sont  égales  aux  projections  correspondantes  du  segment  MP* 
multipliées  psrfina;  elles  sont  donc 

Les  projections  de  la  résultante  sont  alors 
(2)       X=fZm.k{ak~x\       Y  =  fLmi{bi-y),       7.  =/Zmt(c/,- z), 


le  signe  £  indiquant  i 
toutes  les  valeurs  A  = 


me  étendue  à  tou 
, . ,  n.  lin  posant 


i.  =  2m 


[i\  =  Zmi,a/,, 
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x=/f(î-»').      i-ffin-r),      i=/iMX-')- 

Considérons  le  point  G  ayant  pour  coordonnées  l,  tj,  Ç;  on  appelle  ce 
point  le  centre  de  gravité  du  système  de  masses  P],  Pa,  . . . ,  Pn-  Les  équa- 
tions ci-dessus  montrent  que  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  M 
est  la  force  que  l'on  obtiendrait  en  supposant  le  système  des  centres 
attractifs  remplacé  par  le  seul  point  G  auquel  on  supposerait  la 
masse  [i.  La  résultante  est  dirigée  suivant  MG,  et  sa  valeur  es^/fJ-MG. 
Il  ne  peut  donc  y  avoir  équilibre  que  si  M  se  confond  avec  le  centre  de 
gravité  G  du  système. 

Dans  ce  qui  précède,  m,,  m^,  . . .,  ma  sont  des  nombres  essentiellement 
positifs;  admettons  maintenant  que  ces  nombres  ne  désignent  plus  des 
masses,  mais  seulement  des  coefficients,  et  supposons  que  certains  d'entre 
eux  sont  négatifs;  cela  revient  à  admettre  que  les  forces  correspondantes 
sont  répulsives,  car,  les  projections  d'une  de  cp'  forces  F^  changeant  de 
signe  avec  m;,,  Ft  changera  de  sens  quand  mk  deMendia  négatif 

Lorsque  ^  est  différent  de  zéro,  tous  les  calcul-  ci-dessus  subsistent  et 
l'on  arrive  aux  mêmes  résultats.  Si  n  est  nul,  les  troi=  équations  (a)  de- 
viennent indépendantes  de  3),  y,  z,  la  résultante  des  forces  est  constante 
en  grandeur  et  en  direction  et  il  n'y  &  pas  de  position  d  equilibie  Enfin, 


^1  =  0,         £mt(j;/.=  o,         Zmi,bi;—o,         SmtC/,.=  o, 

X,  Y,  Z  sont  nulles  quelles  que  soient  ci:.,y,  s;  par  conséquent,  le  point  M 
se  trouve  en  équilibre  dans  une  position  quelconque. 

Il  existe  actuellement  une  fonction  des  forces  U;  dans  le  cas  général, 
[1  différent  de  ï.éro,  on  a 

u  =  - 4^l(!-=»)'+(>i -j- )■+(?-»)■]  =  - 4^ mg". 

Quand  [I  est  positif,  cette  fonction  est  nulle  au  point  G,  négative  en  tout 
autre  point  ;  elle  est  donc  m,a.Timum  dans  la  position  d'équilibre,  qui  est 
par  suite  stable.  L'inverse  aurait  lieu  pour  [i  négatif.  Lorsque  p.  est  nul, 
X,  Y,  Z  ont  des  valeurs  constantes /Sm^^t,  fl-m^-bi-,  fZm/cC/,,  et  la 
fonction  des  forces  est 

U  ^f{xl,m/,a/,'i-yI.m/,b,^-hzZmiCi). 

95.  Point  mobile  sans  frottement  sur  une  surface  fixe.  —  Soient 
une  surface  Cixe  donnée  S  (Jig .  67)81  sur  cette  surface  un  point  mo- 
bile M  sollicité  par  des  forces  données  dont  F  est  la  résultante.  Pour 
qiie  le  point  soi t en  équilibre,  ii  faut  et  il  suffit  que  cette  résultante  F, 
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si  elle  n'est  pas  nulle,  soit  normale  à  la  surface.  En  effet,  si  la 
force  n'est  pas  normale,  on  peut  la  décomposer  en  deux,  l'ime 
normale  qui  presse  le  point  sur  la  surface,  l'autre  tangentielle  qui 
fait  glisser  le  point  sur  la  surface;  l'équilibre  n'a  donc  pas  lieu.  Si 


dans  une  certaine  position  M  la  force  F  est  normale,  l'équilibre  a 
lieu,  à  condition  que  le  point  ne  puisse  quitter  la  surface  ni  d'un 
côté  ni  de  l'autre  ;  c'est  le  cas  le  plus  fréqiient.  Mais,  si  le  point  est 
simplement  posé  sur  la  surface,  comme  un  objet  posé  sur  une 
table,  il  ne  suffit  pas  que  la  force  soit  normale  pour  qu'il  y  ait 
équilibre,  il  faut  en  outre  qu'elle  soit  dirigée  de  façon  à  appliquer 
le  point  contre  la  surface. 

Le  point  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  U  surface,  l'action 
de  la  surface  sur  le  point  est  une  force  qui  ne  doit  opposer  aucune 
résistance  au  glissement,  c'est-à-dire  n'avoir  aucune  composante 
tangentielle.  C'est  donc  une  force  normale  que  l'on  appelle 
réaction  normale.  Quand  le  point  est  en  équilibre,  la  réaction 
normale  est  égale  et  opposée  à  F.  D'après  le  principe  de  l'égalité 
de  l'action  et  de  la  réaction,  le  point  M  exerce  sur  la  surface  une 
action  égale  et  opposée  à  MN,  que  l'on  appelle  pression  du  point 
sur  la  surface. 

Traduisons  analj'tiquement  ces  résultats  :  soient 

l'équation  de  la  surface  en  coordonnées  rectangulaires  et  X,  Y,  Z 
les  projections  de  la  force  F.  La  réaction  normale  MN  a  pour  pro- 
jections des  quantités  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de 
la  normale  à  la  surface,  c'est-à-dire  des  quantités  de  la  forme 


\il,     \^A,     \^1. 
àx  ày  dz 


(N) 

Puisqu'il  doit  y  avoir  équilibre  entre  cette  réaction  et  la  force  F, 
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X  -I-  X  ^  =  o  Y  +  X  -  ■^  =  0  Z  +  ).-■'=  o 

qui,  jointes  à  /(^,  y,  z)  =  o,  donnent  quatre  équations  pour  dé- 
terminer x,  y,  5  et  X.  Soit  M  nn  point  de  la  surface  dont  les 
coordonnées  satisfont  à  ces  équations.  Si  le  point  matériel  ne  peut 
quitter  la  surface  ni  de  l'un  ni  de  l'autre  côté,  il  est  en  équilibre 
en  ce  point.  Dans  le  cas  contraire,  il  faut  en  outre  imposer  à  X  un 
certain  signe.  Admettons,  par  exemple,  que  le  point  puisse  quitter 
la  surface  du  côté  où  /{x,  y,  z)  devient  positif;  il  faut  alors  que  la 
force  soit  dirigée  du  côté  où/(x,  y,  z)  est  négatif,  et  la  réaction 
du  côté  opposé.  Or  la  grandeur  géométrique  dont  les  projections 

dx        ùy        ùz 

est  dirigée  par  rapport  à  la  surface  du  côté  où  /(a:,  y,  z)  devient 
positif,  comme  il  résulte  des  remarques  faites  à  propos  des  sur- 
faces de  niveau  (88)  appliquées  aux  surfaces /(^«jj)')  s)  =^cons t.  La 
réaction  N  devant  être  dirigée  du  même  côté,  \  devra  être  positif  . 
Lorsque  le  point  ne  peut  pas  quitter  la  surface,  on  simplifie  le 
calcul  par  la  méthode  suivante.  On  commence  par  exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  surface  en  fonction  de  deux  para- 
mètres rji  et  q^t  soient  par  exemple 

pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  it  suffit  que  F  soit  normale  à  la 
surface,  c'est-à-dire  à  chacune  des  deux  courbes  que  l'on  obtient 
en  laissant  successivement  q,,  puis  q^  constant;  les  équations  du 
problème  sont  donc 

oqi  oqi  àq-i 

d^j  àq-i  d'ji 

X,  Y,  Z,  dépendant  de  la  position  de  M,  sont  des  fonctions 
de  q,  et  q^  1  les  deux  équations  ci-dessus  en  q,  et  q2  déterminent 
les  valeurs  des  deux  paramètres  pour  les  positions  d'équilibre. 
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Un  cas  intéressant  est  celui  où,  en  désignant  par  Q,  et  Q2  les 
premiers  membres  des  équations  ci-dessus,  l'expression 

est  la  dilFérenticUe  totale  exacte  d'une  l'onction  U(çi,  qî)\  on  est 
alors  conduit,  pour  trouver  l'équilibre,  à  annuler  les  dérivées 
partielles  Q,  et  Q^  de  U (5(1,  ^2)  c'esl-à-dîre  à  chercher  les  niaxima 
elles  minima  de  cette  fonction  de  deux  variables  indépendantes  q, 
et  C'a.  Cette  fonction  peut  s'écrire 


'J(?].?î)=  fxdx-hYdy^Zd^, 


où,  dans  le  second  membre,  toutes  les  quantités  sont  remplacées 
par  leurs  valeurs  en  q,  et  q^.  Dans  le  cas  particulier  où  la  force  F 
dérive  d'un  potentiel,  on  a,  quels  que  soient  œ,  y,  z-, 

('■S.dx^Ydy+Zdz  =  \}{x,y,z); 

la  fonction  U(^i,  g-i)  existe  alors  et  on  l'obtient  en  remplaçant, 
dans  U{37,  y,  s),  les  coordonnées  parleurs  expressions  en  fonction 
de  y,  et  qi- 

Nous  démontrerons  en  Dynamique  que,  siU  (^i,  ^2)  passe  dans 
une  certaine  position  du  mobile  par  un  maximum  effectif,  l'équî- 
libre  correspondant  est  stable. 

96-  Point  mobile  sans  frottement  sur  une  courbe  fixe. —  Soient 
une  courbe  fixe  C  et,  sur  cette  courbe,  un  point  M  mobile  sans 
frottement  sollicité  par  des  forces  dont  la  résultante  est  F.  On 
voit,  comme  dans  le  cas  d'un  point  mobile  sur  une  surface,  que, 
dans  l'équilibre,  la  force  F,  si  elle  n'est  pas  nulle,  doit  être  nor- 
male à  la  courbe.  Si  cette  condition  est  remplie,  la  force  F  sera 
détruite  par  la  résistance  de  la  courbe  et  l'équilibre  aura  lieu. 

L'action  de  la  courbe  sur  le  point  est  une  force  normale  MN 
qu'on  appelle  réaction  normale  :  le  point  M  exerce  sur  la  courbe 
une  pression  égale  et  opposée  à  cette  réaction.  Lorsque  le  point 
est  en  équilibre,  la  réaction  normale  est  égale  et  opposée  à  la 
force  F;  la  pression  du  point  sur  la  courbe  est  égale  à  F  {fig-  68). 

Soient 

f{x,y,z)  =  o,       f,(x,y,z)  =  o 
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les  équations  de  la  courbe  rapportée  à  trois  axes  rectangnlaires, 
et  X,  Y,  Z  les  projections  de  la  résultante  F  des  forces  appliquées 
au  point  M[x,y,  z).  Pour  exprimer  qu'il  y  a  équilibre,  il  suffit 
d'écrire  que  F  est  égale  et  directement  opposée  à  la  réaction  nor- 

Fig.  68. 


maie  N.  Cette  dernière  force  peut  toujours  se  décomposer  en  deux 
autres  dirigées  suivant  les  normales  MN'  et  MN"  aux  deux  surfaces 
/=o,/i=^o,  qui,  par  leur  intersection,  définissent  la  courbe, 
car  les  trois  directions  MN,  MN',  MN"  sont  dans  le  plan  normal. 
Ces  deux  composantes  de  la  réaction  MN'  et  MN"  anront  respecti- 
vement pour  projections 

1  4/  .àf  d/.  df,  0/,  àf, 

dx  iSy  02  àx  oy  dz 

Puisqu'il  j  a  équilibre  entre  ces  deux  forces  et  la  force  F,  on  a 

AH-  A h  A,  ——  =  o,        1  -1-  A  -T—  -!-  A]  ——  =  0,      L  -\-  k i-  Ai  — —  =  o. 

dx  dx  àj  ôj  àz  ilz 

Ces  trois  équations,  jointes  aux  deux  équations  de  la  courbe, 
déterminent  les  cinq  inconnues  ic,  y,  z,  \  et  ?.) . 

On  simplifie  le  calcul  en  supposant  que  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  courbe  soient  exprimées  en  fonction  d'un  paramétre  q 
par  les  équations 

^  =  ¥(5')-      y=^^{q),      3^7iT(y), 
Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  élant  proportionnels  à 
?'  (?)'  ^'(?)i  ^(?)i  '^  condition  d'équilibre  s'obtient  en  égalant 
à  zéro  la  quantité 

Xo'(?)  +  Yf(?)-HZ7^'(y), 

que  nous  désignerons  par  Q.  A  chaque  valeur  de  q  annulant  Q 
correspond    une    position    d'équilibre.    Dans   le    cas    actuel ,    la 
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recherche  des  positions  d'éqiiiiibre  se  ramène  toujours  à  la 
recherche  des  maxima  et  minima  d'une  /onction  qui  ne  dé- 
pend plus  que  d'une  variable.  Posons,  en  effet, 

OÙ  Ton  suppose,  dans  la  première  intég'rale,  x,  y^  z  remplacés  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  q,  de  façon  à  rendre  cette  intégrale 
identique  à  la  deuxième  :  la  condition  d'équilibre  s'obtient  en  cher- 
chant les  valeurs  de  q  qui  annulent  la  dérivée  de  U  par  rapport 
à  ç;  on  les  trouve  donc  en  cherchant  les  maxima  et  minima  de  U. 
Lorsqu'il  existe  une  fonction  des  forces  \J  {x,  y,5),  la  fonction 
y^ig)  s'obtient  évidemment  en  y  remplaçant  ^,  y,  z  par  leurs  ex- 
pressions en  fonction  de  q.  Nous  verrons  plus  tard,  par  une  mé- 
thode générale,  qu'à  un  maximum  effectif  de  U  [q')  correspond  une 
position  d'équilibre  stable.  Nous  indiquons,  à  litre  d'exercice 
(fin  du  Chapitre,  Exercice  7),  une  méthode  particulière  pour 
vérifier  cette  proposition. 

II,  -  ENSEMBLE  DE  POINTS  MATÉRIELS. 

97.  Principes  généraux  relatifs  aux  ensembles  de  points  ma- 
térielB.  —  Si  l'ensemble  est  formé  de  points  libres  et  indépendants 
les  uns  des  autres,. on  peut  répéter  pour  chacun  d'eux  ce  que 
nous  avons  dit  sur  le  point  matériel  complètement  libre.  Pour 
que  l'équilibre  existe,  il  faut  et  il  suffit  que  la  résultante  des  forces 
qui  agissent  sur  chaque  point  soit  nulle.  Cette  condition  n'est 
plus  nécessaire  si  l'ensemble  est  soumis  à  des  liaisons  définies 
géométriquement  ou  exprimées  par  des  équations  entre  les  coor- 
données des  points.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  si  l'un 
des  points  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface;  ou  encore,  si 
la  distance  de  deux  points  de  l'ensemble  est  constante.  Relati- 
vement à  ces  ensembles,  nous  poserons  les  deux  principes  sui- 
vants : 

1°  Si  un  ensemble  est  en  équilibre  sous  l'action  d'un  système 
de  forces,  l'équilibre  sera  conser'^é  si,  sans  changer  les  forces, 
on  introduit  de  nouvelles  liaisons. 

2°  Si  un  ensemble  est  en  équilibre  sous  l'action  d'un  système 
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de  forces  (A),  l'équilibre  sera  conservé,  si  l'on  ajoute  ou 
supprime  à  (A)  un  système  (B)  qui  maintient  l'ensemble  en 
équilibre. 

Si  les  forces  qui  agissent  sur  chacun  des  points  ont  une  résul- 
tante nulle,  l'ensemble  est  en  équilibre;  c'est  une  conséquence 
immédiate  du  premier  principe.  En  parliculier,  un  système  quel- 
conque de  forces  (A)  sera  maintenu  en  équilibre  par  le  sys- 
tème ( — A),  obtenu  en  changeant  le  sens  de  toutes  les  forces 
de  (A). 

98,  Équivalence  des  systèmes  de  forces  appliquées  à  im  en- 
semble. —  Deux  systèmes  de  forces  (A)  et  (B)  sont  dits  équiva- 
lents relativement  à  un  ensemble,  s'il  existe  un  troisième 
système  (C),  gui  maintient  séparément  (A)  et  (B)  en  équi- 
libre. 

Dans  ces  conditions,  tout  système  qui  maintient  (A)  en  équi- 
libre produit  le  même  effet  sur  (B).  En  effet,  soit  (D)  un  tel 
système,  (A)  -)-  (D)  et  (B)  H-  (C)  étant  en  équilibre,  il  en  est  de 
même  (deuxième  principe)  du  système  (A)  +  (B)-t-  (C)4-(D); 
on  peut  supprimer  (A)  +  (C)  qui  est  en  équilibre.  Il  reste  nn 
système  en  équilibre  formé  de  (B)  et  (D).  En  particulier,  (B)  sera 
maintenu  en  équilibre  par  {  —  A). 

Si  l'on  remplace  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  chacun  des 
points  par  leurs  résultantes,  on  obtient  un  système  équivalent. 
En  effet,  soit  (A)  le  système  primitif,  (R)  le  système  formé  par 
l'ensemble  des  résultantes,  chacun  d'eus  est  maintenu  en  équi- 
libre (§  97)  par  le  système  {~  R). 

On  voit  facilement  que  les  opérations  suivantes  transforment 
un  système  en  un  système  équivalent  : 

Adjonction  ou  suppression  d'un  système  en  équilibre. 

Remplacement  d'une  partie  des  forces  par  un  système  équi- 
valent. 


III.  —  REDUCTION  DES  FOECES  APPLIQUÉES  A  UN  CORPS 
SOLIDE.  ÉQUILIBRE. 

99.  Corps  solide.  —  Un  corps  solide  est  un  ensemble  de  points 
matériels  invariablement  liés  entre  eux.  —  Lorsqu'une  force  est 
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appliquée  à  l'nn  de  ces  points,  on  dit  qu'elle  est  appliquée  au  corps. 
Le  corps  solide  ainsi  défini  est  une  abstraction.  Tous  les  corps  de 
la  nature  se  déforment  sous  l'action  des  forces  qui  leur  sont  ap- 
pliqirées;  mais  les  corps  appelés  communément  solides  subissent 
des  déformations  très  petites,  qui  peuvent  être  négligées  dans  une 
première  approximation. 

On  admet  les  deux  propositions  suivantes  : 

i"  Deux  forces  égales  et  directement  opposées  appliquées  à 
un  corps  solide  se  font  équilibre; 

2"  Un  corps  solide  mobile  autour  d'un  axe  fixe,  soumis  à 
l'action  d'une  seule  force,  perpendiculaire  à  l'axe,  ne  ren- 
contrant pas  l'axe,  n'est  pas  en  équilibre. 

De  la  première  de  ces  propositions  il  résulte  immédiatement 
que  : 

Si  l'on  ajoute  ou  supprime  deux  forces  égales  et  directement 
opposées,  on  obtient  un  nouveau  système  de  forces  équivalent  aii 
système  primitif. 

On  en  déduit,  comme  nous  l'avons  montré  dans  la  tbéoric  des 
vecteurs  {n°  IS),  la  proposition  suivante  ; 

Si  l'on  transporte  le  point  d' application  d'une  force  en  un 
point  quelconque  de  sa  direction,  pourvu  que  ce  point  soit 
invariablement  lié  au  corps  solide,  le  nouveau  système  de 
forces  est  équivalent  au  système  primitif. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  un  théorème  qui  est  la 
réciproque  de  la  première  des  propositions  ci-dessus  : 

Deux  forces  appliquées  à  un  corps  solide  ne  peuvent  se  faire 
équilibre  que  si  elles  sont  égales  et  directement  opposées. 

Soient  P  et  Q  les  deux  forces  considérées,  A  et  B  leurs  points 
d'application;  puisque  le  corps  solide  est  en  équilibre,  il  restera 
encore  en  équilibre  si  l'on  fixe  certains  de  ses  points;  c'est  ce  qui 
résulte  du  premier  principe  (97)  et  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  con- 
cevoir directement,  car  le  corps,  restant  immobile  quand  il  est 
entièrement  libre,  restera  évidemment  immobile  si  on  limite  d'une 
manière  quelconque  les  mouvements  qu'il  peut  prendre. 

Soit  O  un  point  de  la  droite  AP;  si  Q  ne  passe  pas  par  0,  on 
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pourra  mener  par  O,  un  axe  perpendiculaire  à  Q  ne  rencontranl 
pas  Q.  Fixons  cet  axe,  ce  qui  ne  détruit  pas  l'équilibre  (premier 
principe  97).  La  force  P,  qui  peut  être  transportée  en  O,  est 
détruite  par  la  fixité  de  l'axe  {Jig-  69).  La  seule  force  Q  devrait 


Fi  g.  69, 


maintenir  le  corps  en  équilibre,  ce  qui  est  incompalible  avec  la 
deuxième  proposition  ci-dessus.  Donc,  si  l'équilibre  a  lieu,  la 
direction  BQ  passe  par  le  point  O,  choisi  arbitrairement  sur 
AP:  les  deux  droites  indéfinies  AP  et  BQ  coïncident.  Dès  lors, 
la  force  Q  peut  être  transportée  au  point  A  en  Q',  et  les  deux 
forces  P  et  Q'  ayant  même  direction  et  appliquées  au  point  A 
sont  égales  et  opposées  piiisqu'elles  se  font  équibbre.  Les  deux 
forces  primitives  P  et  Q  sont  donc  égales  et  directement  opposées. 

100.  Réduction  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide.  —  Sys- 
tèmes équivalents.  —  Équilibre.  —  D'après  ce  qui  précède,  on 
obtient  un  système  de  forces  équivalent  au  système  primitif  en 
effectuant  les  opérations  élémentaires  suivantes  : 

Adjonction  ou  suppression  de  deux  forces  égales  et  directe- 
ment opposées;  transport  d'une  force  en  un  point  de  sa  direc- 
tion. 

Composition  de  plusieurs  forces  concourantes  en  une  seule, 
ou  décomposition  d' une  force  en  forces  concourantes. 

Nous  avons  vu  que  tous  les  systèmes  de  vecteurs  obtenus  à  l'aide 
de  ces  opérations  sont  équivalents,  c'est-à-dire  ont  même  résul- 
tante générale  et  même  moment  résultant;  et  que,  réciproque- 
ment, deux  systèmes  de  vecteurs  équivalents  peuvent  se  ramener 
l'un  à  l'autre  par  ces  opérations.  Donc,  deux  systèmes  de  forces 
représentés  par  des  systèmes  de  vecteurs  équivalents  sont 
équivalents. 
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Réciproquement,  deux  systèmes  de  forces  équivalents  sont 
représentés  par  deux  systèmes  de  vecteurs  équivalents. 

En  effet,  &oient  (A)  et  (B)  les  deux  systèmes  de  forces  équiva- 
lents, le  système  ( — A)  +  (B)  est  en  équilibre.  A  l'aide  des  deux 
opérations  élémentaires  ci-dessus,  on  pourra  le  réduire  à  deux 
forces  qui  devront  être  égales  et  opposées  (§  99).  Le  système  de 
vecteurs  {— ^A)  +  (B)  est  équivalent  à  zéro;  (A)  et  (B)  sont 
équivalents. 

En  particulier,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffît 
que  le  système  des  forces  appliquées  au  corps  soit  équivalent  à 
zéro. 

101.  Réduction  à  deux  forces.  —  Comme  nous  l'avons  démon- 
tré daoslatliéorie  des  vecteurs,  un  système  (S)  de  forces  appliqué 
à  un  corps  solide  peut  être  réduit,  par  les  opérations  élémentaires, 
à  deux,  F  et  *,  dont  l'une  est  appliquée  en  iin  point  pris  arbitrai- 
rement. Ces  deux  forces  F  et  4>  forment  un  système  équivalent  au 
système  donné. 

102.  Réduction  à  une  force  et  à  un  couple.  —  D'après  ce  que 
nous  avons  vu  dans  la  théorie  des  vecteurs,  un  système  quelconque 
de  forces  (S)  peut  être  remplacé  par  une  force  unique  E.  égale  à 
la  résultante  générale  appliquée  en  un  point  arbitraire  O  et  par  un 
couple  dont  l'axe  est  égal  au  moment  résultant  OG  par  rapport 
au  point  O. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  (S) 
soit  équivalent  à  zéro,  c'est-à-dire  que  la  résultante  générale  OR 
et  le  moment  résultant  OG  soient  nuls. 

103.  Équations  d'équilibre.  —  Appelant  X,  Y,  Z  les  sommes 
des  projections  des  forces  sur  les  trois  axes,  L,  M,  N  les  sommes 
de  leurs  moments  par  rapport  aux  trois  axes,  on  a  les  six  équa- 
tions d'équilibre 

X  =  o,         Y  =  o,         Z  =  o;         L=:t,,         M  =  0,         N  =  o, 

104.  Cas  particuliers  de  la  réduction,  —  Pour  que  le  sys- 
tème (S)  admette  une  résultante  unique,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
résultante  générale  OR  soit  différente  de  zéro  et  que  le  moment 
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lésuUant  OG  soit  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  résul- 
tante générale.  La  résulianLe  unique  est  alors  djrigiie  suivant 
l'axe  central.  Analyliquement,  on  a  les  conditions 

Xî-i-  Y2-H  Z'  >  o,        LX  +  MY  -+-  NZ  =  o. 

Pour  que  le  système  (S)  se  réduise  à  un  couple  unique,  il  faul 
et  il  suffit  que  la  résultante  générale  soit  nulle,  sans  que  le 
moment  résnll.aiit  le  soit. 

X   =0,  y   =0,  Z   =:=(). 

lOS.  Autre  forme  des  conditioas  d'équilibre.  —  Pour  l'équi- 
libre, il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  moments  des  forces 
par  rapport  à  chacune  des  six  arêtes  d'un  tétraèdre  soit  nulle. 
Cette  condition  est  évidemment  nécessaire  :  elle  est  suflîsanle.  En 
effet,  supposons-la  remplie  pour  un  tétraèdre  ABCD  :  la  somme 
des  moments  étant  nulle  par  rapport  aux  trois  arêtes  AB,  AC,  AD, 
issues  du  sommet  A,  le  moment  résultant  par  rapport  au  point  A 
est  nul,  et  les  forces  considérées  ont  une  résultante  unique  pas- 
sant par  A  ou  bien  se  font  équilibre.  Le  même  raisonnement  pou- 
vant être  appliqué  à  chaque  sommet,  les  forces  se  font  équilibre, 
car  il  est  impossible  qu'elles  aient  iine  résultante  amc^we passant 
pai  les  quatie  som.mets. 

Comme  application,  on  démontre  que  quatre  forces  appliquées  aux  quatre 
sommetîi  dun  tetiaedre,  proportionnelles  aux  aires  des  faces  opposées  et 
dirigées  noimalement  vers  ces  faces,  se  font  équilibre.  On  vérifie  que  la 
sommp  des  moments  par  rapport  à  chacune  des  sis  arêtes  du  tétraèdre  est 
luU    i  A      o 


En  effet,  soient  a,  p,  -f,  o  les  forces  appliquées  ans  sommets  A,  B,  G,  D 
du  tétraèdre, 
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ns  les  moments  par  rapport  à  l'arète  CD  ;  les  forces  -f  et  S  ont  des 
s  nuls;  les  forces  a  et  ^  ont  des  moments  de  signes  contraires.  La 
force  a  étant  dirigëe  suivant  la  hauteur  AA',  l'angle  de  n  avec  CD  est 
droit,  et  la  plus  courte  distance  de  a  à  CD  est  la  perpendiculaire  A'A°, 
abaissée  de  A'  sur  CD;  îe  moment  de  a  par  rapport  à  CD  a  donc  pour  valeur 
absolue 

a.A'A"  =  a.ÂA'".cotii.  =  A.BCD.AT.coto  =  3iVcotç, 

V  désignant  le  volume  du  tétraèdre  et  tp  l'angle  dièdre  suivant  l'arÉte  CD. 
Le  moment  de  p  a  la  même  valeur  absolue.  La  somme  des  moments  par 
rapport  à  une  arête  quelconque  CD  est  donc  nulle. 


IV.  —   APPLICATIONS.  FORCES   DANS  UN   PLAN.  FORCES 
PARALLÈLES;  CENTRES  DE  GRAVITÉ. 

106.  Forces  dans  un  plan.  —  Prenons  ce  jjlan  pour  plan  des 
xy,  nous  aurons  (évidemment 

Z  =  o,        L  =  o,        M  =  o, 
LX-i-MY  +  NZ  =  o. 

Pareoiiséquent  : 

Si  X-  +  Y^^o,  le  sjsLèine  a  une  resuUante  unique  dirigée 
suivant  l'axe  central; 

Si  X  =  o,  Y  =^  o  avec  N  ^  o,  le  système  se  réduit  à  un  couple  ; 

Si  X^=  o,  Y^o,  N  ^  o,  le  système  est  en  équilibre. 

Lorsque  N  est  nul,  les  forces  ont  une  résultante  passant  par  le 
point  O  ou  se  font  équilibre;  si  donc  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  à  deux  points  du  plan  est  nulle,  la  résultante 
passe  par  ces  points,  ou  bien  il  J  a  équilibre  ;  enfin,  si  cette 
somme  est  nulle  pour  trois  points  du  plan,  non  en  ligne  droite, 
il  y  a  nécessairement  équilibre. 

107.  Exemples.  —  i"  Prenons  dans  le  plan  des  xy'  un  polygone  quel- 
conque et  appliquons  au  milieu  de  ehacun  de  ses  côtés  et  perpendiculaire- 
ment à  sa  direction  une  force  proportionnelle  à  sa  longueur  et  dirigée  vers 
l'extérieur  du  polygone;  ces  forces  se  font  équilibre.  Nous  allons  établir 
géométrique  me  ut  cette  proposition.  Démontrons-la  tout  d'abord  pour  un 
triangle  ABC. 

Les  trois  forces  A'(K.BG),  B'(K.AC),  C'(K.AB)  sont  concourantes 
comme  étant  perpendiculaires  aux.  milieux  des  côtés  du  triangle;  de  plus, 
la  somme  de  leurs  projections  sur  un  axe  quelconque  est  évidemment 
nulle;  ces  trois  forces  se  font  donc  écjuilîbre  {fig.  71). 
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Passons  maintenant  au  cas  (l'un  polygone  quelconque.  A  l'aide  de  dia- 
gonales issues  d'un  sommet,  partageons-ie  en  triangles.  PerpendicuJaire- 
nient  aux  côtés  de  chacun  des  triangles  ainsi  déterminés  et  en  leurs  mi'- 
lieux  appliquons  une  série  de  forces  proportionnelles  à  ces  côtés  et  dirigées 
vers  l'estérieur  du  triangle  correspondant.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  ee 


système  de  forces  est  en  équilibre  :  or  au  milieu  de  chaque  diagonale  sont 
appliquées  deux  forces  égales  et  opposées;  on  peut  donc  les  supprimer  sans 
troubler  l'équilibre,  et  le  polygone  reste  en  repos  sous  l'action  des  forces 
appliquées  normalement  à  ses  côtés;  la  proposition  est  donc  démontrée. 

a"  Soit  donné  un  polygone  plan  A.BCDE  (/g-.  72),  sur  lequel  nous  déter- 
minons  un   sens  de   circulation;  appliquons  à  chaque  sommet  de  ce  poly- 


.é  qui  y  aboul 


mnclU' 


à  sa  longueur.  Si  le  polygone 
couple.  En  effet,  la  somme  des  projections  de  ces  forces  sur  un  axe  quel- 
conque est  nulle  comme  égale  à  K  fois  la  projection  du  contour  fermé 
ACCDE.  De  plus,  la  somme  des  moments  par  rapport  à  un  point  quel- 
conque O  du  plan  du  polygone  n'est  pas  nulle;  en  effet,  c'est 


N  = 


H  ne  peiu  donc  pas  y 


:  2K[surf.  OAB  -H  surf.  OBG  +  .-.], 
N=±îKsurf.(ABCDE). 
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Si  le  iiolygone  est  concave,  il  n'en  est  plu: 

5  de  mênic;  prenons 

,  en  e,fTct, 

polygone  A'B'G'D';  la   somme  des  mome 

nis  par  rappoi-i  à  » 

n  point  0 

a  plan  sera,  en  ayant  égard  à  leurs  signes, 

Il  y  a 


+  2K(9Ui-f.  D'IC  — surf.  B'IA'); 
libre  s(  les  deux  triangles  D'IC,  lî'IA'sont  équivalents. 


108.  Centre  d'un  système  de  forces  situées  dans  un  plan  et  admet- 
tant une  résultante.  —  Soit  une  figure  plane  A,  A; . . .  A,i  de  forme  inva- 
riable, aux  différents  points  de  laquelle  sont  appliquées  des  forces  Fj, 
Fa,  ■-.,  F»,  toutes  situées  dans  le  plan  de  la  figure  et  admettant  une 
résultante  R.  Déplaçons  la  figure  plane  dans  son  plan,  en  supposant  que 
les  forces  Fi,  . . . ,  F,  restent  appliquées  aux  mêmes  points  Aj,  Aj,  . . . ,  An 
de  la  figure  mobile,  et  conservent  chacune  une  grandeur  et  une  direction 
constantes,  La  résultante  R  est  alors  également  constante  en  grandeur  et 
e(l  direction,  et  passe  par  un  point  fixe  C,  invariablement  lié  à  la  figure 
mobile,  qu'on  appelle,  d'après  Mobius,  centre  des  forces  Fi,  Fa,  ...,  F„. 
Pour  le  démontrer,  on  peut  évidemment,  au  lieu  de  déplacer  la  figure  en 
laissant  aux  forces  leurs  directions  et  leurs  grandeurs,  laisser  la  figure 
immobile  en  faisant  tourner  toutes  les  forces  dans  le  même  sens  d'un 
même  angle  autour  de  leurs  points  d'application  ;  car,  dans  les  deux  façons 
de  procéder,  les  positions  relatives  de  la  figure  et  des  forces  sont  les 


Démontrons  d'abord  le  théc 


e  pour  deux  forces  Fi  et  F2  {Jîff.  73). 


Quand  on  fait  tourner  Fj  et  Fj,  d'un  même  angle  a,  autour  de  A,  et  Aj 
dans  le  même  sens,  l'angle  A1BA2  de  leurs  directions  ne  change  pas,  et  le 
point  B  décrit  une  circonférence  u  passant  par  les  points  Ai  et  Aj.  La 
résultante  R,  des  deux  forces  F»  et  Fj  est  constante  en  grandeur  et  fait 
avec  chacune  des  forces  Fi  et  F3  un  angle  constant;  car  le  parallélo- 
granume  des  forces  Fi  et  Fj  a  une  forme  invariable.  La  direction  de  la 
résultante  RBi  rencontre  donc  le  cercle  a  en  un  point  fixe  G|,  où  l'on 
peut  toujours  la  supposer  transportée,  et  celte   rcsiillaïue  tourne  autour 
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du    point   Cl  du   même   anglfi  a  que  les  forces  F,  ec  Fj  autour  de  leurs 
points  d'application. 

Si  maintenant  on  compose  de  même  Ri  avec  Fg,  ces  deux  forces  ont  une 
résultante  Rj  appliquée  en  un  point  déterminé  G,,  autour  duquel  elle  ne 
fait  que  tourner  de  l'angle  a  quand  Fi,  Fj,  F3  tournent  de  l'angle  a  autour 
de  leurs  points  d'application.  On  composera  Rj  avec  F^,  . . .,  et  l'on  arri- 
vera finalement  à  la  résultante  R  de  toutes  les  forces  proposées  appliquée 
au  centre  G  de  ces  forces. 

109.  Cas  du  couple;  direotioiis  principales.  —  Supposons  maintenant 
que  les  forces  Fi,  Fa,  . . .,  F„  {fig.  74)  forment  un  couple  :  en  déplaçant 


la  figure  dans  son  plan  et  laissant  les  forces  constantes  eu  grandeurs  et 
directions,  on  peut  toujours  amener  la  figure  dans  une  position  d'équi- 
libre. En  effet,  les  (n  — i)  forces  F^,  F3,  ...,  F„  ont  une  résultante  —F, 
qui  est  égale  et  opposée  à  F,  et  qu'on  peut  supposer  appliquée  au  centre  R, 
des  forces  Ft,  F3,  ...,  F„.  L'ensemble  de  toutes  les  forces  est  alors  rem- 
placé par  le  couple  Fi,  —  F,  dont  les  forces  sont  appliquées  aux  points  A, 
el  R,,  invariablement  liés  à  la  ligure  mobile.  Pour  amener  la  figure  à  être 
en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  la  déplace  de  manière  à  rendre  la 
droite  AiR,  parallèle  à  la  direction  fixe  F,.  On  obtient  ainsi  deux  positions 
d'équilibre  dont  l'une  se  déduit  de  l'autre  par  une  rotation  de  iBo". 
Il  existe  deux  directions  rectangulaires  OP  el  OQ  {fig.  75), 


4,-'7\ 


hîement  liées  à  la  figx 
vante  ;  lorsque  la  figure 
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libre  a  lieu,  si  l'on  décompose  chaque  force  F*  en  deux  composantes  P^ 
et  Qa  respectivement  parallèles  à  OP  et  OQ,  les  forces  parallèles  Pt  se 
font  équilibre  ei  les  forces  Q*  également.  Ces  directions  se  nomment 
directions  principales  (Môbius). 

En  effet,  la  figure  étant  amenée  dans  la  position  d'équilibre,  rapportons- 
la  à  deux  axes  rectangulaires  Os:  et  0^;  nous  aurons  les  trois  conditions 
d'équilibre 

(1)  SX^-o,         SY^-o,         ^x,Yi--\yi.X,^. 

Soit  e  l'angle  d'une  direction  DP  a^cc  03^,  la  composante  P^  de  ¥,, 
parallèlement  à  OP  est 

PA.=  Xtcos6+  ïisinO, 

et  les  projections  X;^  et  Yj  de  Pi  sur  les  axes  sont 

Xi  =  Xi.cos»e  +  YACOsesinfl,         Y^.^  X^.cosfl  sinO -=- YisinsQ. 

Les  sommes  SX*  et  SY^.  sont  évidemment  nulles;  pour  que  les  forces  P/- 
se  fassent  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  S(a;tY;.— j^X^)  soit 
nulle  aussi,  ce  qui  donne,  en  vertu  de  la  troisième  des  équations  (i), 

i!î^£(a^^XA-jiY^)-  cosaflSa7i.Y4.=  o, 

d'oii  l'on  lire  une  valeur  pour  tangîB  et,  par  suite,  deux  valeurs  pour  0 
fournissant  deux  directions  rectangulaires  OP  et  OQ.  Les  directions  prin- 
cipales se  trouvent  ainsi  déterminées.  En  les  prenant  comme  axes  coor- 
donnés on  doit  trouver  pour  tanga6  la  valeur  o;  donc,  pour  que  les  axes 
coïncident  avec  les  directions  principales,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait,  en 
supposant  l'équilibre  établi, 

Remarque.  —  Si  de  plus  S{T/iXi  —  j>'iYt}  est  nulle,  0  est  indéterminé  ; 


410.  Forces  parallèles.  —  Soit  un  corps  solide  sollicité  par  des 
forces  parallèles  à  une  même  direction  ;  appelons  a,  pj^  ^^^  cosinus 
directeurs  d'une  demi-droite  OD  parallèle  à  celte  direction,  P, , 
Pï,  . . . ,  Pn  les  valeurs  algébriques  des  forces  parallèles  estimées 
positivement  dans  le  sens  OD,  négativement  en  sens  contraire, 
et  xit,  yk-,  -S*  les  coordonnées  du  point  d'application  de  P;;.  Les 
diOërents  cas  possibles  sont  les  suivants  (n"  28). 
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i"  SP^^o.  Resullanle  «nique,  parallèle  à  la  direction  donnée, 
ayant  pour  valeur  algébrique  SP/,  et  appliquée  au  centre  des  forces 
parallèles 

i:p*  '        ''        i;Pi   '        ■=       EPi  ' 

dont  la  position  est  indépendante  de  la  direction  des  forces; 

i"  SPa=o,  avec   L2  +  M^  +  N2>o.  Couple  unique  d'ase  L, 

M,  N; 

3  ■  SP,=  o,  ^''-^  =  ^^  =  ^i^.  Équilibre, 

Equilibre  asiatique. —  Supposons  que,  le  corps  se  déplaçant, 
les  forces  parallèlesrestenlconslanles  en  grandeur,  direction  et  sens 
et  demeurent  appliquées  en  des  points  fixes  du  corps;  l'équilibre 
est  dit  asiatique  quand  il  subsiste  quelle  que  soit  l'orientation  du 
corps  ou,  ce  qui  revient  au  même,  quelle  que  soit  l'orientation  des 
forces  par  rapport  au  corps,  c'est-à-dire  quels  que  soient  a,  ^,  v. 
Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

SPa.=  o,         SP&y„,=  o,         ZPin-^  o,         ll\z,,.=  o. 

Dans  ce  cas,  le  centre  de  celles  des  forces  parallèles,  qui  tirent 
dans  un  sens,  coïncide  avec  le  centre  de  celles  qui  tirent  en  sens 
contraire,  de  sorte  que  ces  deux  systèmes  de  forces  se  font  toujours 
équilibre. 

m.  Centres  de  gravité.  —  Nous  avons  déjà  défini  le /)OiW,y  d'un 
pointmatériel  :  c'est  une  force  verticale  dont  l'intensité /j  est  égale 
à  la  masse  du  point  matériel  multipliée  par  l'accélération  g  due  à 
la  pesanteur,  accélération  qui,  en  un  même  lieu,  est  la  même  pour 
tous  les  corps.  La  direction  de  la  verticale  change  d'un  lieu  à 
l'autre;  l'observation  a  prouvé  que  la  valeur  de  g  varie  avec  la 
latitude  et  l'aliilude;  mais  ces  variations  sont  insensibles  dans 
l'étendue  d'un  corps  de  dimensions  ordinaires.  Un  corps  solide 
pesant  peut  donc  être  considéré  comme  une  réunion  d'un  grand 
nombre  de  points  matériels  liés  entre  eux  et  sollicités  par  des 
forces  verticales  parallèles  proportionnelles  à  leurs  masses.  La 
résultante  de  ces  forces,  qui  est  égale  à  leur  somme,  s'appelle  le 
poids  du  corps.  Le  point  d'application  de  celte  résultante,  ou  le 
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centre  des  forces  paraliùles,  se  nomme  spécialemenL  cenlre  de 
gravité;  il  occupe  dans  le  corps  une  position  indépendante  de 
l'orientation  de  celui-ci;  car,  lorsque  le  corps  se  déplace,  tout  se 
passe,  pour  un  observateur  entraîné  avec  lui,  comme  si,  le  corps 
restant  immobile,  les  forces  parallèles  tournaient  d'un  même 
angle  autour  de  leurs  points  d'application,  ce  qui  n'altère  pas  la 
position  du  cenlre  des  forces  parallèles.  Ainsi,  le  centre  de 
gravité  est  le  point  du  corps  par  lequel  passe  constamment  le 
poids  du  corps  quelle  que  soit  son  orientation.  Si  donc  on  fixe  le 
centre  de  gravité,  en  laissant  au  corps  solide  la  liberté  de  tourner 
autour  de  ce  point,  le  corps,  soumis  uniquement  à  l'action  de  la 
pesanteur,  reste  en  équilibre  dans  toutes  les  positions  qu'il  peut 
prendra. 

H2.  Expression  des  coordonnées  du  centre  de  gravité.  —  Soient 
m,,  m,,  ...,  m,i  les  masses,  p,,  p-^,  ..-.  p„  les  poids  des  points  ma- 
tériels qui  constituent  un  corps  solide,  {xt,  y^,  Si),QCî,  y2>  ^2),  ■■■^ 
{œ„,  yii,  z„)  leurs  coordonnées,  P  et  M  le  poids  et  la  masse  du 
corps.  On  ;!iira 

pt  ^  'ii-ff,        I'  =/'i-i- /'?  +  ■•  ■-i-pi,=  ^',§. 

Si  l'on  désigne  par  (S,  r,,  î^)  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité, on  a,  d'après  les  formules  qui  donnent  le  centre  des  forces 
parallèles, 

Pi-^Ps-T-'-'^pn  ni,-h  ini  +  ..  .-h  m,i 

ou,  sous  forme  abrégée, 


^         S/)  S/ji  '  iljo  SiiL  ^         ^P    '  '    ^'" 

On  voit,  d'après  ces  formelles,  que  la  position  du  centre  de  gra- 
vité dépend  uniquement  des  masses  des  points. 

Cette  observation  est  importante,  car  elle  permet  d'étendre  la 
notion  de  centre  de  gravité  à  des  systèmes  non  pesants.  Même, 
dans  certaines  questions  relatives  à  des  points  matériels  de  masses 
m,,  m..,  . . .,  mn  non  invariablement  liés  entre  eux,  il  est  utile 
d'introduire  le  point  dont  les  coordonnées  |,  r„  ^  sont  définies 
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par  les  formules  prccédenLes  :  ce  point  qu'Euler  proposail:  d'ap- 
peler centre  d'inertie  continue  à  porter  le  nom  de  centre  de  gra- 
vité, quoique  les  considérations  qui  conduisent  à  la  notion  du 
centre  de  gravité  ne  soient  plus  applicables.  Le  centre  de  gravité 
est  évidemment  situé  à  l'intérieur  de  toute  surface  convexe  en- 
tourant les  points  considérés  (n"  30,  Remarque'). 

Lorsque  l'on  connaît  les  centres  de  gravité  G,  et  Gs  de  deux 
parties  d'un  corps  et  leurs  masses  M,  etM^,  on  en  déduit  immé- 
diatement le  centre  de  gravité  du  corps,  car  ce  centre  est  le 
centre  des  forces  parallèles  Mj^  et  Mag-  appliquées  aux  deux 
points  Gi  et  Gg.  D'une  manière  générale,  Jorsque  l'on  connaît  les 
centres  de  gravité  G,,  G»,  . .  . ,  Gj,  de  plusieurs  parties  d'un  corps 
et  leurs  masses  Mi ,  Mj,  .  . . ,  M^,  le  centre  de  gravité  du  corps  est 
le  centre  des  forces  parallèles  M,  g,  M^^,  . . . ,  M.pg  appliquées 
aux  points  G),  G^,  .  .  .,  G^.  En  appelante,  ,_^,,  3,,a^2,yï,  2î,  . .  . , 
Xp,yp,  Zp  les  coordonnées  des  centres  de  gravité  de  ces  diverses 
parties,  on  aura  pour  les  coordonnées  ^,  r,,  X,  du  centre  de  gra- 
vité du  corps 

^^  jU,_^M,-i-...-.-Mp  ""     '  ''         SM  '  '        SM  ' 

Lorsque  l'on  veut  déterminer  le  centre  de  gravité  d'un  corps 
solide  de  forme  donnée,  par  exemple  d'une  masse  de  métal, 
on  doit  appliquer  les  formules  précédentes  à  un  corps  formé 
d'un  nombre  extrêmement  grand  de  points  matériels  situés  à 
des  distances  mutuelles  extrêmement  petites.  On  tourne  la  diffi- 
culté en  regardant  le  corps  comme  continu,  ce  qui  n'est  pas  con- 
forme à  la  réalité,  mais  fournit  une  approximation  très  suffisante 
pour  les  applications.  Nous  renverrons  le  lecteur  désireux  de  se 
rendre  compte  d'une  façon  détaillée  de  la  légitimité  de  cette  sub- 
stitution d'un  corps  continu  à  un  corps  donné  au  Chapitre  VI  de 
la  Mécanique  de  Poisson  relatif  à  l'attraction  des  corps.  Un  corps 
solide  étant  ainsi  assimilé  à  un  volume  continu,  on  le  supposera 
divisé  en  iin  nombre  infiniment  grand  de  parties  infiniment  petites 
dans  tous  les  sens,  en  plaçant  le  centre  de  gravité  de  chacune  de 
ces  parties  en  un  point  quelconque  de  sa  masse;  les  formules  qui 
donnent  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  d'un  corps  divisé 
en  parties  de  masses  M,,  Mj,  .  .  .,  Mp  contiennent  alors,  à  la  place 
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des  sommes  qui  figurent  au  numérateur  et  au  dénominateur,  des 
intégrales  triples.  Lorsqu'un  corps  a  une  épaisseur  très  petite  par 
rapport  à  ses  autres  dimensions,  on  assimile  le  corps  à  une  surface  : 
telle  est,  par  exemple,  une  feuille  de  papier  ou  de  métal  U-ès  mince. 
De  même,  il  est  des  cas  oii  l'on  peut  considérer  un  corps  comme 
réduit  à  une  ligne  :  tel  est  le  cas  d'un  fil  long  et  fin. 

Nous  indiquerons  à  la  fin  du  Chapitre  quelques  formules  pour 
la  détermination  du  centre  de  gravité  des  lignes,  des  surfaces  el 
des  volumes. 


1-13,  Exemples  d'équilibre.  —  \''  Des  forces  appliquées  aux  centres  de 
gravité  A',  B',  C,  D'  des  faces  d'un  tétraèdre  ABGD,  proportionnelles 
aucc  aires  des  faces  et  dirigées  normalement  à  ces  faces,  toutes  vers 
l'intérieur,  se  font  équilibre.  En  effet,  ces  forces  sont,  par  rapport  au  té- 
traèdre A'B'G'D'  ayant  pour  sommets  les  centres  de  gravité  des  faces  du 
premier,  dans  la  position  indiquée  à  la  fin  du  n°  103.  On  conclut  de  là  ijue 
des  forces  appliquées  aux  centres  de  gravité  des  faces  d'un  polyèdre, 
proportionnelles  aux  aires  des  faoes  et  dirigées  normalement  aux  faces, 
toutes  vers  l'intérieur,  se  font  équilibre.  Il  suffit  de  décomposer  le  po- 
lyèdre ep  tétraèdres  et  d'appliqiier  à  cet  ensemble  de  tétraèdres  nn  rai- 
sonnement identique  à  celui  qui  a  été  employé  à  la  fin  du  premier  exemple 
dunMOT; 

2°  Des  couples  dont  les  axes  sont  proportionnels  aws  aires  des 
faces  d'un  polyèdre  et  dirigés  normalement  à  ces  faces,  tous  vers 
l'intérieur,  se  font  équilibi-e.  En  effet,  la  somme  des  projections  des  ases 
de  ces  couples  sur  une  direction  quelconque  est  nulle. 

lli.  Conditions  pour  qu'on  puisse  diriger  suivant  trois,  quatre,  cinq, 
six  droites  des  forces  en  équilibre-  —  Cherchons  comment  doivent  être 
situées  dans  l'espace  trois  ou  quatre,  ou  cinq,  ou  six  droites,  pour  qu'on 
puisse  diriger  suivant  ces  droites  des  forces  se  faisant  équilibre.  Nous  fe- 
rons d'abord  la  remarque  suivante  :  lorsque  plusieurs  forces  Fi,  Fs,  ...,  F„ 
se  font  équilibre,  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  un  axe  quel- 
conque est  nulle;  donc,  si  l'on  peat  mener  un  ase  A  s'appuyant  sur  les  di- 
rections de  (rt  — i)  des  forces,  le  moment  de  chacune  de  ces  forces  étant 
nul,  le  moment  de  la  dernière  force  est  nul  aussi,  et  l'axe  i  rencontre 
également  la  direction  de  cette  dernière  force,  à  distance  finie  ou  infinie. 
Cette  propriété  a  même  lieu  pour  un  ase  A  imaginaire,  quoiqu'on  ne  puisse 
plus  parler  de  moments  par  rapport  à  cet  axe  :  en  effet,  soient  {x',y,  s') 
et  (af,  y,  z°)  deux  points  réels  ou  imaginaires,  i  l'axe  joignant  ces  deux 
points,  et  X^,  Y*,  Z*,  L*,  M*,  N*  les  projections  et  les  moments  d'une 
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force  Fi-  appliquée  au  point  ^a-,  y/,-,  Sk-  La  condition  pour  que  l'axe  i  ei  la 
force  F^.  soient  dans  un  ntême  plan  s'obtient,  d'après  les  formules  élé- 
mentaires de  ia  Géométrie  analytique,  en  écrivant  que  la  quantité 

est  nulle.  Les  forces  F„  F^,  . . . ,  F„  se  faisant  équilibre,  la  somme 

3R.i  +  31Lî4-...4-31L„ 

est  évidemment  nulle  :  si  donc  les  quantités  3ll/i,  ûlLs,  . , .,  Dltn-i  sont 
nulles,  c'est-à-dire  si  l'axe  A  rencontre  les  (n  —  i)  premières  forces,  la 
quantité  SR/;,  est  aussi  nulle,  et  l'axe  i  rencontre  aussi  la  dernière  force  à 
distance  finie  ou  infinie.  Si  le  point  x' , y',  s'est  réei,  ia  condition  311-4=  o 
signifie  que  le  moment  de  F^  par  rapport  à  ee  point  est  normal  à  a. 

1°  Trois  droites.  —  Supposons  que  suivant  trois  droites  on  ait  dirigé 
trois  forces  en  équilibre.  Tout  axe  s'appuyant  sur  deux  de  ces  droites  deiTa 
s'appuyer  sur  la  troisième.  Les  trois  droites  sont  donc  nécessairement 
dans  un  mèrne  plan  :  sideucc  d'entre  elles  sont  concourantes,  la  troi- 
sième doit  passer  par  leur  point  de  concours;  sinon,  les  trois  droites 
sont  parallèles.  Ces  conditions  sont  nécessaires.  Si  elles  sont  satisfaites, 
on  peut  évidemment  diriger  suivant  les  trois  droites  des  forces  en  équi- 
libre. 

2"  Quatre  droites.  —  Supposons  que,  suivant  quatre  droites,  D,,  Dj, 
Ds,  Dj,  on  ait  dirigé  quatre  forces  se  faisant  équilibre.  Tout  axe  i  s'ap- 
puyant sur  trois  de  ces  droites  doit  rencontrer  la  quatrième.  Si  doue  nous 
nous  plaçons  dans  te  cas  général,  où  il  n'existe  pas  de  plan  contenant  à  la 
fois  deux  des  droites,  la  surface  réglée  du  second  ordre  (hyperboloïde  ou 
paraboloïde),  engendrée  par  un  axe  A  s'appuyant  sur  trois  des  droites,  de- 
vra admettre  la  quatrième  comme  génératrice  du  même  système  que  les 
trois  premières.  On  a  ainsi  la  condition  nécessaire  indiquée  par  MBbius  ; 
il  faut  que  Di,  Dj,  Da,  D4  soient  quatre  génératrices  d'un  même  sys- 
tème d'une  surface  du  second  ordre.  Pour  établir  que  cette  condition 
est  suffisante,  nous  emprunterons  à  M.  Darbouï  la  démonstration  suivante 
(Note  insérée  dans  le  premier  volume  de  la  Mécanique  de  Despeyrous; 
Hermann,  éditeur)  : 

Prenons  sur  un  hyperboloïde  quatre  génératrices  D,,D2,D3,D4  d'un  même 
système  :  par  un  point  A  de  l'espace  {Jig.  76),  menons  des  parallèles  A,,  Ai, 
Aj,  Aj  à  ces  génératrices  ;  appliquons  sur  Ai  une  force  F;  et  soient  F', ,  F;  ,  Fi, 
les  composantes  suivant  les  droites  Aj,  Aj,  Aj  d'une  force  égale  et  contraire 
à  F't  appliquée  au  point  A.  Les  quatre  forces  F'i,  F,,  F'j,  F'j  ainsi  obtenues 
ont  évidemment  une  somme  géométrique  nulle.  Transportons  maintenant 
ces  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  sur  les  droites  Dj,  D?,  Dj,  Di  en 
Pi.  Pî,  Fa,  Fs.  Ces  quatre  nouvelles  forces  se  font  équilibre  :  en  effet, 
leur  résultante  générale  est  nulle;  leur  moment  résultant  est  donc  le  même 
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par  rapport  à  tous  les  points  de  l'espace.  Ce  moment  résultant  est  ou  biun 
nul,  ou  bien  perpendiculaire  à  toutes  les  génératrices  i.  du  second  système 
de  l'hjperboloïde,  car  chacune  de  ces  génératrices  i,  rencontrant  les  quatre 
droites  D,,  Da,  D3,  D^,  la  somme  des  moments  par  rapport  à  i,  c'est- 
à-dire  la  projection  du  moment  résultant  sur  i,  est  nulle. 


Le  moment  résultant  est  donc  nul,  puisqu'il  ne  peut  pas  être  perpendi- 
culaire à  toutes  les  génératrices  d'un  même  système  d'un  hyperboloïdc  qui 
ne  sont  pas  parallèles  à  un  même  plan.  H  y  a  donc  équilibre. 

Si  les  quatre  droites  Di,  D^,  D3,  D^  sont  des  génératrices  d'un  même 
système  d'un  paraboloïde  hyperbolique,  les  droites  auxiliaires  Ai,  Aj,  Aj, 
Ai  sont  dans  un  même  plan.  On  peut  alors,  en  procédant  comme  dans  le 
cas  précédent,  placer  sur  les  Irais  premières  droites  D,,  D,,  Da  trois  forces 
fit  fsi  /î)  dont  la  résultante  générale  est  nulle  et  dont  le  moment  résul- 
tant de  longueur  a,  le  même  pour  tous  les  points  de  l'espace,  est  dirigé 
pei-pendiculairemenl  à  toutes  les  génératrices  i.  du  second  système,  c'est- 
à-dire  perpendiculairement  au  second  plan  directeur.  On  peut  de  même 
placer  sur  Dj,  Dj  et  Dj  trois  forces  ffi,  gt>  gi<  dont  la  résultante  générale 
est  nulle  et  dont  le  moment  résultant  b  est  normal  au  second  plan  direc- 
teur, c'est-à-dire  a  môme  direction  que  a.  Si  Ton  place  sur  les  quatre 
droites  les  forces 

obtenues  en  superposant  les  forces  du  premier  système  multipliées  par  X 
à  celles  du  second  multipliées  par  [x,  la  résultante  générale  est  nulle  et  le 
moment  résultant  perpendiculaire  au  second  plan  directeur  est  Xa  ■+■  \i.b. 
On  peut  disposer  du  rapport  de  X  et  [i,  de  façon  que  ce  moment  soit  nul  : 
les  quatre  forces  se  font  alors  équilibre. 

3°  Cinq  droites.  —  Si,  suivant  cinq  droites  D,,  Dj,  Da,  D»,  Dj,  on  peut 
diriger  cinq  forces  se  faisant  équilibre,  toute  transversale  rencontrant 
quatre  d'entre  elles  doit  rencontrer  la  cinquième.  Il  existe  deux  droites 
réelles  ou  imaginaires  i'  et  i"  rencontrant  D,,   Da,    D3,    Di;    en    eifel,  les 
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CIlAriTRE    V.    —     ÉQUILIBRE    D    UM    SOLIDE.  fSg 

dioiLes  A  s'appuyant  sur  D,,  D^,  Dj  engendrent  une  surface  du  second 
ordre  S,  que  la  droite  D4  rencontre  en  deux  points  réels  ou  imaginaires  p' 
eip";  les  deux  génératrîees  de  S  du  système  i,  passant  par  ces  deux  points, 
forment  deux  transversales  rencontrant  les  quatre  droites  D],  Da,  Dj,  D4. 


Ces  deux  transversales  A'  et  4°  doivent 
donc  qu'il  existe  deusc  droites  s'appuyt 
données,  ou,  d'après  le  langage  de  la  Gé 
droites  appartiennent  à  une  congruen 
raisonnement  identique  au  précédent  (ci 
tion  est  suffisante. 

4°  Six  droites.  —  Pour  que  suivant . 
forces  se  faisant  équilibre,  il  faut  et  i 
un  complexe  linéaire. 

Employons  une  méthode  analytique  di 
des  sis  droites  D;  prenons,  dans  un  sens  déter 
longueur  i,  et  soient  a;,  p/.,  yj  les  projections  de 

as,  Xi,  [tt,  ik  ses  moments  par  rapport  aux  troi 


également  Dj.  Il  faut 

t  à  la  fois  sur  les  cinq  droites 

létrie  des  droites,  que  les  cinq 

linéaire.  On   montre,  par  un 

du  paraboloïde  ),  que  la  condi- 

;  droites  on  puisse  diriger  des 
uffit  qu'elles  appartiennent  à 


Mûbius  el  Somoff.  Sur  Tune 
un  segment  d/^  de 
;ment  sur  les  trois 
,  Ces  six  quantités. 


iA>.i 


■P4t^i4 


sont  proportionnelles  aux  quantités  que  PlUcker  appelle  les  coordonnées 
de  la  droite  D*.  Suivant  la  droite  Dt  dirigeons  maintenant  une  force  dont 
la  valeur  algébrique,  estimée  dans  le  sens  du  segment  d/;-,  soit  F^.  Les  pro- 
s  de  cette  force  seront 


3  considérées 


'^Fi,       h^k.       Ï'.F*;         J-/.Fi, 
1  fait  la  même  opération  pour  chacune 


\   Sai.FA=o, 
I   SXaF*=o, 


SiiiFi- 


Sy(.F,,=  o 
SviFi.=  o 


iime  S  étant  étendue  aux  sis  forces.  Ces  sis  équations,  étant  li- 
homogènes  en  Fj,  Fj,  F3,  Fj,  F5,  Fo,  donneront  pour  ces  quanti- 
des  valeurs  nulles,  à  moins  que  le  déterminant  des  coefficients 
soit  nul.  On  a  donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante 


\, 


Cl 
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r/lfi  DBUXIKME    PARTIE.    —    STATIQUE. 

Un  calcul  idoiititfue  montre  que,  si  le  nombre  des  droites  di 
supérieur  à  sÎ3>,  on  pourrait  toujours  diriger  suivant  ces  droili 
en  équilibre,  car  les  sis  équations  (i)  contiendraient  i 
nombre  snpérieur  à  sis. 


113.  Plan  central  dans  un  corps  solide  sollicité  par  des  forces  dont 
la  résultante  générale  n'est  pas  nulle.  —  Soit  un  corps  soiide  sollicité 
par  des  forces  dont  la  résultante  générale  n'est  pas  nulle;  supposons 
p  d'il  e,  chaque  force  conserve  une  grandenr  et 
n     n  te  appliquée  en  un  point  fixe  dans  le  corps, 

p         eraple,  pour  un  corps  solide  pesant  constitué 
d    pi  rps  aimantés  :  l'action  de  la  terre  sur  chaque 

I  pi    dont  les  forces  S' 

I  pt  q  pôles  de  l'aimai 

n    f  ante  en  grandei 

I  n    1  p      Ce  système  de  fore* 


C'est 


t  constantes  en  grandeur 

it;  le  poids  total  du  système 

r  et  direction,  appliquée  en 

M  admet  une  résultante  gé- 


;   change 


î  l'état  du 


néral    ég  1      u  p 

11  d        q  lation   du   corps   i 

corps  :  il  suffira  donc  d'étudier  l'effet  des  rotations. 

Soient  Fs  (X^.,  Y^.,  Z^)  une  des  forces.  Ai  (cci^.,yi;,  sa)  son  point  d'applica- 
tion (  fig-  77)  ;  considérons  une  droite  Op,  faisant  avec  les  ases  coordonnés 
des  angles  dont  les  cosinus  sont  a,  p,  y,  et  décomposons  chaque  force  Ft 
en  une  forcent  parallèle  à  Op  et  en  une  force  perpendiculaire.  La  valeur 
algébrique  de/it  est 

W=aXi-i-pYt  +  -fZ(.; 

e  des  forces  parallèles /)*  sont  données  ])ar 


Les  ce 

■ordonnée 

s^vi,: 

;  du 

les  formules 

(H' 

;SX  +  i 

SSY 

(0 

\r,i. 

iSX+' 

PSV 

(a^ 

ISX-+-] 

?SY 

hySZ)  =  «S3;X-HpS37Y-+-YSa;Z, 
l-VSZ)  =  aS7X-)- jî2^Y-I-y2jZ, 
l-YSZ)  =  aS^X+pS3Y-i-Y23Z, 

t  étendues  à  toutes  les  forces  du  système,  et  où  l'on 
n'a  pas  écrit  l'indice  k.  Si  l'on  fait  varier  la  direction  Op  d'une  manière 
arbitraire,  le  lieu  du  point  {\,  i\,  Ç)  est,  en  général,  un  plan  H,  dont  on  ob- 
tiendrait l'équation  en  éliminant  a,  p,  ^  entre  les  trois  équations  linéaires 
et  homogènes  ci-dessus  (i).  Ce  plan  se  nomme,  d'après  MBbius,  plan  cen- 
tral ;  il  est  fixe  dans  le  corps  quelle  que  soit  son  orientation,  car  lorsque  le 
corps  se  déplace  le  centre  des  forces  p/c,  parallèles  à  une  direction  fixe  Op, 
reste  fise  dans  le  corps.  Dans  certains  cas  particuliers,  le  lieu  du  point  Ç, 
î],  Ç  dans  le  corps  peut  être  une  droite  (ligne  centrale)  et  même  \iapoinl 
(centre  des  forces),  ce  dernier  cas  se  présentant  quand  Ç,  v;,  ^  sont  indé- 
pendants de  a,  p,  -;. 
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110.  Plans  principaux;  positions  réduites  du  corps  et  des  axes.  — 
Déplaçons  d'aboid  le  corps  de  telle  façon  que  le  plan  central  II  qui  est  in- 
variablement lié  au  corps  devienne  perpendiculaire  à  la  direction  de  la 
résultante  générale  qui  est  li\e  dans  l'espace.  Prenons  ensuite  pour  ori- 
gine 0  le  centre  des  composantes  des  forces  F^  parallèles  à  fa  direction 
de  cette  résnltante,  point  qui  se  trouve  dans  le  plan  U;  prenons  le  plan  n 
lui-même  pour  plan  de  ay^  et  pour  ase  des  s  la  normale  au  plan.  Nous 
avons,  en  laissant  pour  le  moment  les  directions  des  axes  0^  et  Oy  indé- 
terminées ainsi  que  l'orientation  du  corps  autour  de  l'iixe  Os 


SX  =  o, 


^Z  =  R, 


r  la  résultante  générale  est  parallèle  à  Os,  puis 
Sa7Z  =  o,         SjZ^o,  SaZ  =  o,         ZzX  = 


car  le  centre  des  forces  parallèles  formées  par  les  composantes  Zj,  Zj, 

Z„  se  trouve  à  l'origine,  et  le  point  î,  t,,  ï  défini  par  les  formules  (i) 
servant  à  déterminer  le  plan  central  doit  être  dans  le  plan  i^  =  o  quels  que 
soient  a,  p,  y- 

Les  projections  F',,  Fi,  ...,  F;,  des  forces  F^  sur  le  plan  n  ou  plan 
des  ay  constituent  un  système  de  forces  situées  dans  un  plan  et  formant 
un  couple  :  d'après  ce  que  nous  avons  vu  n"  109,  ou  peut,  en  faisant  tourm^r 
le  corps  autour  de  Os,  ramener  ces  forces  F'/,  à  se  faire  équilibre.  Puis,  en 
prenant  alors  pour  axes  Oa:  et  0^  les  directions  principales  du  sjsièmi; 
de  forces  Fj,,  on  aura 


La  position  du  corps  et  celle  des 
minées  {position.'!  réduites),  les  seules 
les  trois  si 


^s  étant  ainsi  déler- 
sont  pas  nulles  sont 


2a;X  =  A,         Sjï  =E 
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sOx:  et  sOy  sont  les  plan 


que  nous  désignons  par  R,  y\  el  lî.  Les  plar 
principaux  du  corps. 


HT.  Théorème  de  Miiidiiig,  —  Déplaçons  le  coips  d'une  maniéic  quel- 
conque ett  supposant  toujours  les  forces  F*  constantes  en  grandeurs  et  direc- 
tions (Jiff.  78).  Nous  allons  montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  positions 
pour  lesquelles  les  forces  F,^  admettent  une  résultante  unique  :  l'enaemblc 
de  ces  résultantes  uniques  forme  dans  le  corps  une  congruence  dont  les 
rayons  rencontrent  deu%  coniques  fixes  situées  dans  les  plans  principaux. 

Au  lieu  de  déplacer  le  corps  en  laissant  les  forces  constantes  en  gran- 
deurs el  en  directions,  on  obtient  ,les  mêmes  dispositions  relatives  du 
coips  et  des  forces  en  laissant  le  corps  immobile  et  faisant  varier  simul- 
tanément les  directions  de  toutes  les  forces  de  la  façon  suivante.  Chaque 


Fig.  ■ 


force  F(-  étant  décomposée  en  ses  trois  composantes  X*-,  Y/,,  Z(.  parallèles 
aux.  axes  cboisis  dans  le  numéro  précédent,  faisons  tourner  tous  les  trié- 
dres,  tels  que  XiTiZ^,  autour  des  points  d'application  Ak,  de  façon  que 
ces  trièdrcE  restent  parallèles  à  un  même  trièdre  trireciangle  Ox'y's'  dont 
les  arêtes  font  avec  les  axes  fixes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  a,  a.',  a"; 
P'  P'i  P";  ï'  f'i  ï'-  Les  forces  Fj  résultâmes  de  X^.,  Yt,  Z(.,  prennent  alors 
d'autres  positions  FJt  dont  les  projections  sur  les  axes  Omjz  sont 

Xi,=  aXA.-HpYA.4-YZi., 
Y;^=a'Xi+p'Y4.-HY'Z«, 

La  nouvelle  résultante  générale  R'  a  pour  projections 
(0  X'  =  f  R,         Y'  =  y'R,         7:  =  f  H, 
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Cl  le  nouveau  moment  résultant  par  rapport  au   point  0  a  pour  projec- 

{1}  I  M'=S(aiXi.  — a7tZi)=  — Aa", 

(   h'=  S(a!A-Yi-  — ^A-Xi)=  Aa'- 88, 

comme  on  le  voit  en  remplaçant  X^.Y^,  Zî  par  leurs  valeurs  et  supprimant 
les  sommes  telles  que S^Y,  ZxZ,  . . .,  qui  sont  nulles  d'après  le  choix  des 
ases.  Pour  que  dans  leurs  nouvelles  positions  les  forces  Fj.  admettent  une 
résuUante  unique,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

L'X'+M'Y'-+-N'Z'=  o, 
c'est-à-dire 

A(«'-,'''-t'«'')-B(Py"-Y3'')=o, 

ou  encore,  d'après  des  formules  élémentaires  bien  connues  qui  apprennent 
que  -f'a"—  a' y"  et  -fp"— Pf"  sont  respectivement  égaux  à  ^  et  a', 

(3)  AP  — Ba'=o. 

Cette  condition  Étant  remplie,  les  forces  ont  une  résiitlante  unique  dont 
les  équations  sont 

de  sorte  que  X',  Y',  Z'  et  L',  IVl',  N'  sont  les  coordonnées  de  la  résultante 
d'après  Plûcker. 

On  montre  comme  il  suit  que  cette  résultante  rencontre  deux,  coniques 
fixes.   En   résolvant   l'équation   (3)  et  la   dernière  des  équations  (2)  par 


Cela  posé,  les  deux  relations  évidentes 


deviennent,  si  l'on  y  remplace  les  cosinus  par  Jeurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (i),  (2)  et  (4), 


(5) 


-  B2 


I   A^—  l{i        B3        R'         ' 
relations  qui  exprime  nt  que  la  direction  de  la  résultante  appartient  à  deux 
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DEUXIEME    I 


jmplexes  du  second  degré.  Les  coordonnées  du  poîril   où  la  rtsullamn 
)Ul)e  le  plan  sO^  éiaiii 


La  deuxième  de  ces  conditions  exprime  de  même  que  le  point  d'inte 
tion  de  la  résultante  arec  zOx  est  sur  la  conique 


focale  de  la  précédente.  On  trouvera  des  développements  détaillés  sur 
cette  théorie  dans  les  Mémoires  de  Miuding  {Crelle,  t.  14  et  IS). 

118.  Axes  d'équilibre.  —  imaginons  un  corps  solide  libre  remplissant 
les  mêmes  conditions  que  pi'écédemment  :  lorsque  ce  corps  change  de  po- 
sition, les  forces  qui  le  sollicitent  restent  constantes  en  grandeur  et  direc- 
tion et  leurs  points  d'application  restent  fixes  dans  le  coi'ps.  Comme  nous 
l'avons  dit  ;  une  translation  ne  change  rien  à  l'état  du.  corps  :  il  suffit 
donc  d'étudier  l'effet  des  rotations.  Supposons  le  corps  en  équilibre 
dans  la  position  actuelle  et  posons  avec  Môhiui  {Statique,  Gbapitre  VIII) 

ZsX^l,        ZfY^m,        ZsZ^n, 

les  sommes  étant  étendues  à  toutes  les  forces.  WObius  nomme  aa^e  d'équi- 
libre une  droite  telle  que  le  corps  solide  reste  en  équilibre  quand  on  le 
fait  tourner  d'un  angle  quelconque  autour  de  cette  di'oite.  Pour  que  l'axe 
0^  soit  un  axe  d'équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait,  outre  les  sis: 
équations  d'équilibre,  les  conditions  suivantes 

(,)  F  =  o,        G  =  o,        i  +  ,»  =  o. 

En  effet,  le  corps  tournant  d'un  angle  quelconque  a  autour  de  Oz,  et  les 
axes  037,  Oy  restant  fixes,  les  projections  des  forces  no  changent  pas, 
les  coordonnées  du  point  (x,  y,  a)  du  corps  deviennent 

L'équilibre  subsistant  dans  celte  nouvelle  position,  on  doit  avoir,  quel 
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CHAPITRE    V.    —    BQtlLIBnE    D'UN    SOLIDE.  I^S 

en  ri^mplaçant  x',  y',  z'  par  leurs  valeurs,  réduisant,  puis  égalant  à  zéro  les 
coefficients  de  sinct,  cosa  et  les  termes  indépendants  de  a,  on  obtient  les 
conditions  (i).  Toute  droite  parallèle  à  O^  est  alors  un  axe  d'équilibre  r 
pour  le  vérifier,  il  suffit  de  transporter  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 
et  de  vérifier  que  les  trois  mêmes  conditions  sont  remplies.  Lai  théorie  gé- 
nérale des  axes  d'équilibre  est  proposée  comme  exercice  à  la  fin  du  Cbapitre 

119  Équilibre  asiatique.  —  On  dit  que  l'équilibre  est  asiatique  quand 
I  ub  e  quelle  que  soit  la  position  donnée  au  corps,  les  hypothèses  sur 
I  fo  e  ant  les  mêmes  que  dans  le  numéro  précédent.  Il  faut  pour  cela 
qu  ba  un  des  trois  axes  coordonnés  Ox,  O^,  Oz  soit  un  axe  d'équi- 
I  b  e  c  es  à-dire  que  l'on  ait,  avec  les  six  conditions  d'équilibre,  les  six 
ond     o        uivantes 

F  =  o,        G  =  o,        H  =  o,        /  =  o,        w  =  o,        n  =  o. 

Ces  conditions  nécessaires  pour  l'équilibre  asiatique  sont  suffisantes  :  en 
effet,  si  elles  sont  remplies,  les  composantes  des  forces  parallèlement  à 
chacun  des  trois  axes  sont  séparément  en  équilibre  asiatique,  comme  on 
le  voit  en  comparant  les  conditions  ci-dessus  avec  celles  que  l'on  a  trouvées 
pour  l'équilibre  asiatique  d'un  système  de  forces  parallèles  (n°  110).  On 
trouvera  des  développements  étendus  sur  cette  question  dans  le  Mémoire  de 
M.  Darboux  sur  Véquilibre  asiatique,  dans  une  Note  de  M.  Darboux 
placée  à  la  fin  de  la  Mécanique  de  Despeyrous,  et  dans  les  Mécaniques 
de  Somoff  et  de  Moigno  (leçons  de  Cauchy)  auxquelles  nous  avons  fait 
plusieurs  emprunts. 


VI.  —  CORPS  SOLIDES  ASSUJETTIS  A  DES  LIAISONS. 

120.  Méthode.  —  La  méthode  générale  (jue  nous  emploierons 
consiste  à  regarderies  corps  comme  libres,  en  introduisant  comme 
inconnues  auxiliaires  les  réactions  provenant  des  liaisons  qui  leur 
sont  imposées,  réactions  que  î'on  noTcivae  foi-ces  de  liaison. 

121.  Corps  ayant  un  point  fixe.  —  Imaginons  un  solide  ayant 
nn  point  O  fixe,  autour  duquel  il  peut  tourner  Librement.  Dési- 
gnons par  F|,  Fj,  . . . ,  Fn  les  forces  qui  agissent  sur  ce  solide.  Un 
tel  corps  est  ce  que  l'on  peut  appeler  un  levier  dans  le  sens  le  plus 
général  du  mot.  Nous  cherchons  donc  les  conditions  d'équilibre 
d'un  levier. 

Le  corps  solide  exerce  sur  le  point  fixe  une  pression  R  {fig-  79); 
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en  verUi  du  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  le 
point  fixe  exerce  sur  le  corps  une  réaction  Q  égale  ei  directement 
opposée  à  R,  de  sorte  que  le  corps  solide  peut  être  considéré 


comme  libre  sous  l'action  des  forces  F,,  F^,  ,..,  F,,,  Q.  Si  le 
corps  est  en  équilibre,  c'est  que  les  n  premières  forces  onl  une 
résultante  unique,  égale  et  directement  opposée  à  Q  ;  la  condition 
d'équilibre  est  donc  que  les  forces  données  aient  une  résaUante 
unique  passant  par  le  point  fixe.  Celte  condition  est  suffisante, 
car,  en  remplaçant  les  forces  appliquées  au  corps  par  cette  résul- 
tante, celle-ci  est  détruite  par  la  résistance  du  point  fixe  qui  déve- 
loppe une  réaction  égale  et  directement  opposée. 

Nous  pouvons  retrouver  analjtiquement  ces  résultats  ;  prenons 
des  axes  rectangulaires  passant  par  le  point  fixe  O;  désignons 
par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  projections  de  la  résultante  générale  et 
du  moment  résultant  par  rapport  à  l'origine  des  forces  F  appli- 
quées au  corps  solide,  et  par  X',  Y',  Z'  les  projections  de  la  réac- 
tion Q  du  point  fixe;  les  conditions  d'équilibre  seront 

(i)  X-i-X'  =  o,         Y-i-Y'=  o,         Z-^Z'=o 

(2)  L  =  o,        JI  =  o,        N  =  o; 

les  équations  (2),  ne  contenant  pas  la  réaction,  sont  les  condi- 
tions nécessaires  de  l'équilibre;  elles  expriment  d'ailleurs  que  les 
forces  F  appliquées  au  corps  se  réduisent  à  une  force  unique  pas- 
sant par  l'origine.  Les  équations  (i)  montrent  alors  que  la  réac- 
tion (X',  Y',  TJ)  est  égale  et  opposée  à  celte  résultante  (X,  Y,  Z), 
qui  n'est  donc  autre  que  \a pression  sur  le  point  fixe. 

Prenons  le  cas  particulier  d'un  levier  soumis  à  deux  forces  seu- 
lement Fi,  F^;  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  ces 
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forces  soient  tenues  en  équilibre  par  la  rcaclion  Q  du  point  0. 
Les  trois  forces  F,,  F^,  Q  devant  se  faire  équilibre,  tl  faut  c[ue 
F, ,  Fa  soient  dans  un  même  plan  avec  O  et  que  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  F,,  Fj  par  rapport  à  O  soit  nulle;  c'est  la  con- 
dition élémentaire  bien  connue  de  l'équilibre  du  levier. 

J22.  Corps  ayant  wx  axe  flKe.  —  Soient  F,,  F-^,  ...,  F„  les 
forces  qui  agissent  sur  le  corps  solide;  celui-ci  exercera  sur  les 
divers  points  de  l'ase  des  pressions  P',  P",  P"',  . . . ,  et  l'axe  exer- 
cera à  son  tour  des  réactions  Q',  Q",  Q'" Le  corps  pourra 

être  considéré  comme  libre,  mais  sollicité  par  les  forces  Fi,  F^, 
. . . ,  F„,  Q',  Q",  ....  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut,  en  par- 
ticulier, que  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces,  par  rap- 
port à  l'ase  fixe  que  nous  prenons  pour  axe  des  s,  soit  nulle.  El 
comme  les  moments  des  réactions  Q',  Q",  ...  sont  nuls,  il  faut 
que  l'on  ait 

N  =  o. 

C'est  une  condition  nécessaire  de  l'équilibre.  Elle  est  suffisante; 
en  effet,  si  elle  est  remplie,  les  forces  se  réduisent  à  une  résultante 
générale  OR,  qui  est  détruite  par  la  résistance  de  l'axe  et  un 
couple  dont  l'axe  OG  est  perpendiculaire  à  O;,  puisque  N  est  nul. 
On  peut  faire  tourner  ce  couple  dans  son  plan,  de  façon  que  son 
bras  de  levier  coïncide  avec  l'axe;  alors  les  forces  o<p'  qui  le  consti- 
tuent, étant  appliquées  en  des  points  de  l'ase,  sont  détruites  par 
sa  résistance^  le  corps  est  donc  bien  en  équilibre. 

Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  donne  les  conditions 
d'équilibre  d'un  treuil. 

Calculons  maintenant  les  réactions  de  l'axe.  On  peut  toujours 
admettre  que  la  fixité  de  l'axe  a  été  obtenue  en  rendant  invariables 
deux  de  ses  points,  O,  O',  Ces  points  exerceront  sur  le  solide  des 
réactions  Q',  Q™.  Prenons  le  point  O  pour  origine.  Désignons 
par  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  mêmes  éléments  que  précédemment,  et 
par  X',  y,  Z',  X",  Y",  Z"  les  projections  des  réactions  Q',  Q".  Soit  h 
la  distance  00'.  Nous  aurons  les  conditions  d'équilibre  (Jîg.  80) 

X  +  X'-i-  X"  =^  o,        Y  -h  Y'  -t-  Y"=  o,        Z  H-  Z'  -h  Z"  -=  o  ; 
L- AÏ"=o,        M-^hX'^o,        N  =  0. 

La  dernière  de  ces  équations  est  indépendante  des  réactions; 
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c'esl  ia  condition  nécessaire  el  suffisante  de  l'équliibre.  Les  deu: 
équations  précédentes  donnent  X"  et  Y".  Portant  alors  dans  le 


deux  premières,  on  calcule  X'  et  Y';  mais  '1!  et  71 
jetties  qu'à  la  condition  unique 


et  ii  est  imjiossible  de  calculer  coniplèlement  les  réactions. 

Au  point  de  Yue  physique,  les  réactions  Q',  Q"  sont  cependant 
bien  déterminées;  mais  les  solides  naturels  ne  possèdent  pas  les 
propriétés  que  l'on  suppose  aux  corps  solides  en  Mécanique  ra- 
tionnelle :  ils  sont  déformables  et  leur  déformation  met  en  jeu 
des  forces  élastiques;  en  tenant  compte  de  ces  forces,  on  peut 
déterminer  complètement  les  réactions. 

123.  Corps  tournant  autour  d'un  axe  et  glissant  le  long  de  l'axe. 
—  Dans  ce  cas,  les  réactions  Q',  Q",  Q'",  ...  de  l'axe  sur  le  corps 
sont  normales  à  l'axe  :  en  prenant  l'axe  pour  axe  Os,  on  a  les 
deux  conditions  d'équilibre 


i2-4.  Corps  s'appuyant  sur  un  plan  fixe. 

1°  Cas  d'un  seul  point  d'appui.  —  Considérons  d'abord  le 
cas  où  le  corps  ne  s'appuie  que  par  un  point  sur  le  plan  fixe;  le 
plan  exerce  sur  le  corps  une  réaction  normale,  si  nous  supposons 
que  le  corps  peut  glisser  sans  frottement.  Le  corps  peut  être  con- 
sidéré comme  libre,  mais  soumis  aux  forces  F, ,  F;;,  . . .,  F„,  qui 
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agissent  directement  sur  lui,  et  à  cette  réaction  Q.  Pour  que  le 
corps  soit  en  équilibre,  ilfaiilque  les  forces  F  aient  une  résultante 
unique,  égale  et  directement  opposée  à  Q  {fig.  81),  c'est-à-dire 


que  les  forces  données  aient  une  résultante  passant  par  îe  point 
d'appui,  normale  au  plan  et  dirigée  de  façon  à  appliquer  le  corps 
sur  le  plan.  Ces  conditions  sont  évidemment  suffisantes,  car,  lors- 
qu'elles sont  remplies,  la  résultante  ne  peut  déterminer  aucun 
glissement  et  est  détruite  par  la  fixité  du  plan  qui  développe  une 
réaction  égale  et  opposée  Q.  11  serait  aisé  de  retrouver  analjti- 
quement  ces  résultats. 

2"  Cas  de  plusieurs  points  d'appui  en  ligne  droite.  —  Admet- 
tons que  le  corps  s'appuie  sur  le  plan  fixe  par  des  points  A|, 
Aa,  . . . ,  Aj,  de  la  droite  Ox.  En  tous  ces  points,  le  plan  exerce 
des  réactions  normales  Q,,  Qj,  ...,  Qp,  toutes  dirigées  dans  le 
même  sens  {Jig-  82).  Ces  forces  ont  une  résultante  Q  normale  au 


Fig.f 


plan,  dirigée  dans  le  même  sens,  et  dont  le  pc 
tombe  sur  Ox  entre  les  points  extrêmes  A,,  A^. 


nt  d'application 
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Pour  que  l'équilibre  ait.  lien,  il  faut  que  les  forces  données 
fassent  équilibre  aux  réactions  du  plan,  c'est-à-dire  qu'elles  aient 
une  résultante  unique,  normale  au  plan,  dirigée  de  façon  à  appli- 
quer le  corps  sur  le  plan,  et  dont  le  prolongement  rencontre 
Ox  en  un  point  situé  entre  A,  et  Aj,.  Ces  conditions  nécessaires 
sont  suffisantes,  car  cette  résultante  peut  alors  être  décompo- 
sée en  deux  autres,  normales  au  plan  et  appliquées  en  deux 
points  d'appui  ;  ces  forces  seront  détruites  par  la  résistance  du 
plan. 

Pour  exprimer  analj'tiquement  ces  conditions,  nous  prendrons 
pour  axe  des  x  la  droite  Ox,  l'axe  des  z  normal  ait  plan  et  situé 
du  même  côté  que  le  corps  par  rapport  à  ce  plan.  Toutes  les  réac- 
tions Qi ,  Qî,  , . . ,  Qp  sont  alors  positives.  Les  équations  d'équi- 
libre sont 

X  =  o,        Y--=o,        Z  +  Qi+Q,+  ,..^-Q,,=  o; 
L  =  o,         M  — «iQi  — ajQî...  — n,,Qj,  r^o,         I\  =  o, 

en  désignant  par  «,,  «j,  . . .,  Op  les  abscisses  des  points  d'appui. 
Quatre  de  ces  équations,  qui  sont  indépeadaiites  des  réac- 
tions, expriment  des  conditions  nécessaires  d'équilibre;  elles 
montrent  que  les  forces  données  doivent  avoir  une  résultante 
unique  normale  au  plan  des  xy  et  rencontrant  l'axe  des  X.  La 
troisième  équation  nous  montre  que  Z  doit  être  négatif",  c'est- 
à-dire  que  la  résultante  doit  être  dirigée  de  façon  à  appliquer  le 
corps  sur  le  plan.  Soit  x  l'abscisse  du  point  où  la  résultante  ren- 
contre Ox.  Son  moment  par  rapport  à  Oy  sera  M  ^  —  x7^  ;  on 
devra  donc  avoir 

a-Z -I- «1  Qi  +  (tîQj -I- . . .  ^  <ipQ„  =  o, 

d'où  l'on  tire,  en  remplaçant  'L  par  sa  valeur, 

_  aiQ|-HaiQi-t-...-i-a;,Q,, 

et  celte  quantité  est,  comme  on  sait,  comprise  entre  les  deux 
valeurs  extrêmes  m,  et  «y,,  car  les  quantités  Q,,  Qj,  . ..,  Q^  sont 
positives;  le  prolongement  de  la  résultante  rencontre  donc  Ox 
entre  les  points  d'appui  extrêmes. 
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Les  l'éacLioiis  da  plan  doivent  maintenant  vérifier  les  deux 
éqnaLious 

Z^      Q,-i-      Q.+  ...+      Q„  =  o, 
M_<i,Q,-«,Q,-.,.-<ï^Qp  =  o. 

S'il  nV  a  que  deux  points  d'appui,  elles  donnent  les  deiis  réac- 
tions. S'il  y  a  plus  de  deux  points  d'appui,  les  réactions  ne  sont 
pas  déterminées  par  ces  deux  relations.  On  les  déterminerait  com- 
plètement en  introduisant  des  considérations  d'élasticité. 

3"  Cas  général.  —  Supposons  que  le  corps  solide  repose  sur 
le  plan  fixe  par  une  série  de  points  A, ,  A^,  .  ,  .  ,  Ap  non  en  ligne 
droite.  Le  pian  exerce  des  réactions  normales  Qi,  Q^,  .  . .,  Q^, 
qui  ont  une  résultante  unique  Q,  car  elles  sont  toutes  dirigées 
dans  le  même  sens  et,  d'après  ce  que  l'on  a  vu  sur  la  composition 
des  forces  parallèles,  le  point  où  cette  résultante  perce  le  plan  est 
situé  à  l'intérieur  de  tout  polygone  convexe  qui  renferme  tous  les 
points  d'appui;  en  particulier,  îl  est  à  l'intérieur  du  polygone  de 
sustentation,  polygone  convexe  dont  les  sommets  sont  des  points 
d'appui  et  qui  renferme  tous  les  autres.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre, 
il  faut  que  les  forces  données  fassent  équilibre  à  la  résultante  Q; 
il  faut  donc  que  les  forces  F  aient  une  résultante  unique  normale 
au  plan,  dirigée  de  façon  à  appliquer  le  corps  sur  le  plan  et  qui 
le  traverse  à  l'intérieur  du  polygone  de  sustentation.  Ces  condi- 
tions sont  suffisantes,  car,  dans  ces  liypothèses,  on  pourra  toujours 
décomposer  cette  résultante  en  trois  forces  normales  au  plan  et 
appliquées  à  trois  des  points  d'appui,  forces  qui  seront  détruites 
parla  résistance  du  plan. 

Prenons  toujours  le  même  système  d'axes;  le  corps  pouvant 
être  considéré  comme  libre,  mais  soumis  à  l'action  des  forces  F|, 
Fa,  .  .  .,  F,„  Qi,  Qs)  ■  ■  ■.  Qp!  les  conditions  d'équilibre  seront, 
en  désignant  par  «,,  b^,  a-,,  b-,^  ...  les  coordonnées  des  poiots 
d'appui. 


X  =  o,        Y  =  u, 

N  =  o^ 

Z^     Q,+     Q>+. 

•  •*     Q,,-' 

L  +  6,Q,+  i!Qs+. 

,  +  4„Q„  = 

M-o.Q.-o.Q,-. 

..-<.„Q„  = 

Les  équations  (i),  étant  indépendantes  des  réactions,  cx[ii-ii 
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une  condition  nécessaire  d'équilibre  :  c'est  que  les  forces  données 
aient  une  résultante  unique  normale  au  plan;  en  effet,  la  quantité 
LX  -1-  MY  +  NZ  est  nulle,  et  l'on  ne  peut  avoir  Z  ;=  o,  sans  quoi 
toutes  les  réactions  seraient  nulles,  puisqu'elles  ne  peuvent  être 
que  positives  ou  nulles.  Dans  ce  cas  particulier,  où  toutes  les  réac- 
tions seraient  nulles,  Z,  L  et  M  seraient  nuls,  il  y  aurait  équilibre 
entre  les  forces  directement  appliquées.  En  écartant  ce  cas  d'équi- 
libre évident,  on  voit  que  les  forces  F,,  . . .,  F„  doivent  avoir  une 
résultante  normale  au  plan;  il  faut,  en  outre,  que  Z  soit  négatif, 
comme  ïl  résulte  de  la  première  des  équations  (2),  et  que  la  résul- 
tante unique  perce  le  plan  des  xy  a  l'intérieur  du  polygone  de 
sustentation,  condition  que  l'on  déduirait  des  deux  dernières  équa- 
tions (2).  S'il  n'y  a  que  trois  points  d'appui,  les  équations  (2) 
permettent  de  déterminer  les  trois  réactions.  S'i!  y  en  a  plus,  il 
faut  tenir  compte  de  l'élasticité  des  corps. 


4°  Application.  —  Pour  montrer  comment  on  peut  déterminer  les  con- 
ditions auxiliaires  d'équilibre,  nous  traiterons  le  cas  d'une  table  reetangii- 
laire  reposant  par  quatre  pieds  sur  un  plan  horizontal. 

Soit  AiAjAaAt  cette  table,  sur  laquelle  nous  placerons  des  corps  quel- 
conques. Soit  P  le  poids  total  de  ces  corps  et  de  la  table  et  A  le  point 
où  la  verticale  du  centre  de  gravite  perce  la  lable  dcsignons  par  Bj,  Bj, 
Bj,  Bs  (Jig,  83)  le«  pjints  d  appui     pienons  le  plan  horizontal  fixe  pour 
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plan  dc5  xy,  le  centre  du  rectangle  de  sustentation  pour  oi'iginc  et  des 
axes  des  a;  et  des  y  parallèles  aux  côtés  de  ce  rectangle  ;  les  coordonnées 
des  points  d'appui  B),  Bj,  B3,  Bj  sei-ont  respectivement  (a,  6),  (a,  — h), 
( —  a,  —  ô),  ( —  a,  i).  Soient  xy  les  coordonnées  de  A;  désignons  par  Qj, 
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Q„  Q„  q,  les  r, 

éacti< 

)tis  Ju  sol.  Nous  écrirons  d'abord  les  coi 

rate^  d'équilibre 

(0 

:  qui 

i 

1 

se  réduisent  ici  à 

Qi4-    Q=-4-    Q3+    Qi-P     =0, 

Four  avoir  une  nouvelle  condition,  nous  admettrons  que  le  sol  n'est  pas 
absolument  rigide  et  qu'il  cède  en  chaque  point  d'une  quantité  très  petite 
proportionnelle  à  la  pression  qu'il  subit  ;  désignons  par  £,,  Sj,  ej,  ei  les  quan- 
tités dont  les  quatre  pieds  pénètrent  dans  le  sol,  nous  aurons  par  bypothèae 


le  point  0  considéré  successivement  comme  milieu  de  BjBj  et  BjB., 
abaissé  de 


(J)  Q,-Q,  +  Q,-Q.  =  o. 

S'il  y  avait  eu  p  points  d'appui,  en  écrivant  qu'ils  sont  restés  dans  un 
même  plan  après  la  déformation  du  sol,  on  aurait  eu  p —  3  conditions, 
qui,  jointes  aux  trois  équations  générales,  auraient  permis  de  déterminer 
toutes  les  réactions. 

Dans  notre  cas  particulier,  les  équations  ([)  et  (î),  résolues  par  rapport 
à  Qi,  Qî,  Qs,  Qi,  donnent  pour  ces  quantités  les  valeurs 


Qi h;  il  faut  que  ces  valeurs  soient  positives,  ce  qui  revient  à  dire  que 

le  point  A  doit  se  trouver  à  l'intérieur  du  losange  ayant  pour  sommets  les 
milieux  des  côtés  de  la  table.  Si  le  point  A  se  trouvait  à  l'extérieur  de  ce 
losange,  du  côté  de  Aj,  par  exemple  {^^.  83),  la  réaction  Qj  serait  négative 
et  les  trois  autres  positives;  cela  étant  impossible,  on  admet  que  le  piedBj 
ne  porte  plus  sur  le  sol  et  l'on  calcule  les  réactions  Qi,  Qi,  Qj,  comme  si  la 
table  ne  reposait  que  sur  trois  pieds,  ce  qui  revient  à  supposer  Qj  =  o 
dans  les  équations  (i). 

125.   Plusieurs  corps   solides.  —  Pour  trouver  les    conditioiis 
d'équilibre  du  système  form6  par  plusieurs  corps  solides  assiijeltis 
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à  des  liaisons  muiuelles,  od  peut  employer  la  méthode  suivante. 
On  exprime  que  chacnn  des  corps  du  système  est  en  équilibre 
sous  l'action  des  forces  qui  lui  sont  direclemeat  appliquées  et 
des  réactions  des  autres  corps  sur  lui,  ces  dernières  forces  élant 
soumises  à  la  loi  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction.  Nous  ne 
traitons  pas  ici  d'application  de  cette  méthode  ;  nous  ^ferrons  plus 
loin  (Chapitre  VII)  que  le  principe  des  vitesses  virtuelles  fou  rnit 


méthode    hic 
questions. 


plus    rapide    pour   résoudre   ces   ; 


de 


,  prenons  deux  points  PetP'(>^.  84) 

irc  PP';   le  rapport  r^  est  la  den- 

rapport   est  indépendant  de  la  position 


des  points  P  et  P',  on  dit  que  la  ligne  AB  est  homogène.  S'il  est  va- 
riable, on  appelle  densité  de  la  ligne  au  point  P  la  limite  p  de  la  densité 
moyenne  de  l'arc  PP'  quand  P'  tend  vers  P,  La  densité  p  au  point  P 
variant  avec  la  position  du  point  est  une  fonction  du  paramètre  qui  déter- 
mine la  position  de  P  sur  la  courbe.  Soit  ds  un  élément  de  courbe  infini- 
ment petit  comprenant  le  point  P  de  coordonnées  x,  y,  z  :  la  masse  dm 
de  cet  élément  est  pcfs,  et  l'on  a,  en  appelant  M  la  masse  totale  de  la 
courbe,  ï,  r,,  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 

M  =  fpds,         Mt  =  f^pds,         Mv]  =  fypds,         M;=  /  ^p./.s. 

Quand  la  ligne  est  homogène,  p  est  constant,  ia  masse  M  est  alors  p/, 
l  désignant  la  longueur  de  la  courbe,  et  l'on  a 


ii^Jxd,,  Ir,^-   fr< 


^r-"- 
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127.   Théorème    de   Guldin. 
homogène 


égale  à  la  longueur 
que  décrit  le 


-   L'aire   engendrée  par    une   courbe 
situé  dans  son  plan,  gui  ne  la  tra~ 
de  la  courbe  multipliée  par  la 
^-  gravité  de  la  courbe  supposée 


En  effet,  rapportons  la  courbe  plane  à  1 
comme  axe  Oce  et  à  une  perpendiculair 
pour  ordonnée  y,  engendre  en  tournant  i 
l'on  peut  assimiler  à  la  surfaee  latérale  d'u 


,se  de  rotation  (/^.  84)  pris 
0^.  Un  élémeni  ds ,  ayant 

n  élément  superficiel  dk,  que 
tronc  de  cône 


dk  =  3  Ti:y  ds  ; 

'"fy"-  =  " 


ce  qui  démonire  le  théorème. 

Si  l'axe  traversait  la  courbe,  l'expression  trouvée  pour  A  représenterait, 
non.  la  surface  totale,  mais  la  différence  des  surfaces  engendrées  par  les 
portions  de  la  courbe  situées  de  part  et  d'autre  de  l'aKC,  car  dans  l'inté- 
grale A  ViAémtnx.yds  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  l'élément  ds  est 
au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe. 


l'on  élément  de  la  surface  d'ai 
'élément tf.  La  densité  p  delà 

n  point  P  est  la  limite  du  rapport  —  quand  cr  est  ui 


i.  Surfaces.  ~  Soit  nt  la  m 
Drt  —  est  la  densité  inoyeni 


élément  super- 
ficiel injimment  petit  entourant  le  point  P.  En  général,  p  est  une  fonc- 
tion des  deux  paramètres  qui  définissent  la  position  du  point  P  sur  la 
surface.  Quand  p  est  constant,  la  surfaee  est  dite  homogène. 

Soit  rftr  un  élément  superficiel  infiniment  petit  entourant  le  point  P  de 
coordonnées  a:, y,  s;  la  masse  dm  de  cet  élément  est  pdi,  et  l'on  a,  en 
appelant  M  la  masse  totale,  ï,  ï],  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 

M=ffpd^,  M^=  Ç  fxi^di,  Ur,=   f Çyçd^  ,  M!^=   CCspch. 

Quand  la  surface  est  homogène,  p  est  constant,  la  masse  M  est  pS, 
S  désignant  l'aire  de  la  surface,  et  l'on  a 

s..//.*,       s,=fp.,.,       H^-Jj^^.. 


129,  Aires  planes,  —  Prenons  le  plan  de  l'aire  pour  plan  desay;  la 
coordonnée  X,  est  alors  évidemment  nulle.  L'élément  dci  aura  différentes 
expressions  suivant  le  système  de  coordonnées  employé;  par  exemple,  en 
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coordonnées  polaires /■  et  S,  rfo  doit  être  pris  égala  rdrdfy 
cartésiennes  d'angle  «,  dn  est  égal  à  dwdyùao.,  ...  En  pi 
a  une  aire  plane  homogène  rapportée  à  des  coordonnées 
tangulaires,  les  formules  deviennent 

S  =  i   i  dxdy,         ^\—  i  j  xdxdy ,  Si-,  =  j  j  ydxdf. 

formules  dans  lesquelles  on  peut  toujours  effectuer  une  intégration. 

•130.  Théorème  de  Guldin.  —  Le  volume  engendré  par  une  aire 
plane   tournant  autour  d'un   axe   situé   dans  son  plan   et   qui  ne  la 

traverse  pas  est  égal  à  l'aire  donnée,  multipliée  par  la  circon- 
férence   décrite  par    le    centre    de    gravité   de    cette    aire,   supposée 

homogène. 

Un  élément  dxdy  de  l'aire  S  engendre  par  sa  rotation  autour  de  l'axe 
03'  un  élément  de  volume,  qui  est  la  différence  des  volumes  des  cylindres 
engendrés  par  les  rectangles  ABGD,  A'B'GD{7Î^.  85),  c'est-à-dire  aux 
infiniment  petits  du  troisième  ordre  près 

1-^  y  dxdy, 
donc  Je  volume  V  est 

V  =;  'i t:  /     \  y dx dy  ■=  O.T.-r^  S , 


Remarquons  que,  si  l'ase  traversait  la  courbe,  la  formule  ci-dessus 
représenterait  la  différence  des  volumes  engendrés  par  les  portions  d'aire 
situées  de  part  et  d'autre  de  Ox. 

Gomme  généralisation  de  ce  théorème,  nous  signalerons  d'importantes 
recherches  de  M.  Kœnigs  sur  les  volumes  engendrés  par  un  contour 
{Journal  de  M.  Jordan,  i.  V;  i88g),  recherches  qui  donnent  une  appli- 
cation nouvelle  de  la  théorie  des  ■vecteurs. 
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CUVPITUE    V.    —    EOUILIBIIE    D    UN    SOLIDE.  1^7 

131.  Volumes,  ~  Dans  un  corps  solide,  prenons  un  volume  v  compre- 
nani  une  masse  m;  le  rapport  —  esl  dit  densité  moyenne  de  ce  Yolume. 
Lorsque  ie  volume  v  tend  vers  zéro  et  se  réduit  à  un  point  P,  nous  admet- 
tons que  le  rapport  —  tend  vers  une  limite  p,  qu'on  nomme  densité  au 
point  P.  Celte  quantité  p  est  une  fonction  des  coordonnées  du  point  P  ; 
quand  p  esc  constant,  on  dit  que  le  corps  est  homogène. 

La  masse  dm  d'un  élément  de  volume  dv  entourant  le  point  P  de  coor- 
données x,y,  3  est  prfc.  On  a  donc,  en  appelant  M  la  masse  totale,  les 
formules 

»-///'""■■   «'"fff"-"-    "■'■-JJ.h-'-   '^^'JJh'"- 

Si  le  corps  est   homo^rène  et  a  pour  volume  V,  M  est  égal  à  pV  et  l'on  a 

L'espression  de  dv  dépend  du  système  de  coordonnées  employées  :  en 
coordonnées  cartésiennes  obliques,  il  faut  prendre  di>  égal  à  kdœdydz, 
en  désignant  par  k  le  volume  du  parallélépipède  dont  les  arêtes,  parallèles 

pace  r,  6,  tp,  on  a  pour  dv  i' expression  r^drsia^d^d<^,  elc. 

Dans  le  cas  d'un  corps  homogène,  on  pourra  toujours  commencer  par 
eiFectuer  l'une  des  trois  intégrations  et  ramener  les  intégrales  triples  à  des 
intégrales  doubles. 

EXERCICES. 

1.  Si  11  forces  concourantes  se  font  équilibre,  leur  point  commun  d'application 
est  le  centre  de  gravité  de  n  points  tte  masses  égales  placés  à  leurs  extrémités 
{  Leibnitz  ). 

2.  Positions  d'équilibre  d'un  point  libre  M  attiré  par  des  centres  fixes 
O, ,  Oj, . . . ,  O,  en  raison  inverse  de  la  distance.  Il  existe  une  fonction  des  forces 
log  MO,.  MO,.. .  M0„.  Cliaque  position  d'équilibre  0'  esl  le  centre  des  moyennes 
distances  des  inverses  des  points  0^  par  rapport  k  Q'.  Quand  les  points  O^  sont 
dans  un  même  plan,  les  positions  d'équilibre  sont  les  racines  de  la  dérivée  d'un 
poljnûme  en  s  ayant  pour  racines  les  quantités  imaginaires  représentées  par  les 
points  O,  (Chables).  (  Voir  F.  Lucas,  Comptes  rendus,  1879  et  1888.) 

3.  Soit  un  point  M  en  équilibre  dans  une  position  déterminée  A  sous  l'ac- 
tion de  forces  déterminées  P, ,  P, - .  -,  P„;  sur  APj  on  prend  un  point  Oj  tel  que 
AOi  =  (  APi  Y,  h  tt  il  désignant  des  constantes  {v^~  1}.  Démontrer  que  la  fonc- 
tion MÔ^'  +  MOr'  -!-■■■  +TSÔ^'^'  est  maximum  ou  minimum  quand  le  point 
M   coïncide   avec    la  position   d'équilibre  A.   Si   c=  — 1,    il    faut    remplacer 
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cette  fonction  par  logMÔ,.  MO,....   MÔ„.  Si  ;;  =  i,  le  point  A  eM  Je  centre  des 
moyennes  «distances  des  points  O,., 

4.  Positions  d'équilibre  d'un  point  pesant  mobile  sans  frottement  sur  une  hé- 
lice tracée  snc  un  cylindre  de  révolution  d'axe  vertical  et  attiré  par  un  point  de 
l'axe  pro portion nell en I en t  i  la  distance. 

Réponse.  —  Une  position  d'équilibre  stable. 

5.  Positions  d'équilibre  d'un  point  M  mobile  sans  frottement  sur  une  circonfé- 
rence de  rayon  a,  sollicité  par  une  force  dont  la  direction  passe  par  un  point 
Tiïe  .\  de  la  circonférence  et  dont  ta  valeur  algébrique  estimée  en  prenant  AM 

ÂM 

Réponse.—  Trois  positions  d'équilibre  :  deux  pour  lesquelles  AM  =  a,  une  pour 
laquelle  AM  =  3a;  les  deux  premières  stables,  la  troisième  instable. 

6.  Étant  donnée  tine  force  F  dont  les  projections  X,  T,  Z  dépendent  de  x,y,  s, 
trouver  une  surface  S  telle  qu'un  point  mobile  sans  frottement  sur  cette  surface 
et  soumis  à  l'action  de  F  soit  en  équilibre  dans  toutes  les  positions  sur  la  sur- 
face S. 

Répùnse.  —  S'il  existe  un  facteur  intégrant  [i  tel  que  l'on  ait 

'^{Hd^  +  Ydy  +  Zdz)  ^  df{x.y,z); 


les  surfaces  cherchées  i 

iont/(ic,y,s)  =  const.;s'ilexist 

e  une  fonction  de  forces, 

les  surfaces  cherchées  sont  les  surfaces  de 

niveau. 

6  bis.  Trouver  de  m 

émc  des  courbes  su 

r  lesquelles  I 

e  point  est  en  équilibre 

dans  toutes  les  positioi 

13. 

(Ces  courbes  existen 

t  toujours  :  elles  soi 

it  assujetties  i 

1  vérifier  l'équation 

y^dx-¥Ydy  + 

Zrf=  =  o, 

qui  permet  de  prendre 

:  arbitrairement  ^  c 

tyenfonctio, 

1  d'un  paramétre  q  et  de 

déterminer  ensuite  s.) 

7.  Un  point  M  sollicité  par  une  force  F  peut  glisser  sans  frottement  sur  une 
courbe  fixe  dont  les  coordonnées  sont  exprimées  en  fonction  d'un  paramétre  q. 
On  mène  à  cette  courbe  la  tangente  MT  dans  le  sens  des  g  croissants.  Démontrer 
que  le  cosinus  de  l'angle  TMF  a  le  signe  de  la  fonction  appelée  Q  (n°  96);  en 
conclure  que,  pour  qu'une  position  d'équilibre  g  =  q,  soit  stable,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  fonction  Q  s'annule  en  passant  du  positif  au  négatif  quand  q  atteint 
et  dépasse  la  valeur  g,. 

8.  Positions  d'équilibre  d'un  point  mobile  M  posé  sur  la  surface  extérieure  d'un 
ellipsoïde  et  repoussé  par  un  point  fixe  P  proportionnellement  à  la  distance.  (Le 
point  M  pouvant  quitter  la  surface  vers  l'extérieur,  il  faut  tenir  compte  du  signe 
de  1.  Si  P  est  extérieur  à  l'ellipsoïde,  une  position  d'équilibre  instable;  s'il  est 
intérieur,  pas  de  position  d'équilibre.  Géométriquement,  le  problème  revient  à 
mener  du  point  P  des  normales  à  la  surface;  il  faut  ensuite  choisir  parmi  les 
pieds  des  normales.) 

9.  Un  point  mobile  sur  une  parabole  y'—  2px  =  o  est  attiré  par  un  point  lise 
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{a,  b)  (lu  plan  de  la  coiirbe  pTOportionneliement  à  la  distance.  Positions  d'équi- 
libre. Stabilité.  On  a 

Les  ordonnées  des  positions  d'équilibre  (pieds  des  normales  issues  de  o,  1/)  sont 
les  valeurs  de  j'  annulant  la  fonction*  {y)=  [i  la  — —  )-+  (6— J')'  valeurs 
que  l'on  trouverait  en  cherchant  à  rendra 


esprimée   eu  fonction  dey.  Il  y  a  stabilité  quand  cette  fonction  est  maxiniiim. 

10.  Aux  trois  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle,  on  attache  des  fils  élastiques  dont 
les  longueurs  naturelles  sont  «,  p,  v;  on  les  allonge  pour  les  attacher  ensemble  en 
un  nœud  et  l'on  suppose  que  la  force  élastique  de  chaque  fil  est  proportionnelle 
à  son  allongement  par  unité  de  longueur  (  par  exemple,  jx  étant  l'allongement  du 
premier  fil,  sa  force  élastique  est  —  ;  k  est  le  même  pour  les  trois  fils).  Quelles 
relations  faut-il  établir  entre  les  trois  longueurs  a,  p,  y  pour  que  la  position 
d'équilibre  du  nœud  se  trouve  au  centre  de  gravité  do  triangle? 

11.  Un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  étant  rapporté  à  des  axes 
obliques,  démontrer  que  les  six  équations  d'équilibre  gardent  la  mCmc  forme 
qu'en  coordonnées  rectangulaires 

2x...,    2''-°'    1^^"'    I.i^A- ■'•'■>=' 

IS.  Si  l'on  considère 
gone,  on  applique  per| 
portionnelles  k  ces  C' 
résultante  perpendicul 

13.  Si  plusieurs  for 
réduisent  à  un  couple, 
mités  de  ces  forces  co' 
aux  points  d'applicatic 

14.  Étant  donné  un  polygone  gauche  fermé  P,  on  dirige,  suivant  les  câcés  de  ce 
polygone,  dans  un  même  sens  de  circulation,  des  forces  égales  aux  cùtés.  Démon- 
trer :  1°  que  ces  forces  se  réduisent  à  un  couple;  2°  que,  si  l'on  construit  dans  le 
plan  de  ce  couple,  un  polygone  K  dont  l'aire  soit  la  moitié  du  moment  du  couple, 
la  projection  de  P  sur  un  plan  quelconque  a  même  aire  que  la  projection  de  n 
sur  le  même  plan  (Guiohard  )  ? 

15.  Étant  donné  un  qaadrilatère  plan  convexe  ABCD,  diriger  suivant  les  côtés 
de  ce  quadrilatère  quatre  forces  se  faisant  équilibre  (voir  Mobitjs,  Statique, 
§29). 

16.  Sur  une  planchette,  on  a  fixé  deux  aiguilles  aimantées  dont  les  lignes  des 
pAlcs  de  longueur  o  et  6  se  coupent  ù  angle  droit  en  leurs  milieux.  La  planchette 
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flottant  sur  un  liquide  immobile,  trouver  ;  l'sa  position  d'équilibre;  s"  les  direc- 
tions principales  (n»  109).  On  sait  que  l'action  de  la  terre  sur  une  aiguille  aimantée 
régulièrement,  c'est-à-dire  n'ayant  que  deui  pùlea  et  une  ligne  neutre,  se  réduit 
à  un  couple  don    I      t  constantes  en  grandeur  et  direction  et  appli- 

quées aux  pôles  d     1  O     appellera,  dans  l'exercice  proposé,  P  la  valeur 

3  de  la  p    3  1         ontale  des   deux  forces  du  couple  agissant  sur 

e  a,  Q  i    mém    q  é  pour  l'aiguille  b.  Les  forces  P  et  Q  sont  dirigées 


n.  Quand  un       p       I  d  ollicité  par  deus  forces  appliquées  en  des  poii 

fixes  dans  le  corps,  constantes  en  grandeur,  direction  et  sens,  il  existe  toujoi 
an  axe  parallèle  à  une  direction  donnée  tel  que,  en  fixant  cet  axe,  !e  corps  si 
en  équilibre  indifférent  dans  toutes  les  positions  qu'il  peut  prendre  (Mobids). 


18.  Qnand  un  corps  est  en  équilibre  astatique,  si  l'o' 
des  forces  parallèles  à  une  direction  donnée,  on  obtient  un  système  de  forces 
parallèles  en  équilibre.  Le  centre  de  celles  de  ces  forces  parallèles  qui  ont  un 
sens  déterminé  corncide  avec  le  centre  de  celles  de  ces  forces  parallèles  qui  ont 
le  sens  opposé. 

19.  Considérons  un  corps  solide  sollicité  par  des  forces  appliquées  en  des  points 
fixes  du  corps,  constantes  en  grandeur,  direction  et  sens.  Quelles  sont  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'on  puisse  amener  ce  corps  à  être  en  équi- 
libre astatique  par  l'adjonction  d'une  seule  force,  appliquée  en  un  point  fixe  P, 
constante  en  grandeur,  direction  et  sens? 

SX     ~    £Y    ~     X.7- 

et  deux  proportions  analogues  dans  lesquelles  x  serait  remplacé  par^  ou  z.  Le 
point  P  eïiate  alors  et  se  nomme  centre  des  forces  du  système.  Dans  ce  cas,  les 
coordonnées  du  point  |,  T|,  Ç,  calculées  dans  le  numéro  115,  sont  indépendantes 
de  a,  3,  Y  :  ce  point  est  précisément  le  point  P. 

20.  Chercher  de  même  les  conditions  pour  qu'il  existe  une  ligne  centrale, 
c'est-à-dire  pour  que  le  point  %,-i;,t,  du  numéro  115  décrive  une  droite.  Dans  ce 
cas,  on  peut  toujours  ajouter  au  système  deux  forces,  de  façon  à  réaliser  l'équilibre 

21.  Lorsque  le  point  %,  n,  (,  décrit  elfectivement  un  plan  (plan  central),  on 
peut  ajouter  trois  forces,  de  façon  à  établir  l'équilibre  astatique. 

3!.  Un  corps  solide  est  mobile  autour  d'un  point  fixe  et  sollicité  par  des  forces 
appliquées  en  des  points  invariables  du  corps,  constantes  en  grandeur  et  direc- 
tion. Quelles  conditions  doivent  remplir  ces  forces  pour  que  le  corps  soit  en 
équilibre  dans  toutes  les  positions  qu'il  peut  prendre  autour  du  point  O  (équi- 
libre astatique  du  levier)? 

23.  Même  question  en  supposant  le  corps  mobile  autour  d'un  axe  fixe. 

24.  Même  question  en  supposant  qu'il  puisse  tourner  autour  d'un  ase  et  glisser 
le  long  de  cet  axe. 
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!ô.  Un  corps  solide,  mobile  autour  d'un  point  ou  d'un  axe  fixe,  est  sollicité 
par  des  forces  constantes  en  grandeur  et  direction  appliquées  en  des'points^inva- 
riables  du  corps,  trouver  les  positions  d'équilibre  du  eorp s.  {  Foy es  les  exercices  27; 
voyez  aussi  MoiaNo,  Leçons  de  Mécanique  analytique,  d'après  Cauchy,  p.  334 
et  suiv.) 

26.  Étant  donné  un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  et  un  trièdre 
quelconque  OP,  OQ,  OS,  on  décompose  chaque  force  F;  en  trois  composantes p^, 
q^,  Sti  parallèles  au*  arêtes  d h  trièdre,  et  l'on  appelle  A  le  centre  des  forces  paral- 
lèles pj,  et  ^  =  "Lpf  leur  résultante,  B  celui  des  forces  q^,  C  celui  des  forces  s^, 
q  et  s  leurs  résultantes  Démontrer  que  le  produit  de  la  surface  du  triangle  ABC 
par  le  volum  du  p  ail  lép  p  de,  ayant  pour  arêtes  p,  q,  s,  est  constant,  quelle 
que  soit  l'ori  du         d  e  OPQS  (Mindtm). 

27.  Eseerci  l  I  me  de  Mînding.  —  i°  Une  droite  quelconque  A, 
s'appuyant  si  I  I  luques  focales  trouvées  dans  le  n"  117,  étant  choisie, 
démontrer  q  1  uu  p  tion  du  corps  (c'est-à-dire  un  système  de  valeurs 
des  neuf  cosinusj  poui  laquelle  les  forces  ont  une  résultante  unique  dirigée 
suivant  i.  (Il  faut  remarquer  que,  les  axes  mobiles  devant  pouvoir  coïncider  avec 
les  axes  fixes,  le  déterminant  des  neuf  cosinus  égale  -t- 1;  il  est  commode  d'ex- 
primer les  cosinus  i  l'aide  des  angles  d'Euler.) 

a°  Par  un  point  P  quelconque  du  corps,  on  peut  mener  quatre  droites  s'ap- 
puyant sur  les  deux  coniques  focales  :  il  existe  donc  quatre  positions  du  corps, 
pour  lesquelles  les  forces  admettent  une  résultante  passant  par  un  point  P  du 

3=  Si  les  forces,  agissant  sur  un  solide,  restent  co  t  °r     d  d      ■- 

tion  et  appliquées  en  des  points  fixes  dans  le  sol  d  d    pi  f  se 

réduisent  k  un  couple,  il  existe  quatre  positions  d    i    I  b      d  p 


(En  etfet.  1 

es  forces  étant  FF            F     appliq 

P 

tsA    A 

^,.. 

les  forces  F„ 

F.,...,  F                     é      tan        é 

1 

R  égl 

PP 

é    à  F,. 

D'après  ce  qui  précèd       1               q            p 

sd 

P     1 

1  q 

Iles  les 

forces  F„  F„ 

...,F„                   é    i                 q 

Rp 

P 

'  p 

A    du 

corps.   Ces  quatre   po                         1         é    d      n 

e      d 

P 

d 

q    Ibe, 

puisque,  dans 

i  chacune  d   11       fl       F              g    es 

e  d 

m 

(    PP 

) 

Les  théorèmes  précéd                1        d  n    1      ca 

1     pi 

gè  éra        SI 

f     es 

ont  des  positi 

ions  part.„„.. ., peut 

etr^au 

„ 

.  devenir 

même  infini. 

28.  Axes  d'équilibre.  —  Un  corps  étant  en  équ 

ilibre 

dans  h 

1  position 

actuelle, 

on  demande. 

en  faisant  les  liypoUiéses  du  n"  118, 

si  ce 

eorps 

admet  un 

axe  d'é- 

quilibre. 

(Solution. 

-  Il  suffit  de  chercher  s'il  existe  i 

^n  ax< 

E  d'équilibre  Os 

'  passant 

par  0  :  pour 

cela,  on  rapporte  le  système  à  trois 

nouve 

:aux  ay 

:es  OiT',  Oy,  Oz-, 

faisant  avec  11 

!s  anciens  des  angles  dont  les  cosinus 

sont  0 

',  a',  "' 

;  P,  P',  r; 

T.ï'.r, 

l'on  évalue  les  quantités  F',  G',  H',  /', 
n  pose,  pour  abréger, 


,n  +  n=/.        n^! 
appelle/,  §■',/('  les  quantités  a 
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on  arrive  au  résultat  suivant.  Considérant  la  forme  quadratique 

♦  («,«',»■)  =/»■+«»"+«»■•-■■'»'»'- »<:»•" -""■"■'. 

Pour  que  l'axe  Oî',  défini  par  les  cosinus  y,  f',  f",  soit  un  ase  d'équilibre,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'on  puisse  déterminer  ï,  ï',  Y  par  les  équations 


29.  Soient  des  points  matériels  de  masses  m„  m„  ...,  ni„,  M  la  somme  de  & 
masses,  G  leur  centre  de  gravité,  A  un  point  arbitraire;  démontrer  les  deu 
relations 


30.  Centres  de  gravité  de  lignes  homogènes.  Arc  de  cercle.  —  La  distance 
du  centre  de  gravité  au  centre  du  cercle  est  une  quatrième  proportionnelle  entre 
l'arc,  le  rayon  et  la  corde. 

Arc  de  chaînette  >  =  °  {'•~  +e  j  —  Le  et  Un  le  ,i  vite  d'un  arc  AB  a 
même  abscisse  que  le  ptmt  de  concouts  des  tangentes  aui  CJ-trémités  A  et  B.  Si 
le  point  A  est  le  sommet  de  la  tourbe  I  ordonnée  du  centre  de  gravité  est  la 
moitié  de  I  ordonnée  du  point  ou  la  normale  en  B  lencontie  Oy. 

31.  Anes  planes  homogems  —  Si  une  aire  plane  homogène  admet  un  dia- 
mètre rectiligne  conjugue  d  unt  lertaine  diieitioii  le  coides  1  centre  de  gravité 
est  sur  ce  diamètre 

Exemples  Centre  de  g/avile  d,.  /  aire  d  un  liiang/o  (il  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité  de  mas^s  égales  placéea  aux  trois  -commets);  d'un  trapèze 
(il  est  situé  sur  la  droite  joignant  les  milieux  de»  bases  È  et  B,  et  divise  cette 
droite  dans  le  rapport  de  îB  +  6  à  aft-h  B). 

Centre  de  gravité  d'une  portion  de  plan  limitée  par  an  arc  de  chaînette  AB, 
l'axe  des  m,  base  de  la  chaînette,  et  les  deux  ordonnées  des  points  A  et  B, 
(  L'abscisse  du  centre  de  gravité  est  égale  à  celle  du  centre  de  gravité  de  l'arc  AB  ; 
son  ordonnée  est  égale  à  la  moitié  de  celle  du  centre  de  gravité  de  l'arc.) 

32.  Aires  non  hontogènes.  Centres  de  percussion.  —  Soit  une  aire  plane  S  ;  con- 
sidérons une  droite  AA'  de  son  plan  et  supposons  que  la  densité  p  soit  propor- 
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lionnelle  à  ia  distance  6  de  ce  point  i  la  droite  \.V.  Le  centre  de  gravité  G  de  la 
surface  matérielle  ainsi  définie  est  appelé  ie  centre  de  percussion  de  cette  surface 
par  rapport  à  l'aie  AA'.  Ce  point  se  présente  dans  la  théorie  des  percussions  ;  il  se 
présente  aussi  en  Hydrostatique.  Démontrer  que  le  centre  de  percussion  G  et  l'ase 
AA'  forment  un  système  de  pùles  et  polaires  par  rapport  à  une  conique  fixe  ima- 
ginaire, ayant  pour  centre  le  centre  de  gravité  de  l'aire  S  supposée  homogène. 

33.  Aires  courf/es  homogènes,  —  Soient  S  une  portion  d'aire  sphérique  de  rayon 
B,  s  sa  projection  sur  un  plan  diamétral  et  5  la  distance  du  centre  de  gravité  de 
l'aire  a  ce  plan;  démontrer  la  formule 


3i.  Volumes  homogènes.  —  Si  un  volume  homogène  admet  un  plan  dianiclral 
conjugué  d'une  certaine  direction  de   cordes,   le   centre   de  gravité   est  dans  ce 

EïEMPLKS  ;  Tétraèdre  {le  centre  de  gravité  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  do 
quatre  masses  égales  placées  aux  quatre  sommets).  Cylindre  tronque  (le  centre 
de  gravité  est  au  milieu  de  la  droite  parallèle  aui  génératrices,  joignant  les 
centres  de  percussion  des  deux  bases  par  rapport  à  la  droite  d'intersection  des 
plans  des  deux  bases). 

35.  Soient  trois  axes  obliques  Oay,  Oy  O-  désignons  par  S,  l'aire  de  la  sec- 
tion faite  dans  un  solide  homogène  par  un  plan  paiallele  au  plan  ieOy;  par 
ï',  ïi'j  s  les  coordonnées  du  centre  de  gravLté  de  cette  aiie  supposée  homogène; 
démontrer  que  le  centre  de  gravité  du  solide  t  poui  ucidjonées 

\\  =  k   f'?,.Mdz,         \T,-=k   Ç    S^r  d^  \,  =  li  Ç  's^zdz, 

Za  et  z,  désignant  les  ordonnées  z  des  plans  limitant  le  solide,  V  le  volume  du 
5olide(V  =  fr  /  S;rf;l  et  ft  le  volume  du  parallélépipède,  dont  la  base  paral- 
lèle au  plan  des  xy  a  l'unité  pour  surface  et  dont  l'arête  parallèle  à  0.!  a  pour 
longueur  l'unité. 

n  tranches  infiniment  minces  par  des  plans  parallèle 


36.  De  là  résulte  que,  si  les  centres  de  gravité  des  sections  planes  parallèles 
sont  dans  un  planjime,  le  centre  de  gravité  du  solide  est  aussi  dans  ce  plan. 
Si  les  centres  de  gravité  des  sections  se  déplacent  sur  une  droite,  le  centre  de 
gravité  du  volume  est  sur  cette  droite.  Cette  dernière  circonstance  se  présente 
ponr  la  partie  d'on  solide  de  révolution  comprise  antre  deux  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe,  et  pour  le  volume  limité  par  une  surface  du  second  ordre  et  deux 
plans  parallèles. 

37.  Si  l'aire  S,  est  une  fonction  du  second  degré  de  =,  on  a,  en  désignant  par 
S„  S,,  <j  les  aires  des  deux  bases  du  solide  et  de  la  section  èquidistante  des  bases. 
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iGii  DEUXIEME  PARTIE.  — STATIQUE. 

les  disLances  du  centre  de  gravité  du  volume  aux  deux  bases  S,  et  S,  sont  eutio 
elles  comme  S,  +  a  o  cs[  â  S„h-  a  rr.  Ces  formules  s'appliquent  aux  troncs  do  pyra- 
ramide  et  de  cône,  aun  segments  des  surfaces  réglées  compris  entre  des  plans  pa- 
rallèles. 

38.  Dans  les  solides  que  nous  venons  de  citer,  on  a  ce  théorème  :  Le  centre 
de  gravité  du  solide  est  te  centre  de  gravite'  de  trois  masses,  placées  aux  cen- 
tres de  gravité  des  deux  bases  et  de  la  section  moyenne,  et  égales  respective- 
ment aux  aires  des  bases  et  au  quadruple  de  l'aire  de  la  section  moyenne. 
(D.inuûUi.  Note  de  la  Mécanique  de  De^peyrous,  p.  383-381^.] 


y  Google 


CHAPITRE  VI. 

SïSTÈMES  DÉFORMABLES. 


132,  Principe  de  solidification ,  —  Nous  avons  étudié,  jusqu'à 
présent,  les  condilions  d'équilibre  d'un  corps  solide,  c'est-à-dir(i 
d'un  système  de  forme  invariable.  Imaginons  un  sj'stème  matériel 
dont  les  diEférenles  parties  sont  liées  les  unes  aux  antres  d'une 
certaine  façon,  mais  non  d'une  façon  invariable  :  le  système  est 
alors  déformable.  Nous  pourrons,  pour  tous  ces  systèmes,  énoncer 
la  proposition  suivante,  qu'on  appelle  quelquefois  principe  de 
solidification  et  qui  est  un  cas  particulier  du  premier  principe 
énoncé  dans  le  n"  97. 

Quand  un  système  déformable  est  en  équilibre,  les  forces  ex- 
térieures {c'est-à-AiTe  les  forces  autres  que  les  réactions  miiluelles 
des  différentes  parties)  qui  lui  sont  appliquées  satisfont  aux 
conditions  d'équilibre  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide. 
En  efiet,  le  système,  étant  en  équilibre,  y  restera  évidemment  si 
l'on  relie  les  points  matériels  les  ims  aux  autres  d'une  manière 
invariable,  c'est-à-dire  si  l'on  solidifie  le  système.  Les  forces 
extérieures  doivent  se  faire  équilibre  sur  le  corps  solide  ainsi 
constitué  ;  elles  satisfont  donc  aux  six  équations  générales  de 
l'équilibre.  Ces  conditions,  nécessaires,  ne  sont  pas,  en  général, 
suffisantes. 

I.  —  POLYGONE  FUNICULAIRE. 

133.  Définition.  —  On  appelle  ainsi  un  système  de  points  ma- 
tériels M,,  Ma,  .  . .,  M„,  chacun  d'eu\  étant  relié  au  suivant  par 
un  cordon  flexible  et  inextensible.  Les  différents  sommets  du  po- 
lygone sont  soumis  à  des  forces  F) ,  Fa ,  .  ,  .  ,  F„ ,  sous  l'action 
desquelles  la  figure  peutprendre  une  certaine  position  d'équilibre 
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l66  DEUXIÈME    P.VUTIE.    —    STATIQUE. 

qui  sera  nn  polygone  plan  ou  gauche;  nous  allons  clievclicr  les 
conditions  de  cet  équilibre. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  il  n'y  aurait  que  deux  points  M, , 
Ma,  et  deux  forces  Fj,  Fj  ;  d'après  le  principe  de  solidification, 
l'équilibre  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  forces  F,,  F^,  qui  agis- 
sent sur  M),  Ml,  sont  égales  et  directement  opposées.  Cette  con- 
dition, nécessaire,  n'est  pas  suffisante  ;  il  faut,  en  outre,  que  ces 
forces  soient  dirigées  de  façon  à  tendre  le  cordon.  Si  elles  étaient 
dirigées  de  façon  à  rapprocher  les  deux  points,  l'équilibre  serait 
évidemment  rompu  :  pour  maintenir  l'équilibre,  il  faudrait  alors 
remplacer  le  cordon  par  une  tige  rigide  {fig-  86). 


13i.  Tension.  —  L'équilibre  ayant  lieu,  prenons  sur  Je  cordon 
M,  Ma  un  point  quelconque  A  et  isolons  la  portion  M,  A  :  le  cordon 
Ml  A  obtenu  est  en  équilibre  ;  or  il  n'est  sollicité  que  par  la  force 
F,  et  par  l'action  de  la  portion  AMs  du  fil  ;  il  faut  donc  que  cette 
action  puisse  se  remplacer  par  une  force  égalé  et  directement  op- 
posée à  F, .  Cette  force  est  appelée  tension  du  cordon  en  A  ;  elle  est 
égale  en  valeur  absolue  à  F,  ;  elle  est  la  même  en  tous  les  points 
du  cordon.  La  portion  AM^  est  de  même  en  équilibre  sous  l'action 
de  Fa  et  de  la  tension  appliquée  en  A  dans  le  sens  AM,  ;  enfin 
une  portion  quelconque  AB  du  fil  est  en  équilibre  sous  l'action 
des  tensions  appliquées  à  ses  deux  extrémités  dans  les  sens  ÂÎM, 
etBMa. 

En  généra],  si  l'on  considère  une  portion  quelconque,  par 
exemple  FMaM^M^MoQ  d'un  polygone  funiculaire  en  équilibre, 
obtenue  en  coupant  les  cordons  M2M3  et  MqM,  en  P  et  Q,  elle 
peut  être  regardée  comme  élantenéquilibresousraction  des  forces 
directement  appliquées  aux  sommets  M3,  M.i,  Mj,  Ma  {Jig-  87)  et 
des  tensions  des  côtés  PM3,  M9Q  appliquées  en  P  et  Q  dans  les 
sens  M3P  et  M^Q.  Ces  forces  et  ces  deux  tensions  satisfont 
donc  aux  conditions  d'équilibre  de  forces  appliquées  à  \\n  corps 
solide. 

Par  exemple,  si  les  forces  F3,  F,,  Fn,  Fj  ont  une  résultante 
unique  R,  il  y  aura  équilibre  entre  les  tensions  des  côtés  extrêmes 
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MaP  et  MnQ  el  cette  vésiiltanlc  :  les  deux  oôlés  extt'èines  se  cou- 
peront donc  en  un  point  de  k  résultante  R  (ii"  111). 


135.  Equilibre  du  polygone  funiculaire.  Polygone  de  Vari- 
gnon.  —  Considérons  un  polygone  funiculaire  en  équilibre  sou.s 
l'action  de  forces  appliquées  en  ces  différents  sommets.  Pour  éviter 
toute  confusion  sur  le  sens  des  tensions,  appelons  T,^  ,.j.,  la  tension 
ducôléM;l\l,-+i  portée  sur  ce  côté  dans  le  sens  M,M,-^.|  et  T,-_j,i,,-  la 
même  tension  portée  en  sens  contraire,  de  telle  sorte  que  T,',/4.i 
et  T,.j_|^,- soient  deux  forces  égales  et  directement  opposées. 

Supposons  que  l'on  coupe  les  cordons  MjMs  et  M6M7  en  P 
et  Q  et  que  l'on  considère  la  partie  PMjMiM^MoQ  du  polygone 
funiculaire  ;  cette  partie  est  en  équilibre  sous  l'action  des  ten- 
sions Tj^a  et  Tb^;  appliquées  aux  points  P  et  Q  et  des  forces  don- 
nées Fj,  F,,,  Fa,  Ffl  agissant  sur  les  sommets  intermédiaires.  Le 
point  Mj  considéré  comme  libre  est  sollicité  par  la  force  Fg  et 
les  deux  tensions  Ta, s,  T^^^  des  cordons  attachés  à  ce  point  :  ces 
trois  forces  sont  donc  en  équilibre  ;  de  même  te  point  M.,  est  en 
équilibre  sous  l'action  de  la  force  directement  appliquée  Fi  el 
des  deux  tensions  T,,^3,  T^^^  des  cordons  attachés  à  ce  point  ;  et 
ainsi  de  suite.  On  aura  donc  les  conditions  d'équilibre  en  expri- 
mant qne  chaque  sommet  est  en  équilibre  sous  l'action  de  !a 
force  qui  lui  est  appliquée  et  des  tensions  des  cordons  aboutissant 
à  ce  sommet. 

Ces  conditions  se  résument  d'une  manière  simple  dans  la  con- 
struction suivante  qui  conduit  au  polygone  de  Varignon.  Par  un 
point  arbitraire  A,  menons  un  vecteur  AA^  égal  et  parallèle  à  la  ten- 
sion Tj^a  du  premier  côté  considéré  et  par  le  point  A;,  un  vecteur 
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Aï  A.,1  identique  à  Fj  :  puisque  les  trois  forces  Tj^a,  Fj  ot  'i\,i  se 
fonl  érjuilibre,  le  vecteur  A3A  fermant  le  triangle  AÂ2Â3  est  égal 
et  parallèle  à  Ta  ^4,  et,  par  suite,  le  vecteur  A  A3  est  identique  à  Tj,  3. 
Maintenant,  comme  les  forces  Tj^j,  Fi  et  ïi^s  se  font  équilibre, 
si  par  le  point  Aj,  extrémité  d'un  vecteur  AA,  égal  et  parallèle 
à  ï.,,3,  on  mène  un  vectenr  A3  A.,  identique  à  F.i,  le  vecteur  A,  A 
est  identique  à  Ti,s  et  le  vecteur  de  sens  contraire  AA,  est  iden- 
tique à  Tg^,,  ;  on  continue  ainsi  de  proche  en  proche  et  l'on  arrive 
finalement  à  mener  le  vecteur  A^A^  égal  et  parallèle  à  F^  et  le 
vecteur  AA^  identique  à  la  dernière  tension  T,_p. 

En  résumé,  pour  que  la  partie  considérée  { voir  Jtg-  8^) 
PMaMiMjMBQ  du  polygone  funiculaire  soit  en  équilibre,  il  faut 
et  il  suffit  qu'en  portant  bout  à  bout  des  vecteurs  A^Aa,  A3A1, 
A.iAs,  A5A0  égaux  et  parallèles  aux  forces  F,,  F^,  F3,  Fo  appli- 
quées aux  sommets,  on  puisse  trouver  un  point  A  tel  que  les  vec- 
teurs AAa,  AA3,  A.\,,,  AAi,  AAfl  soient  parallèles  à  PM^,  M3M,,. 
M,  Mg,  iVIjMo,  MoQ  et  dirigés  en  sens  contraire  de  ces  cordons  ; 
celte  dernière  condition  résulte  de  ce  qu'un  vecteur  tel  que  A  Aj  est 
identique  à  la  tension  T,^3,  laquelle  est  dirigée  dans  leseosMaM,. 

Ces  conditions  sont  suffisantes  :  car,  si  elles  sont  remplies, 
chaque  sommet  M,-  est  en  équilibre  sous  l'action  de  la  force  F,-  et 
de  deux  tensionsï/, ,■_,,  ï,-, /+,  respectivement  égales  aux  vecteurs 
AA,-_.,,  A/A. 

Le  moment  résultant  des  tensions  extrêmes  Tj^o,  Te,--  ^^  '^^^ 
forces  Fj,  F^,  F^,  F^  est  alors  nul,  ainsi  que  le  moment  résul- 
tant de  chaque  force  F,-  el  des  deux  tensions  T,-^,_|,  T,-,,^.,  appli- 
quées au  poini  M,-.  En  considérant  les  moments  des  forces  el  des 
tensions  par  rapport  à  un  même  point,  on  aurait  donc  des  vecteurs 
avec  lesquels  on  pourrait  construire  un  pokgone  analogue  à  celui 
de  Varignon. 

Il  peut  arriver  que  toutes  les  conditions  d'équilibre  soient  rem- 
plies, sauf  celles  qui  sont  relalives  aux  sens  des  tensions  par  rap- 
port aux  côtés  ;  alors  certains  côtés  sont  comprimés  au  lien  d'être 
tendus  et  l'équilibre  ne  subsiste  pas.  Pour  le  maintenir,  il  fau- 
drait remplacer  ces  côtés  par  des  ban-es  rigides  pouvant  résister 
à  la  compression, 

136.    Couditions  aux  limites.  ^  Les  conditions  d'équilibre  que 
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nous  venons  d'indiquer  doivent  ôLre  remplies  par  une  porlion 
quelconque  du  polygone.  Les  sommets  eslrêmes  du  polygone  fu- 
niculaire peuvent  élre  assujettis  à  des  conditions  de  différentes 
natures  appelées  conditions  aux  limites. 

i"  Les  extrémités  sont  libres.  —  Il  peut  se  faire  que  le  poly- 
gone funiculaire  M,  M» . .  .M„.  soit  libre  dans  l'espace,  les  extré- 
mités M,  et  M„  étant  libres  et  sollicitées  par  des  forces  connues 
F|  et  F„,  Supposons,  pour  simplifier,  n  =  o,  le  polygone  étant 
MiMjMsMiMs.  Alors  les  tensions  des  côtés  extrêmes  M.Ms  et 
M4  Mj  sont  connues  ;  en  effet,  M,  est  en  équilibre  sous  l'action  de 
F,  et  de  la  tension  T,^^  '■  cette  tension  est  donc  égale  et  opposée 
à  F,.  De  même  T^^i  est  égale  et  opposée  à  F^.  Si  l'on  construit  le 
polygone  de  Varignon  correspondant  au  polygone  funiculaire 
total,  le  premier  côté  A\,  sera  égal  et  parallèle  à  F,,  le  deuxième 
AiAa  égal  et  parallèle  à  F^,  . . .,  le  dernier  A,  A5  égal  et  parallèle 
à  F5  {Jig'-  88).  Le  polygone  ainsi  construit  est  le  polygone  des 


forces  F|,  Fo,  F^,  F.i,  F^  ;  ce  polygone  doit  se  fermer  :  A^;  doit 
coïncider  avec  A,  car  les  forces  F*  remplissant  les  conditions 
d'équilibre  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide,  leur  résultante 
générale  est  nulle.  Les  tensions  telles  que  T/i^,^/i  sont  égales  et 
parallèles  aux  diagonales  Ai*  du  polygone  de  Varignon. 

2°  Les  extrémités  M,  et  M„  sont  attachées  en  des  points  fixes. 
—  Il  faut  alors  prendre  comme  inconnues  auxiliaires  les  forces 
F|  et  F„,  représentant  les  actions  des  points  fixes  sur  les  extré- 
mités M|  et  Mn  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  tensions 
extrêmes  T., ,T„_.,„. 
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3°  Le  polygone  funiculaire  est  fermé.  —  Le  polygone  esl 
fermé  quand  le  dernier  point  M3  est  lié  directement  aii  premier  M) 
par  un  cordon.  Dans  ce  cas,  on  pourra  appliquer  les  conditions 
générales  d'équilibre  et  la  construction  de  Varignon  à  l'ensemble 
du  pol  vgone  en  imaginant  qu'on  coupe  le  cordon  M)  Mj  en  deux 
points  P  et  Q  et  qu'on  applique  suivant  M,  P  la  tension  Ti^^,  et 
suivant  M5Q  la  tension  T;^,.  Il  faudra  alors  mener  par  A  un  vec- 
teur A  Ad  égalet  parallèle  à T,, Si  puis,  à  la  suite,  des  vecteurs  Aq  A,, 
A,A.,  ...,  Al  A,   éganxet  parallèles  à  F,,  F,,...,  F,  {fig.  89): 


les  tensions  des  cordons  seront  égales  et  parallèles  à  AAi, 
AAa,  ...,  AA3,  la  tension  ï,,.,  étant  égale  et  parallèle  à  AA^, 
Ta,,  à  AA,,  .,.,  TA+,,*à  AAa,  ....  La  dernière  tension  T,, 5  sera 
égale  et  parallèle  àAA^;  par  suite,  A^  coïncidera  avec  Ao,  cac 
AAo  est  aussi  égal  et  parallèle  à  Ti,^. 

Donc,  pour  l'équilibre  d'un  polj'gone  funicidaire  fermé,  il  faut 
et  il  suffit  :  1°  que  le  polygone  des  forces  direcleraent  appliquées 
se  ferme;  2"  qu'il  existe  un  point  A  tel  que  chaque  côté  M^M^+i 
du  polygone  funiculaire  soit  parallèle  à  la  diagonale  AAj-  et  de 
sens  contraire. 

Remarque.  —  Si  le  nombre  des  côtés  du  polygone  funiculaire 
augmente  indéfiniment,  chacun  d'eus  tendant  vers  zéro,  ce  poly- 
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gone  devient  une  courbe,  le  polygone  de  Varignon  aussi.  Ce  cas 
limite  sera  traité  directement  dans  le  §  IL 

En  général,  la  figure  d'équilibre  est  un  polygone  gauciie;  ce 
polygone  sera  plan  si  les  forces  F^,  ...,  F„_|  sont  concourantes 
OH  parallèles. 

'137.  Forces  concourantes.  —  Que  le  polygone  soit  ouvert  ou  fermé, 
si  toutes  les  forces  F,  sauf  les  forces  extrêmes  F,  et  F„,  sont  concou- 
rantes, la  figure  d'équilibre  est  plane,  et  les  moments  des  tensions  par 
rapport  au  point  de  concours  des  forces  sont  tous  égaux. 

Soit  0  le  point  de  concours  des  forces,  nous  avons  yu  qu'on  peut  consi- 
dérer lepoint  matériel  M3  comme  en  équilibre  sous  l'action  de  F,  et  des 
tensions  Ta. I,  Ta, a;  ces  forces,  devant  se  faire  équilibre,  sont  dans  un 
même  plan;  donc  Mj,  Mj,  M3,  0  sont  dans  un  même  plan  P.  On  Terra  de 
même  que  Ms,  Mj,  Mi,  0  sont  dans  un  même  plan,  qui  n'est  autre  que  P, 
comme  ayant  en  commun  avec  lui  les  trois  points  0,  Mj,  M3,  ...  et  ainsi 
de  suite  :  la  figiye  d'équilibre  sera  donc  plane  et  son  plan  passera  par  le 
point  O. 

Le  point  Ma  étant  eu  équilibre  sous  l'action  des  forces  Fj,  Tî,i,  Tï,3,  la 
somme  algébrique  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  au  point  O  est 
nulle  ;  et,  puisque  le  moment  de  Fa  est  nul,  on  voit  que  la  somme  des  mo- 
ments de  Ta,i  et  de  Ta, 3  est  nulle,  ou  que  le  moment  de  Ti,!  égale  celui 
de  T|,3.  En  continuant  de  la  sorte,  on  verra  que  toutes  les  tensions  T,.,,^-, 
ont  même  moment  par  rapport  au  point  0  {flg-  90). 


138.  Forces  parallèles.  —  /-«  figure  d'équilibre  est  encore  plane 
quand  toutes  les  forces,  sauf  les  deux  extrêmes,  sont  parallèles.  Dans 
ce  cas,  les  projections  des  tensions  sur  une  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion commune  des  forces  sont  égales. 

La  première  partie  de  cette  proposition  s'établit  comme  pour  les  forces 
ur  démontrer  la  deuxième,  observons  que  les  forces  Fa, 
nt  équilibre,  la  somme  algébrique  de  leurs  projections  sur 
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une  perpendiculaire  m' x  à  la  direction  des  forces  est  nulle,  et,  comme  la 
projection  de  Fa  est  nulle,  il  en  résulte  que  la  projection  de  T,^î  est  égale 
à  celle  de  Tj^j  ;  celle-ci  est  de  même  égale  à  la  projection  de  Tj^^,  etc. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  deux  extrémités  du  polygone  soient 
attachées  en  deux  points  fixes  et  que  les  forces  agissant  sur  les  sommets 
intermédiaires  soient  des  poids  :  le  polygone  est  alors  dans  le  plan  vertical 
des  deux  points  fixes.  Nous  admettons,  de  plus,  qu'il  y  a  un  côté  hori- 
zontal MgMi  dont  nous  appelons  la  tension  Tg,  les  tensions  des  côtés  sui- 
vants MiMi.MsMj,  ...  étant  T,,s,  Ti,,,  . . .  ,  et  les  inclinaisons  de  ces 
côtés  sur  l'horizon,  a,,  sj, ...  ;  les  points  Mi,  Ma, . . .  sont  sollicités  par  des 
poids  J3i,  /ij,  ....  Pour  construire  actuellement  le  polygone  des  forces 
relatif  à  la  portion  MoMiMi,  ...  du  polygone  funiculaire  {fig-<èi),  il  faut 


Fig.  91. 


7/ 


mener  par  un  point  A 
le  sens  M1M2,  puis  des 

pa, Les  points  B,  B|,  B3,  . . ,   sont  a 

AB,,  ABa,  ...  parallèles  aux  cf.tés  M,M. 
sions  TsiiTj,,  ....  On  a  donc 


\B  égal  Ci  parallèle  à  la  tension  Todans 

Bi,  BiBi,  . . .,  égaux  et  parallèles  à  />i, 

r  une  verticale,   les   diagonales 

M1M3,  ...  et  égales  aux  ten- 


To=Ti,, 


(1=  Tjs 


t,=  ...=TA^,.i, 


Si  l'on  suppose  que  le  nombre  des  sommets  Mi,  M,, . . .  augmente  indéfi- 
niment, chaque  côté  tendant  vers  zéro,  le  polygone  devient  une  courbe 
plane  telle  qu'en  appelant  a  l'angle  de  la  tangente  en  un  point  M  avec 
l'horizon,  T  la  tension  en  ce  point  et  P  le  poids  total  de  l'arc  MoM, 
compté  à  partir  du  point  le  plus  bas  Ho  où  la  tension  est  T^,  on  ait 

p 

langï  =  T— j  To=  Tcosï. 
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Par  exemple,   si   l'on  imagine  un   fil  homogène  pesant  en   équilibre,  )e 

poids  P  du  lîl,  compté  depuis  le  point  le  plus  bas  Mo  jusqu'en  M,  est  pro- 

|ini-tionnel  à  l'arc  MoM  ou  s  :  on  a  donc  pour  la  courbe  d'équiiibre  (cliaî- 

nctlc) 

tanga=;^  («constante); 

(u'ISl). 

Si  le  fil  pesant  n'est  pas  homogène,  mais  si  sa  densité  linéaire  S  (telle 
qu'elle  est  définie  au  n"  126)  est  une  fonction  connue  de  l'arc  s,  compté 

depuis  le  point  Mo,  on  a  F  =  ^  /      ^ds,  tun^^îi  =  -    /     Ids,  a  désignant 


Ponts  suspendus.  —  Nous  supposerons  les  tringles  de  support  verti- 
cales, équidistantes  et  portant  le  même  poids,  nous  négligerons  le  poids 
du  câble  et  des  tringles,  nous  admettrons  enfin  que  le  cftble,  symétrique 
par  rapport  à  un  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  qui  le  contient,  est 
liexible  et  inextensible.  Prenons  le  plan  vertical  contenant  le  câble  pour 
plan  du  tableau,  la  trace  du  plan  de  symétrie  pour  a\e  des  y,  et  pour  ase 
des  X  la  trace  mx'  du  tabher  du  pont,  supposé  horizontal.  Nous  admet- 
trons que  le  nombre  des  tringles  est  pair,  c'est-à-dire  qu'au  milieu  du  po- 
lygone il  y  a  un  côté  MMi  horizontal  {Jîff.  91).  Appelons  a  ia  distance  de 
deus  tringles  et  désignons  par  x/,-,  y-k  'es  coordonnées  du  sommet  M*.  Les 

coordonnées  de  Mj  seront  —  ,  6.   Les  coordonnées  des   autres  sommets  si; 

i:aIcnleront  de  proche  en  proche  à  l'aide  des  formules 

Xk=^  a-/.-,-)-  a,        _;K4  =  ji_i-l-£itangcn._i, 

dans  lesquelles  tangaA_i  est  égal  à  - — = — i-,  car  tous  les  poids />i,  /)s, . . . 
sont  égaux  à  un  même  poids />.  On  trouve  ainsi 

Dans  ces  expressions  figure  encore  ia  tension  inconnue  To;  on  la  déter- 
mine en  remarquant  que  l'on  connaît  le  point  d'attache  du  dernier  som- 
met M„  :  soit  h  la  hauteur  de  ce  point;  on  devra  avoir 
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formule  qui  donne  Tq.  Les  sommets  du  polygone  soin  f-ar  une  parabole 
d'axe  vertical.  Si,  en  effet,  dans  tes  formules 

^  ^  «_._  (A  _  ,)«  ==.  6  ^-  "P  '■-('' -'\ 

on  fait  varier  A-  d'une  façon  continue,  le  point  a^,  j'  décrit  une  parabole 
dont  l'axe  est  vertical ,  et  les  sommets  du  polygone  sont  les  points  de  cette 
parabole  qui  correspondent  à  des  valeurs  entières  de  k.  On  démontrera 
aisément,  en  outre,  que  les  côtés  du  polygone  sont  tangents  en  leurs  mi- 
lieux à  une  deuxième  parabole  d'axe  vertical. 

Si  le  nombre  des  tringles  était  très  grand  et  les  c&tés  très  petits,  le  po- 
lygone pourrait  être  assimilé  à  une  courbe  qui  serait  nécessairement  une 
parabole,  d'après  ce  qui  précède.  On  peut  le  vérilier  aussi  en  remarquant 
que  la  tangente  de  l'inclinaison  du  côté  M/;i\li+i  est  proportionnelle  à 
l'abscisse  du  milieu  de  ce  côté;  si  le  polygone  est  assimilé  à  une  courbe,  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  de  cette  courbe  doit  être 
proportionne!  à  l'abseisse  de  ce  point,  propriété  caractéristique  d'une 
par<ibole  d'axe  veitical. 

139.  Applications  graphiques  de  la  théorie  des  polygones  ftini- 
culaires.  —  Les  propriétés  géométriques  et  mécaniques  des  po- 
lygones funiculaires  donnent  lieu  à  d'importantes  théories  dont 
le  germe  est  dans  une  Note  de  Poncelet  el  qui  se  trouvent  déve- 
loppées dans  les  Traités  de  Statique  graphique  de  Cnlmann, 
de  M.  Cremona,  de  M.  Maurice  Lévy,  de  M.  Rouché.  Nous  nous 
bornons  dans  ce  qui  suit  à  traiter  des  exemples. 

1°  Détei-ininaiion  graphique  de  la  résultante  de  plusieurs  forces 
situées  dans  un  plan.  —  Soit  dans  un  plan  un  nombre  quelconque  de 
forces,  quatre,  par  exemple,  Fi,  Fj,  Fa,  F;,  admettant  une  résultante  gé- 
nérale différente  de  zéro.  Construisons  le  polygone  de  ces  forces  en  me- 
nant par  un  point  As  un  vecteur  AjA,  égal  et  parallèle  à  F,,  par  Ai  un 
vecteur  Ai  A,  égal  el  parallèle  à  F^, . . .,  par  A,  un  vecteur  AjAi  égal  et 
parallèle  à  F4,  et  numérotons  les  côtés  de  ce  polygone  en  appelant  r  le 
eôté  parallèle  et  égal  à  F,..  La  résultante  des  forces  Fj,  . . . ,  Fi  est  égale  et 
parallèle  à  AsAj,  côté  que  nous  numéroterons  5.  Prenons  un  point  A  dans 
le  plan  et  joignons-le  aus  sommets  Aj,  A|,  Aj,  Aj,  A4  du  polygone  des 
forces  :  nous  appellerons  (/■,  s)  la  diagonale  joignant  le  point  A  au  point 
d'intersection  des  cotés  /■  et  s.  Nous  avons  ainsi  un  polygone  de  Varignon  : 
nous  allons  construire  un  polygone  funiculaire  correspondant.  Pour  cela 
menons  une  droite  arbitraire  L5M,  parallèle  à  la  diagonale  (5,i)  el  appe- 
lons Ml  le  poinl  où  elle  rencontre  la  direction  F,;  par  Mi,  menons  une 
droite  MiMj  (Jig.  92)  parallèle  à  (1,2)  et  appelons  Mj  le  point  où  elle 
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rencontre  la  direction  de  F»,  e 
parallèle  à  (,i,5).  Cette  demi 
point  M;  qui   appartient  à    la 
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ii  de  suite,  . . . ,  par  Mj  menons  M^Nj 
roite  eoupe   la  première  LsMi  en  un 


■  R.  En   effet,   si  l'o 


opp. 


i     L  M     M,IVIj,  .. .,  MjN;  remplacées  par  des  cordons  ou  des  harres 
I       I      t       es  Fi,  Fa,  Fj,  F^  transportées  aux  points  Mi,  Ma,  ...,  Mt 
u     di        ons,  ei  les  deux  cordons  extrêmes  LaMf,  M1N3  tirés  par 
o      n  les  aux  diagonales  (i,5)  et  (4,3)  du  polygone  de  Varignon, 

u  ]^  Ij  ne  funiculaire  en  équilibre.  D'après  le  principe  de  solïdifi- 
n  1  y  a  quilibre  entre  ces  deus  tensions  extrêmes  dirigées  suivant 
é  UiK,  M^Ne,  et  les  forces  F,,  F^,  F3,  Pi  appliquées  aux  som- 
I.  La  résultante  de  ces  dernières  forces  est  donc  égale  et  directement 
isée  à  la  résultante  des  deux  tensions  extrêmes;  elle  passe  par  le 


point  M3,  intersection   des  côtés  L3M,  et  MiNj.  La  résultante  est  ; 

direction. 

Si  l'on  fait  varier  la  position  du  premier  c6té  LsMi,  en  déplaçant  ce 
cùté  parallèlement  à  lui-même,  le  polygone  funiculaire  se  déforme,  le 
point  M5  se  déplace  et  décrit  la  résultante  des  forces  F,,  F,,  Fj,  F4. 

On  a  clioisi  arbitrairement  le  point  A.  En  donnant  à  ce  point  une  autre 
position  A',  on  obtiendrait  par  les  mêmes  considérations  un  deuxième  po- 
lygone funiculaire  correspondant  L;,  M',,  Mj,  Mj,  Mi,  N^,  dont  les  côtés 
extrêmes  se  couperaient  également  sur  la  résultante.  On  a  de  plus  le  théo- 


Les  points  d'intersection  des  côtés  c 
da  premier  polygone  funiculaire  et 


irrespondanis  M^M^ 
du  second  sont  sur 


iMiMi,, 
e  droite  i 
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En  effet,  prenons  le  premier  polygone  funiculaire  supposé  coupé  en  un 
point  B  d'Qn  côté,  MgIVIi,  par  exemple;  la  partie  LjMiMsMjB  de  ce  po- 
lygone est  en  équilibre  sous  t'acUon  des  forces  Fi,  Fj,  Fj  el  des  tensions 
Ti.aTs^i  des  côtés  extrêmes  M,  L;  et  MaB  :  les  deux  tensions  T|,6  ^t.i  ont 
donc  une  résultante  égale  et  opposée  à  celle  des  forces  Fi,  Fj,  Fj.  Si  l'on 
applique  le  même  raisonnement  à  la  portion  LjMJMjMjB'  du  deuxième 
poljgone  supposé  coupé  au  point  B'  du  côté  M'jM'j,  on  voit  que  les  ten- 
sions des  côtés  extrêmes  M',  L;  et  M^  B,  que  nous  appellerons  Tj,;  el  T'^^^ , 
ont  une  résultante  égale  et  opposée  à  celle  des  forces  F^,F,,  P3.  De  sorte 
que  les  tensions  Ti^s  et  T^,!,  ont  une  résultante  identique  à  celle  des  ten- 
sions T',  5  et  Tj  4.  On  peut  encore  dire,  en  changeant  les  deux  dernières 
tensions  de  sens,  que  l'ensemble  des  quatre  vecteursT,^s,  T.,^s  et  T'^_, ,  T'^., 
est  équivalent  â  zéro.  La  résultante  des  deux  tensions  Tj^j  et  T'^^j,  qui 
passe  par  le  point  d'intersection  des  c6lés  MsMi  et  Ma  M'j  ,  est  donc  égale 
el  directement  opposée  à  la  résultante  4  des  deux  tensions  T],;  et  T',^, , 
qui  passe  par  le  point  de  concours  des  côtés  LjMi  et  L'sMi.  Le  point  de 
concours  des  eûtes  MaM^  et  MjM'^  se  trouve  donc  enfin  sur  la  droite  fixe 
A;  il  en  est  de  même  du  point  de  concours  de  deux  côtés  correspondants 
quelconques  des  deux  polygones.  Cette  droite  fixe  i  est  parallèle  à  AA', 
car  la  tension  Tj,,  est  égale  et  parallèle  à  AA5  et  est  dirigée  dans  le  sens 
AAj,  la  tension  T^^,  est  égaie  et  parallèle  à  AjA'  et  dirigée  dans  le  sens 
AfA';  la  résultante  ^  de  ces  deux  tensions  est  donc  égale  et  parallèle  à  la 
résultante  de  AA;  et  AjA',  c'est-à-dire  à  AA'. 

a"  Construction  d'un  polygone  funiculaire  fermé  con-espondaiit  à 
un  système  de  forces  en.  équilibre  dans  un  plan.  —  Soient,  dans  un 
plan,  un  système  de  forces  F,,  Fj,  . . . ,  Fj  en  équilibre  {Jig.  ga),  c'est- 
à-dire  telles  que  leur  résultante  générale  et  leur  moment  résultant  soient 
nuls.  Construisons  le  polygone  des  forces  AiAj. . .  A^;  ce  sera  un  poljgone 
fermé  dont  les  côtés  i,  2,  3,  4i  5  sont  respectivement  parallèles  aux  forces 
Pi.  Fil  ■ .  .1  Fb;  puis  prenons  dans  le  plan  un  point  arbitraire  A;  à  ce  point, 
on  fait  correspondre  un  polygone  funiculaire  fermé  de  la  façon  suivante  ; 

Joignons  ce  point  aux  différents  sommets  du  polygone  des  forces,  et 
soit  (r,  s)  la  droite  joignant  le  point  A  au  point  d'intersection  des  côtés 
/•et  j;  on  obtient  ainsi  cinq  droites  (i,  2),  (3,  3  ),...,  (5,  i).  Construisons 
ensuite  un  polygone  fermé  MiMj  Ma  MiMg  ayant  ses  sommets  respectifs  sur 
les  droites  F],  Fj,  ..  .,F(,  regardées  comme  indéfinies,  et  ses  côtés  MsM], 
MiMj,  MîM,, . . .  .MiMt,  parallèles  aux  droites  (5,  i),  (1,2),  (2, 3), . . . ,  (4, 5i. 
D'après  le  cas  traité  précédemment,  on  peut  prendre  arbitrairement  la 
position  du  côté  MiMiOuL^M,  ;  les  côtés  suivants  M, Mi,  Mî  Ma,  ..  ..MjNs 
sont  alors  déterminés,  et  le  point  d'intersection  Mf  des  côtés  L$M,  et 
MvNs  est  sur  la  résultante  des  forces  F,,  Fj,  , . . ,  F»,  c'est-à-dire  sur  Fj 
qui  est  égale  el  directement  opposée  a  cette  résultante  :  le  polygone 
construit  est  donc  bien  fermé. 

Le  poljgone  M,,Ms,  . ..,  Mj  ainsi  construit  s'appelle  le  polygone  funi- 
culaire, répondant  au  point  A.  Si  l'on  suppose  les  points  Mj,  Mj,  . . . ,  Ms 
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remplacés  par  des  points  matériels  et  les  eûtes  MiMj.MsMs,  ...,  M.^M, 
par  (les  cordons  inextensibles  ,  en  transportant  les  forces  aus  points 
Mi.Mî,  ....Mj,  on  a  nn  polygone  funiculaire  fermé  en  équilibre  dans 
lequel  la  tension  du  côté  M,.Mj  est  ëgale  et  parallèle  à  la  droite  (r,  s).  Il 
peut  se  faire  que  certains  côtés  subissent  des  compressions;  il  faut  alors 
les  remplacer  par  des  barres  l'igidcs  :  c'est  ce  qui  arrive  dans  la  figure 
pour  MiMj  etMjMi. 

Si  l'on  prend  un  deusième  point  A',  il  lui  correspond  de  la  même  façon 
un  deuxième  polygone  funiculaire  M'i  M',Mj  ...  ;  les  côtés  correspondants 
des  deux  polygones  se  coupent  sur  une  droite  A  parallèle  à  AA',  comme 
nous  l'avons  démontré. 

Si  les  forces  F,,. . . ,  Fj,  au  lieu  d'être  en  équilibre,  se  réduisaient  à  un 
couple,  on  en  sérail  averti  dans  la  construction,  parce  que  I.jjMi  et  MjNj 
ne  se  couperaient  pas  sur  F;,  car  alors. la  résultante  R  de  Fi,  F5,  F3,  F^ 
serait  dirigée  suivant  une  droite  parallèle  à  Fj,  mais  différente  de  Fj. 

3°  Cas  particulier  ;  exemple  de  figures  réciproques.  —  Supposons 
que  les  forces  Fi,  Fj,  Fj,  Fi,  Fj,  qiii  se  font  équilibre,  concourent  en  uii 
même  point  0,  ie  polygone  funiculaire  (O)  M,  MiMjMjMi,  construit  comme 
nous  venons  de  le  dire,  et  le  polygone  de  Varignon  (A)  AiAîAjAjA^ 
sont  alors  réciproques.  Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là.  Dans  ce  poly- 
gone funiculaire.  Ml . ..  Mj,  les  tensions  Ti^i,  Tj,»,  ...,Ti  s  descôiésMîMi, 


Ml  Mi,  . .  . ,  Ml  Mi  sont  respeclivcment  égales  et  parallèles  aux  diagonales 
AAj,  AAj,  . . . ,  AA3  du  polygone  de  Varignon.  Suivant  chacune  de  ces 
diagonales,  appliquons  aux  sommets  Aj,  A;,  . ..,  Aj  du  polygone  de  Vari- 
gnon des  forces  Pi.Pj,  - . .,  P5,  égales  et  parallèles  aus  côtés  correspon- 
dants M3M],M3Mj,  ...,M|M[  du  polygone  funiculaire,  et  remplaçons  les 
f.  la' 


yGoosle 


178  DEUXIEME    PARTIE.    —    STATIQUE. 

côtés  A,  A-j,  A1A3,  . .. ,  AjA,  par  des  cordons.  Le  nouveau  polygone  fu- 
niculaire AiAj  , . .  A5,  ainsi  construil,  esl  en  équilibre  et  les  tensions  des 
côtés  1,  2,  3  ...  de  ce  polygone  sont  égales  et  parallèles  aux  diagonales 
OMi,  0M|,  OM3,  ...  du  polygone  funiculaire  primitif,  qui  est  ainsi  le  po- 
lygone de  Varignon  du  nouveau  polygone  funiculaire.  En  résumé,  chacun 
des  deus.  polygones  funiculaires  (A)  et  (O)  esl  alors  le  polygone  de  Vaii- 


iiO.  Anneaux  glissant  sur  un  cordon. 

—  Supposons    qu'un   cordon 

(Icxible  et  inextensible  soit  li\é  par  ses  deux 

extrémités  A  et  B  et  que  des 

anneaux  infiniment  petits  puissent   glisser  sa 

ns  frottement  le"  long  de  ce 

111;  ces  anneaux  sont  soumis  à  des  forces  con 

ues  :  on  demande  la  position 

d'équilibre  du  système. 

S'il  n'y  a  qu'un  anneau  C,  il  faiU  que  la  fore 

F  soit  bissectrice  de  l'angle 

ACB;  car  le  point  C  peut  être  considéré  comme  mobile  sans  frotlcmcnl 
sur  une  ellipse  ayant  A  et  B  pour  foyers;  il  faut  donc  que  la  force  soil 
normale  à  cette  ellipse  et  dirigée  vers  l'extérieur,  e'est-à-dire  de  façon  à 
tendre  le  fil.  La  pression  de  l'anneau  sur  le  fil  est  alors  égale  à  F.  L'élé- 
ment du  fil  situé  en  C  est  sollicité  par  les  deux  tensions  T,  T'  et  la  pression 
F;  celle-ci  étant  bissectrice  de  l'angle  de  T  et  T  et  devant,  leur  faire  équi- 
libre, ces  deu\  tensions  sont  égales  et  l'on  a 


On  traitera  maintenant  sans  difficulté  le  cas  oiï  l'on  a  plusieurs  an- 
neaux :  s'il  y  a  équilibre,  chaque  force  est  dirigée  suivant  la  bissectrice 
des  deux  cordons  qui  aboutissent  k  l'anneau  correspondant,  la  tension  T  du 
fil  esl  partout  la  même,  et  si  Fi,F2,  ..  .  sont  les  diverses  force?,  a,,a2, . . .  les 
angles  successifs  des  divers  brins  de  fil,  on  aura  (Poinsot) 


en  équdibre.  y  restera  évidemment  si 
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ncaux  au  fil  dans  les  positions  qu'ils  occupent  ;  on  peut  donc  appliquer  à 
cette  figure  d'équilibre  tout  ce  qui  a  été  dit  sur  le  polygone  (uniculaiie. 
Açtuellemenl,  toutes  les  tensions  étant  égales,  le  polygone  de  Variguon 
(_/î^.  87)3  tous  ses  sommets  Al,  Aï,  Aj,...,  sauf  le  premier  A,  sur  une  sphère 
dont  le  centre  se  trouve  au  sommet  A.  Si  le  polygone  est  plan,  les  som- 
mets Al,  A.2,  . . .  sont  sur  un  cercle  de  centre  A. 

lil.  Travures  réticulaires.  —  Des  considérations  anaJog^ucs  à 
celles  que  nous  avons  employées  pour  les  polygones  funiciilaircs 
conduisent  atix  conditions  d'équilibre  des  travures  réliciilaires, 
c'est-à-dire  des  systèmes  de  barres  rectilignes,  dont  on  néglige  la 
masse,  réunies  à  leurs  extrémités  par  des  articulations.  Le  système 
total  est  supposé  soumis  à  des  forces  extérieures  appliquées  aux 
articulations  ou  nœuds.  Chaque  barre  telle  que  ÂB  devant  être 
isolément  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  agissant  sur  ses 
deux  extrémités,  ces  forces,  qui  sont  les  actions  des  nœuds  A  et  B 
sur  la  barre,  se  réduisent  à  deux  pressions  ou  tractions  égales  et 
directement  opposées.  Chaque  nœud  sera  en  équilibre  sous  l'ac- 
tion des  l'orce.^  qui  lui  sont  directement  appliquées  et  des  actions, 
sur  ce  point,  des  barres  qui  y  aboutissent,  actions  dirigées  respec- 
tivement suivant  ces  barres  en  vertu  du  principe  de  l'égalité  de 
l'action  et  de  la  réaction  ;  car  les  actions  des  barres  sur  les  nœuds 
sont  égales  et  opposées  à  celles  des  nœuds  sur  les  barres. 

Exemple.  —  Un  système  de  si\  tiges  non  pesantes,  formant  un  tétraèdre 
régulier  articulé  SABG,  est  suspendu  par  trois  cordons  verticaux  AA',BB', 


ce  dans  une  position  telle  que  la  base  ABC  soit  horizonl 
est  suspendu  un  poids  P;  trouver  les  tensions  et  les  pre 
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et  (les  cordons.  Appelons  0  la  valeur  commune  des  leasions  des  barre? 
SB,  se  :  on  a,  en  projetant  sur  la  verticaie  et  écrivant  que  la  sommi 
projections  des  quatre  forces  P  et  6  appliquées  au  nosud  S  est  nulle, 


car  le  cosinus  de  l'angle  d'une  arûtc  SA 

a^ce  la  verticale  eslî^ 

-■  Les  côtés 

de  la   base  subiront   des   compressions 

;  appelons  p  la  valeu 

r  commune 

de  eos  compressions  et  T  la  valeur  com 

iinunc  des  trois  tensio 

■ns  des  eor- 

dons  A.V,  BB',  GC.  Le  point  A  est  eit 

équilibre  sous  l'action 

1  de  la  force 

0,   de   lii   tension  T  et   des   deux  forces 

p.    En  proJelBut  sur 

la  verticale 

AA',  on  a 

T-1^- 

[' 

évident,  car  les  trois  forces  T  et  la  fore 
i,  projetant  les  quatre  forces  appliquée 
e  ABC,  on  a 


-  EQUILIBRE  DES  FILS. 


■J-i2.  Équations  d'éçLui libre.  —  Clierclions  les  conditions  d'équi- 
libre d'un  fil,  flexible  ei  inextensible,  sollicité  par  des  forces 
continues.  On  pourrait  considérer  ce  problème  comme  le  cas 
limite  des  polygones  funiculaires,  mais  nous  l'aborderons  dtrec- 

Désignons  par  s  la  longueur  du  fil,  comptée  à  partir  d'une  ori- 
gine A,  positivement  dans  un  sens  déterminé  AB  {Jîg.  96).  Nous 
admettrons  que  les  forces  extérieures  appliquées  à  un  élément 
d'arc  ds  peuvent  être  remplacées  par  une  force  unique  de  l'ordre 
de  ds,  Tds,  appliquée  en  ua  point  de  cet  élément;  les  projections 
de  cette  force  seront 

X(/s,    Yds,    Zds, 

en  désignant  par  X,  Y,  Z  les  projections  de  F,  que  l'on   appelle  : 
force  /apportée  à  l'unité  de  longueur. 
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Si  l'on  considère  une  porlion  AM  du  fil  et  si  l'on  supprime  la 
poi'Lion  MB,  il  faudra,  pour  inainLenir  l'équilibre  de  AM,  appli- 
quer en  M  une  force  ï,  unique,  puisque  le  fd  est  supposé  parfai- 


temeol  flexible;  la  force  T  est  dite  la  tension  du  fil.  Désignons  par 
et,  p,  V  les    cosinus  directeurs   de   cctlo    tension;    ses  projections 


Si,  après  avoir  coupé  le  fil  on  M,  on  a^„lt  sup|»rimé  la  porLion 
MA,  on  aurait  dû,  pour  maintenir  l'équilibre  de  MB,  appliquer  eu 
M  une  force  —  (T),  en  vertu  du  principe  del'égalilé  de  l'action  et 
de  In  réaction.  I.es  projections  de  cette  nouvelle  tension  sont 

_T^.    —  t;).   —  t-'. 

Coupons  le  fil  en  deux  points  infiniment  voisins  M,  M|  et  ne  con- 
servons que  l'élément  M!)!,.  Cet  élément  est  en  équilibre  sou!* 
l'influence  de  la  force  ¥ds,  qui  agit  sur  lui,  et  des  deux  lenslonsi 
—  T,T],  qui  remplacent  les  actions  des  portions  supprimées  du 
fil;  si  l'on  désigne  par  ï|,  ^,,  Vi  les  cosinus  directeurs  de  T(,  ses 
projections  sont 

Tiai,     T,:^,,     T,Yi. 

Écrivons  que  la  somme  des  projections  des  [rois  forces  esMuille, 
nous  avons,  en  remarquant  que 

T,a,—  Tï  =  f/(Tï  ).         Ti  ^,  —  T^  ==  f/(T;i  ),         T,  y,  -  Ty  =  diT-;  ), 
(  d{Tc^)-+-Kds  =  o, 
(i)  rf(Tp)-!-  \ds  =  o, 

(   (/(T-;)-;-  Zds-.o. 
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Les  momenls  des  trois  forces  —  ï,  T,,  F,  parrapporlà 
X,  sont  respectivement 

où  nous  avons  veprésonlé  j^ar  xj-z,  x,  yt  âf  les  coorcli 
esirémités  de  l'arc  ds;  la  somme  des  moments  de  —  T  et  T,  est 
donc  d{yTy  —  -T|3)  ;  elle  théorème  des  moments  donne 

(7.)  I  d {sT »~ tT-^) -\-  {:X  —  x-Z)  ds  =  o, 

(   d(xT^—j-Tx)-hi.,xY-xX)ds^o. 

La  picmière  des  équations  {•?.)  peut  s'écrire  en  développant 
'T-ldjr+yd{T-!)-Tpd^-^.diTp)  +  (j-Z-^Y)d,^o. 
En  vertu  des  équations  { i  ),  les  termes  en  y  et  s  disparaissent  : 
il  reste  alors 


■!'!j- 


e  des  équations  (?)  montrerait  que  1' 


ce  qui  signifie  que  la  tension  est  tangente  à  la  courbe.  On  aurait 
d'ailleurs  pu  admettre  ce  résultat  en  considérant  le  fil  comme  la 
limite  d'un  polygone  funiculaire.  La  valeur  commune  des  trois 
rapports  est  manifestement  ztds;  mais  les  tensions  doivent  être 
dirigées  de  façon  à  tendre  le  cordon  :  la  tension  appelée  ï  est  donc 
dirigée  dans  le  sens  des  arcs  croissants  et  le  signe  +  convicnl 
seul;  on  a  donc 

_  tf  r  „  _  dy  _  dz 


Kii  portant  dans  les  cqii:aions  (i),  1!  \ieiU 
(3)  L(Tg)-.-ÏA_„, 

|,;(Tg)+z,/.  =  „. 

et  les  équations  (a)  .■^onl  des  conséqiienccii  de  celles-ci 
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1 13.  Théorèmes  généraux.  —  Les  formules  (i)  et  (a)  donneur, 
comme  conâéquence  immédiate  ces  deux  théorèmes  : 

Si  la  force  F  est  perpendiculaire  à  un  axe,  Ox  par  exemple, 
la  projection  de  la  tension  sur  cet  axe  est  constante.  En  elTeL, 
X  =  octiLrai.ieTa  =  coust. 

5/  la  force  F  est  constamment  dans  un  même  plan  a^-ec  un 
axe,  Ox  par  exemple,  le  moment  de  la  tension  par  rap- 
port à  cet  axe  est  constant.  En  effcL,  y'L  —  z\  r^  o  eniratne 
yTT-5T?  =  co„sl. 

Ces  deux  lliéort'mes  sont  des  cas  pacliciillers  du  saivanl  : 

Si  la  force  F  tout  le  long  de  la  courbe  appartient  à  un 
complexe  linéaire,  le  moment  de  la  tension  par  rapport  au 
complexe  est  constant.  En  effet,  la  force  apparlenant  à  un  com- 
plexe linéaire,  on  a  ime  (Squatioii  de  la  forme 

^X-)-yY-^7'Z  +  «{7-Z-^Y)+6(-X-:rZ)-c(^y-/X)  =  o, 

/),  1/,  ;■,  a,  b,  c  désignant  des  constantes.  Remplaçant,  dans  cette 
équation,  les  termes  tels  que  X  par— j;-!  ...  et  les  termes  tels 
que  y7.  —  zY  par  ^  T(/y  -  ,<i),  ...,  on  obtient  une  équation 
qui  s'intégre  et  donne 

équation  qui  exprime  que  le  moment  relatif  de  la  tension  (n"  ^Ibis) 
et  du  système  de  vecteurs  dont  les  coordonnées  sont  y?,  f^,  /■,  a, 
b,  c  est  coûstant  (Pe:\mchietti,  Rendiconli  del  Circolo  math. 
diPalermo,  t.  "VI). 

14i.  Intégrales  générales.  —  Le  cas  le  plus  général  est  celui  où 
la  force  F,  rapportée  à  l'unité  de  longueur,  dépendrait  de  la  posi- 
tion et  de  l'orientation  de  l'élément  ds  dans  l'espace,  ainsi  que  de  sa 
position  sur  le  fil;  alors  X,  Y,  Z  seraient  des  fonctions  de  x.,y,s,s, 
-j-,  -j-,  —■  Dans  ces  conditions,  les  trois  équations  d'équilibre  (3) 
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('■ciiles  plus  iuui!,  joiiilcs  li 

/'5?5V_i_  ('fi''\^._  Hs^V-, 

coiisLlLuent  no  svstî^me  de  qualre  (iquaiions  difFûrootielIcs,  qui 
cloterminent  x,  j',  z,  T  en  fonclion  de  .",.  Ces  éqnalions  sonL  du 
[iremier  ordre  paf  rapport  ù  T,  mais  du  deuxième  par  rapport  à 
./',  y.,  ;;  il  y  aura  doue,  clans  les  intégrales  générales,  sis  con- 
stantes qui  seront,  par  exemple,  pour  une  valeur  initiale  j  ^  s„, 
les  valeurs  arbitrairement  clioisies  des  six  quantités  ^,  j',  :■,  T,  -j~  i 
-Y-  On  trouvera  ainsi  d'une  fiieon  iiénéraic 


—  o(s 

,  fil,  C,.  . 

..,  <:.,:), 

^■i(.. 

;    <\y   C,,    . 

..,  c,), 

=  -^{s 

,  Cl,  c,, . 

--,  Cs), 

-/(.v 

.  c,.  c,.  , 

.-,  C.„). 

li^.  Détermination  des  constantes,  conditions  aux  limites.  —  Il 
faudra  déterminer  les  six  constantes  arbitraires  par  les  conditions 
aux  limites.  Le  problème  le  plus  simple  est  celui  d'un  fil  de  lon- 
giieur  donnée,  /,  attaché  par  ses  deux  extrémités  jMofx^, ,„,;,1j 
^^\  (.i-i,v,,!,)'  ^■■'^  prenant  pour  origine  des  ares  le  point  Mo  et  écri- 
vant que,  pour  s^^o,  s  ^=  l,  les  valeurs  de  x,  j',  s  se  réduisent  aux 
coordonnées  des  deux  points  Mo  et  M(,  on  obtient  sis  équations 
déterminant  les  six  constantes.  Il  faudra  discuter  ce  système  qui 
pourra  admettre  une,  deux,  et  même  nne  infinité  de  solutions. 

On  peut  supposer  encore  que  le  fil  attaché  â  l'une  de  ses  extré- 
mités, iMu(j„,v„a,))  est  terminé  ù  l'autre  extrémité  par  un  anneau 
infiniment  petit  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  une  courbe 
invariable  C  ayant  pour  équations 

Oii  aura  d'abord  trois  équations  en  écrivant  que,  pour  f  =  o, 
X,  y,  ^  prennent  les  valeurs  Xg,  ^'o,  Za  correspondant  au  poini 
Mo!  il  faudra  écrire,  en  outre,  que  pour  j^  =  /les  valeurs  x;,,y,,  z, 
de  x,y,  ;  satisfont  aux  équations  (C)  de  la  courbe  et  que  ladiree- 
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c     (F  ^"'' 


3  ^-^J 
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LioQ  de  la  tension,  c'est-à-dire  de  la  tangente  au  point  M,  est  nor- 
male à  cette  cowrbe,  puisque  l'anneaa  peut  glisser  sans  frottement; 
nous  obtiendrons  encore  aiusî  six  équations  pour  déterminer  les 
conslanles. 

De  même,  si  xine  exti'émitt;  M)  du  fil  était  mobiSe  sans  frotte- 
ment sur  une  surface  donnée,  il  faudrait  exprimer  c]ue,  pour  s  =  /, 
les  valeurs  x,,  yi,  z-i  vérifient  réf|uation  de  la  surface  et  que  lii 
lang-ente  en  M,  est  normale  k  la  surface. 

140.  Cas  où  la  force  ne  dépend  pas  de  l'arc.  —  11  arrive  IVv- 
quemment  que  X,  Y,  Z  ne  contienneul  pas  explicitement  s;  en 


remplaçant  alors  partout,  dans  (3),  (/i  par  ^c/j-^-j- cfy^  +  </;-,  ou 
pourra  prendre  x  pour  variable  indépendante,  et  l'on  aura  trois  dquii- 
tions  pour  déterminer  y,  ;,  T  en  fonction  de  ^;  les  intégrales  ne 
comprennent  alors  que  cinq  constantes  qui  seront,  par  exemple,  les 


valeurs  que  ptenn 
Soient 

enl_y,  ;,  T,  -:-y  -j^j  pour  la  valeur  initiale  x  — 

r^oir.cc c.!. 

.  =  <.(»,€„  C, C), 

T -/(»■.  r-.,  C, Ci) 

les  intégrales  générales;  si  l'on  vent  esprimer  que  le  111  a 
longTieur   donnée    et   est    attaclié    par    ses    denx    extrémités 

points  (^01  jKui  ^1 

.)  («i,  J.,    =0.   »"  eiprime  que,  pour  »■  = 

jK  et;  prennent  les  valern-sj'o,  Zo  et  pour:c  ^  x,  les  valeurs  _>'|,  ;,  ; 
en  éci'ivant  enfin  que  la  longueur  du  fil  est  égale  à  /,  on  a  les  ein(| 
équations  nécessaires  pour  déterminer  les  constantes. 

147.  Remarque  sur  la  tension.  —  La  solution  trouvée  ne  sera 
acceptable  que  si  T  est  positif  en  tous  les  points  de  la  courbe,  car 
si  T  était  négatif  pour  un  élément,  cet  élément  serait  soumis  à 
une  pression  et  non  à  une  tension.  On  pourra  interpréter  les  solu- 
tions dans  lesquelles  T  est  négatif  en  supposant  le  lîl  remplacé 
par  un  cbapeîet  de  sphères  solides  infiniment  petites  :  cbaque 
sphère  subira  alors  des  pressions  de  la  précédente  et  de  la  suivante 
et  l'équilibre  subsistera  (Poissot). 

148.  Équations  intrinsèques  de  l'équilibre  d'un  fil.  —  On  appcik' 
ainsi  les  eondîtions  d'équilibre  indépendanles  des  axes  coordonnés. 
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[8G  PJÎKXIÈUE    PARTIE.    —    STATIQUE. 

Nous  avons  déjà  tlésigné  par  œ,  ^,  f  lea  cosinus  directeurs  d 
tangente  M(,  dans  le  sens  des  arcs  croissants;  désignons 
a',  p',  y'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  "Mn  dir 
vers  la  concavité,  et  par  p  le  rajon  de  courbure.  On  i 
formules  de  Frcnet  et  Serret 


d-^ 


f^i 


ti- 


1  d'éqiiililji'L' 


peut  donc  s'écrire 


Ces    équations    csprtmenL    que   F  est    la 
segments  qui  sont  portés    respectivement   ; 


résultante 


normale  principale,  et  dont  les  valeurs  algébriques  estimées  sui- 
vant Mi  et  Mn  sont j-  et La  force  F  est  donc  dans  le 

pian  osculaleur  à  la  courbe,  dirigée  du  coté  de  la  convexité  et  dans 


le  sens  des 


décroissantes.  Ses  projeclions  sur  la  normale 
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|irinci|ialc;]a  tangente  et  la  biiiormalc  sont  données  par  les  forrïmlrs 

<|ni  sont  les  équations  intrinsèques  d'équilibre. 

Si  la  force  est  constamment  normale  an  fil,  la  tension  est  con- 
stante, car  on  a  alors  F; ^  o;  la  dérivée  de  la  tension  est  donc  nulle. 

149.  Formule  donnant  la  tension  quand  il  existe  une  fonction 
de  forces.   —    Miiltifilions   respectivement  les   équations    d'équi- 
libre   (4)  par    a,    ]i,  y  et  ajoutons,   en    remplaçant  a,    [3,  y  par 
dx     dy     dz     ...     . 
as      ds     as 

dT  =  —  (\itj--^\df^'/.d:), 

formule  qui  n'est  antre  que  la  .seconde  des  éqitalions  inlrin- 
rf,i,c,  (5).    ^ 

Cette  dernière  équation  est  très  importante;  elle  permet  de 
déterminer  dii'ectement  la  tension  lorsque  X,  Y,  Z,  ne  dépendant 
que  de  Xj^'iZ,  dérivent  d'une/o/zcii'ort  de /ofcesU  {x,  y,  z).  On 
n  alors,  en  désignant  par  h  une  constante, 

dT^  —  dU,        T=-(U-i-/0, 

formule  qui  donne  la  tension  sous  forme  finie  sans  que  l'on  con- 
naisse la  figure  d'équilibre.  On  portera  cette  valeur  de  la  tension 
dans  les  équations  d'équilibre  qui  se  réduiront  alors  à  deux. 

Lorsque  U  reprend  Ja  même  valeur,  la  tension  redevient  la 
même  ;  si  donc  U  est  une  fonction  uniforme  de  x,  y,  s,  la  tension 
est  la  même  en  tous  les  points  du  fil  qui  sont  sur  une  même  sur- 
face de  niveau.  Mais  si  U  n'est  pas  une  fonction  uniforme,  si  l'on 
a,  par  exemple,  U^=:  arc  tang -i  les  surfaces  de  niveau  sont  les 
plans  ^;=a:tangC,  et  lorsque  le  fil  traverse  un  de  ces  plans, 
à  plusieurs  reprises,  la  tension  peut  prendre  l'une  des  va- 
leurs CiA-Ti.  On  pourrait  répéter  ici,  au  sujet  de  cette  expres- 
sion de  T,  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  Chapitre  IV  au  sujet  du 
travail  total. 

'loO.  Forces  parallèles.  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où 
les   forces  extérieures  sont  parallèles   à  une   même  direction;  la 
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ligure  d'équilibre  esi  alors  une  courbe  plaue,  doiiL  le  [il>in  e->( 
parallèle  à  la  direction  de  ces  forces,  et  la  projection  de  la  tension 
sur  nne  perpendicidaire  à  ceLic  direction  est  constanLe.  Ces  deii'; 
propriétés  peuvent  être  considérées  comme  résultant  des  propriétés 
semblables  établies  pour  les  polygones  funiculaires;  nons  allons 
les  démontrer  directemenl. 

Supposons  l'ase  Or  parallèle  à  la  direction  commune  des 
forces;  X  et  Z  seront  constamment  nulles;  la  première  et  la  der- 
nière des  équations  d'équilibre  (3)  donnen!,  en  1  n téj;i'an i , 


^(Ê)->^ 


\  éqiialionti,  ] 


C'est  l'cquatioii  d'un  plan  parallèle  à  0_)-;  la  picuiièrc  partie  di 
notre  proposition  est  donc  démontrée.  Prenons  alors  ce  plan  poui 
plan  des  xy.  Nous  aurons  les  deux  équations  d'équilibre 


[■l'^_  ^  .'(-y  ^y 


<-'S) 


,/    T  -f     -^Y,A'  =  o 


Eu    liraiiL   T    <Iû    la     première    et    poriant    dans     bi    sccojjiic 
puis  désignant  par  i"'  lu  dérivée  ^-^  ou  a  la  relation 
(li)  kdy-^'X/h  =  (,, 

qui  est  l'cquatiou  did'érenlielle  de  la  figure  d'équilibre. 

Dans  le  cas  le  plus  général  de  l'équilibre  des  iils,  la  ioree  pou  i 
cire  fonction  des  sis  quantités  .■;;,  y,  3,  s,  -~,  -^ ;  ici,  puisque  b: 
courbe  est  pkne,  on  a  ^=:  o  et  (-r^j  -+-  (^-  )  =  1  :  donc  Y  peut 
être  fonction  de  x,  y,  s,  j'.  Dans  le  cas  oij  Y  ne  dépend  que  d'iuie- 
seule  des  quantités  x,  y,  s,  y',  le  problème  se  ramène  à  des  qua- 
dratures. 

Soit,  par  exemple,  Y  =  /'(.r);  en  remplaçant  cis  par  sa  valcin 
\/i  -\-y'-^dx,  on  voitque  les  variables  j-'  et  x  se  séparent  et  l'on  i\, 
en  intégrant, 

AL(y-V'n^O-H//(^)'/^  =  C; 
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cc!lr  cquuûon  donne  y'  en  fonction  de  x  cl,  par  conscqurnl.  y  ^c 
Lniuve  par  une  nouvelle  cjiiadratiiru. 

Soit  encore  Y=:/{j'),  on  prend  ds  =  - — ',-—- dy .  cl  dan.s 
i'éqiiaLion  (6)  les  variables  sont  inimédiatenicnL  séparées.  Dans  ce 
cas,  il  exisLt!  une  fonction  de  forces  et  l'on  peut  calculer  lu  ten- 
sion dlroclemcnl,  comme  nous  l'avons  vu, 

IJlnlégraliû!!  de  î'équatioii  (6)  e^t  ciiGu  iiumikliaLe  si  Y  csl 
ibnctio»  de  s  ou  de  y'. 


L'qaalion   ialrinsèque.   —  Soiûnt  a  l'aii^'li?   do  lu   tangiiiiLo  à  la  I 
l'c-quilihre  avec  l'ase  dds  a:  gL  p  le  rayou  do  courbure  au  poiiU  de  coi 


rtiposanic  normale  tli: 


01-,  couiLiie  la  |jiojcetio[i  Tcosï  de  la  ccnsioii  sur  O.r 
Dii  a,  pour  l'ofpjation  dilTérenticUe  de  la  eouibo 


i<leiiii(|vie  il  (6).  Si,  par 


l.'il.  Chainelte.  —  Appliquons  ces  oulculs  ù  lu  n^eiiereho  delà  fi^niro 
d'oijuilibre  d'une  chataette  homogène  et  pesanti'.  Galilée  avait  cru  que 
celte  iigurc  d'ciquilibre  était  une  parabole  ;  l'erreur  de  Galiioo  fut  corrigée 

Soit/i  le  poids  de  l'unité  de  longueur  de  la  cbainctte;  sur  un  élément  (/« 
agit  une  force,  p  ds,  verticale;  la  figure  d'équilibre  est  donc  plane  et  si- 
iiiée  dans  le  plan  vertical  passant  par  les  deu\  points  de  suspension.  Pre- 
nons alors  ce  plan  pour  plan  des  xy  et  pour  ii\c  des  y  une  verticale  diri- 
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équalions  d'équilibre 


On   peut   toujours   supposer   A   positif;  T  est,  en  effet,  e 
positive  :  donc,  si  l'on  prend  sur  la  courbe  un  sens  de  circulation  tel  que  r 
et  s   croissent   simultanément,   -^   sera  positif;  la   constante  A  sera,  par 

suite,  également  positive.  Nous  pourrons  la  désigner  par  pa,  a  étant  une 
quantité  positive.  Remplaçons  ds  par  sa  valeur 


ds  =  ^^,+yu!^. 

l'équation  devient 
d'où,  en  intégrant 

dv'            d.r_ 

(3) 

j' 

+  ,/,^y-.  "    ; 

on  en  conclut 

(0 

y' 

-^>^y-=-e    ■■ 

en   ajoutant   ces   deux   équalions,   on   a  y',  et,   iiué 
trouve  pour  l'équation  de  la  courbe 


Transportons  l'origine  au  point  O,  (a^o,  /o)  (/g-.  gS)  ;  la  nouvel!.:  équation 


C'est  une  courbe  symétrique  par  rapport  à  l'axe  Oj  j-j;  l'axe  Oj.' 
pelle  la  base  de  la  chaînette, 
fin  retranchant  les  équalions  (3)  et  (.[),  il  vient 


^fi^y^-- 


la  formule  (i)  donne  alors  la  tensi 


T  =  A^'=Av'rrp==Ai 
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La  tension  en  un  point  M  est  donc  égale  an  poiJs  d'une  portion  Ju  fil 
ayant  pour  longueur  l'ordonnée  MQ  de  ce  point  au-dessus  de  la  hase.  Si 
donc  en  M  on  place  une  poulie  infiniiiienl  petite,  et  si  on  laisse  pendre  lii 
portion  du  fil  primitivement  située  au-dessus  du  poinl  M  en  le  coupant  au 
point  Q,  l'équilibre  ne  sera  pas  rompu. 

loâ.  Détermination  des  oonstantes.  —  i°  Les  extrémités  sont  atta- 
chées. L'équalion  de  la  chaineltc  contient  trois  consianies  x,,,  y^,  a,  qu'on 
détermine  par  les  conditions  aux  limites.  D'après  les  conventions  faites  pré- 
cédemment, la  constante  a  doit  être  positive.  Prenons  pour  origine  le  point 
d'attache  situé  le  plus  bas  et  dirigeons  l'axe  des  a/  de  façon  que  le 
deuxième  point  d'attache  soit  dans  l'angle  des  coordonnées  positives. 
Soieniï,^  (es  coordonnées  de  ce  point  et  i  la  longueur  du  fil  (voiryî^»-.  ()8). 


E\priiiions  que  la  courbe  passe  par  les  deux  points  0(o,  o)  et  ['(-/,  ^)  : 

Pour   a\oir   la   troisième   équation,  nous  écrirons  que  le  fil  a   une  lon- 
ds  =  \/\-i-Y'^dx  =  ~\e  "     +e       "     )  dx; 
en  intégrant  entre  les  limites  o  et  s,  on  a  la  longueur  du  fil 

(3)  1=1  [e'^-e'^^'  ~  e""  +  j); 

en  retranchant  (I)  et  (a),  nous  éliminerons  j-»  et  nous  aurons 

(4)  ^=^(,-^^^-^r^^e~"-<:'^). 
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Le?   équations   (i)  cl  (',)  vont  dcteniiiiici-  a  et  3-„.  On   en  déduit  ahi-.- 

,-,.„G^-,-î).»,-(i-,), 

Il  (lombieiail  qu'il  y  a  doux  signes  ù  considofer;  mais,   d'après   le  choix 
i\m  a\os.  s   et  a  sont  ])ositif^',  par  conséquoul  «\c'" —  e    ^" )  est  jiositîf, 


<  avons  à  clieitlicr  les  solutions  positives  de  ectte  iquE 
;8Tit  le  second  membre  par  son  dé velop peinent  en  série, 


Le  seeond  membre  cioit  constamment  de  j  à  l'infini  lorsque  ii  croit  do  a 
i'i  l'infini;  par  suite,  pour  qu'il  y  ail  une  racine  positive,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  premier  membre  soit  plus  grand  que  t,  auquel  cas  l'équation  aura 
une  racine  positive  et  une  seule.  La  seule  condition  de  possibilité  du  pro- 
blème est  donc  que 


i>i^' 


c'est-à-dire  que  la  longueur  du  fil  soit  supérieure  à  la  distance  des  points 
d'attache.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  détermine  la  valeur 
de  u,  et,  en  remontant  le  cours  des  calculs,  on  voit  que  les  trois  con- 
stantes a,  37o,  yn  ont  un  système  unique  de  valeurs  ;  il  y  a  donc,  dans  ce 
cas,  une  position  d'équilibre  et  une  seule. 

Soit  it'  la  racine  positive  de  l'équation  en  u  ;  cette  équation  admet  éga- 
lement ia  racine  négative  —  «'.  Poinsot  interprète  ainsi  cette  solution  i  la 
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193 


cliainotte  icnveisée  que  donne  u  =  —  a'  est  !a  figure  d'équilibre  d'une 
soiae  de  voûle  foi-mée  pîir  une  suite  de  billes  splicriques  solides  égales  et 
parfaitement  polies,  de  diamètre  infiniment  petit. 

a"  Len  extrémités  glissent  sur  deux  droites.  —  Supposons  que  la 
elioîuettc  homogène  pesante  ait  une  longueur  donnée  /  et  que  ses  estré- 
inités  A  et  B  soient  assujetties  à  glisser  sans  frottement  sur  doux  droites 
données,  PQ  et  PR,  situées  dans  un  plan  vertical.  Il  faut  déterminer  les 


constantes  a'oi  ^'o,  a,  de  façon  que  la  cliainette  coupe  normalement  les 
deux  droites  et  ait  entre  ces  deux  droites  une  longueur  dounde  l  —  arc  AB. 
Proposant  la  solution  analytique  comme  exercice,  nous  donnerons  une  so- 
lution géométrique  du  problème  en  nous  appuyant  sur  ee  que  deux  cliaî- 
iiiittes  ajant  leurs  bases  parallèles  sont  homotiiétiques,  et  que,  réci- 
proquement, la  figure  liomotiiétique  de  toute  chaînette  ayant  sa  base 
lion/.ontalc  est  une  autre  chaînette  placée  de  la  même  manièie.  Ima- 
ginons une  chainette  auxiliaire  C  à  base  horiiontale,  et  menons-lui  des 
normales  A'P'  et  lî'P'  parallèles  aux  droites  donnces  QP  et  RP,  ce  qui 
est  toujours  possible  d'une  seule  manière,  car,  a^  variant  de  — coà-i-oc. 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une  chaînette  passe  une  fois  et 
jne  seule  fois  par  toute  valeur  donnée  :  l'are  A'B'  aura  une  certaine  lon- 
gueur l'.  En  transportant  l'angle  A'P'B'  avec  l'arc  A'B'  sur  l'angle  F 
en  A''PB°,  on  aura  un  arc  de  chaînette  A'B",  du  longueur  l',  à  base  hoii- 
ïoncale,  normal  aux  deux  droites  données.  L'arc  cherché  AB  est  alors  ho- 
(othétique  de  A'B''  par  rapport  au  point  P,  car   les  tangentes  aux  deu-; 


eu  A  et  A"  sont  parallèles 
thétie  est  y,.  Il  suffira  donc  de  fain 


l' 


PM 


li   et  B-;  le  rappoi 

ipondre  à  chaque   point  M'  de 

le  point  M  décrira  l'are  chcr- 

t  de  plus  qu'en  disposant  plu- 

a  équilibre  sur  les  deux  droites 

lUes  sont  toutes  homothcti- 


l'are  A°B°  un  point  M  tel  que  t-j^;  =  j, 

ché.  La  solution  est  donc  unique;  on  voit 
sieurs  chaînettes  de  longueurs  diffcrcnles  en 
dans  les  mêmes  conditions  que  la  proposée; 
qucs  par  rapport  au  point  P. 

133.  Forces  centrales.   —  La  figure  d'équilibre  est  une  courbe 
jilane  doûl  le  plan  passe  par  le  point  de  concours  des  forces;  et  le 
itiomCDt  de  la  tension  par  rapport  à  ce  point  est  constant. 
I.  i3 
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Ces  propositions  poiirraieni.  êLre  considérées  comme  rdsnitant 
des  propositions  analogues  établies  pour  les  polygones  fiinicu- 
laires;  nous  allons  les  démontrer  directement. 

Nous  avons  vu  (n"  143)  que,  si  le  moment  de  la  force  ¥  par 
rapport  à  un  axe  est  constamment  nul,  le  moment  de  la  tension 
par  rapport  à  cet  axe  est  constant. 

Puisque  les  forces  extérieures  sont  concourantes,  nous  pou- 
vons prendre  le  point  de  concours  pour  origine  :  le  ihéorèmc  cî- 
dessus  s'applique  aux  trois  a\es  et  donne 


\^   ds        ^    th  )  ' 


multiplions  ces  équalions  respectiveraei 
les  membre  à  membre,  U  vient 


.Bj^-C^-o. 


La  courbe  d'équilibre  est  donc  plane  et  son  plan  passe  par  l'origjne. 
Si  l'on  prend  alors  ce  plan  pour  plan  des  xj,  et  si  l'on  désigne 
par  F  la  force  par  unité  de  longueur,  considérée  comme  positive 
si  elle  est  répulsive,  et  comme  négative  si  elle  est  attractive,  les 
projections  de  cette  lorce  seront 


X  =  F  - 


■.vr-. 


Les  équations  d'équilibre  se  tv.i  os  forment  comme  il  suit 
{pg-  loo).  L'équation  des  moments  par  rapport  à  O;  donne, 
avons-nous  vu 

dl^y.  dx  -\  -Ydy^o; 
en   intvoduisanl    les  coordonnées   polaires  /■  et  0,  ces  deu\  écpia-- 
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lions  devleiinciil 


=  C,  dT^Vd!-=  o. 


Le  cas  le  plus  fréquent  dans  la  pratique  est  celui  où  F  est  une 
fonction  o[r)  de  r.  Tl  y  a  alors  une  intégrale  première  facile  h 


trouver  :  en  cfl'til,  il  existe  une  l'onction  des  forces,  et  T  s'obtient 
par  une  quadrature 

ajanl  la  tension,  on  trouve  aisément  l'équaùon  différentielle  de 
la  coni-be  d'équilibre,  en  remplaçant  T  par  sa  valeur  dans  la  pre- 
mière des  équations,  qni  devient  alors 

<Vir)r'-d(i  =  C(/s, 

équation  qui  a'iotègj'e  par  des  quadratures;  en  effet, 

en  substituant  dansl'équation  précédente  élevée  ou  carré,  etrésol- 
vant  par  rapport  à  (ffl,  on  a  pour  l'équalion  de  la  courbe 


Si  l'on  su])po5e,  par  cxeni|ile,  F  1=  A- (constante),  on 
l'équalion  Je  la  courbe  dc|icnd  d'une  inLégrale  elliptiqui 
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igi;  DEUXIEME    PARTIE.    —    STATIQUE. 

l'on    asLreliil  T  à    avoir  la  valeur  ï  ^i  —  kr[k<^_o).  la  coiirhc 
cliercliéc  csl  une  hyperbole  équilatèie  de  eentre  O. 

Éciuation  iatrinaèque.  —  Soil  V  l'angîe  de  la  langenie  au  Hl  avi^c  lo 
rayon  vecteur  OM  prolongé  :  la  distapce  de  la  tangente  au  pfilc  O  est 
;■  sin  V  (Jlff.   loo),  donc, en  écrivant  que  le  moment  de  ia  tension  est  cou- 


l'unt  que  la  pi-ojection  de  la  foi 
F.inV  =  : 


Fp/-sinn'  =  C, 
qui  csl  i'éqiiaiion  ililTiJrciiticllc  de  la  courbe. 

1^!'.  Exemple  d'un  cas  dans  lequel  il  existe  une  infinité  de  positions 
d'équilibre.  —  Un  fil  est  attaché  en  deux  points  de  l'axe  Ow  et  chique 
élément  du  fd  est  repoussé  par  l'axe  proportionnellement  à  sa  lon- 
gueur et  à  sa  distance  à  l'atue.  Ce  problûme  se  prosente  quand  on 
clierche  la  figure  d'équilibre  relatif  d'un  fil  non  pesant  tournant  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  autour  d'un  axe  fixe  Oœ. 

Toutes  les  forces  agissant  sur  le  fil  rcBContrant  l'axe  Ow,  le  moment  de 
la  tension  par  rapport  à  cet  ase  est  constant  tout  le  long  du  fil;  mais 
comme  le  fd  est  atlacbé  en  deux  points  de  l'axe,  le  moment  do  la  tension 
iiii\  cstrémilé,=  est  nul;  ce  moment  est  doncconstainmont  nul  el  l'on  i< 


ds  __^dy\ 


m  étant  une  constante.  La  figure  d'équilibre  csl  donc  dans 
par  l'axe  Ox.  Prenons  ce  plan  pour  plan  desa-j)-;  la  force  aj 
nient  ds   est   perpendiculaire   à   Ox,    répulsive   cL  pi'opoi 

Y  ds  =  ;ij'  ils. 

Les  équations  d'équilibre  sont  donc 
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1  peut  toujours  supposer  A   positif  e 


comptant  les  arcs  5  dans  un  sens  tel  que  a;  croisse  i 
valeur  de  T  dans  la  deuxiàme  équatiou  et  posant 


6^   désignant   une   constante   iiéccsBairement   positive  puisque  le  pfemlei' 
membre  est  positif.  Isolant   le  radical,  élevant  au  carré  et  remettant  pour 
,  I      .  ^ 


Comme  le  fil  est  attaché  à  l'axe  0,r,  l'équation  doit  donner  une  valeur 
réelle  pour  j'  quand/  —  o,  donc  6->  a''.  En  désignant  par  q  (j)  le  poly- 
uiiinc  bicarré  place  sous  le  radical,  on  a 

<?(/>=■---  (b^^a^-y-){h-^  —  a'--y^-); 

y  partant  de  zéro  ne  peut  varier  qu'entre  —  v^6*  —  a'  et  -^'\Jb^-—a^. 
Construisons  !a  courbe.  Supposons  que  le  fil  soit  attaché  en  0  {^fig.  loi) 


Lii!;lo  yÇ)x  :  alors  a:  croit  d'abord  avec  /,  - 


(C) 
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y  rrois'îanL,  x  croît.  jus(£H'à  ce  que  y  =  y'ft* —  a',  a:  atteiat  aloi's  la  vaiuiir 

on  a  ainsi  la  branche  OAi  ;  la  tangente  en  A,  est  horizontale,  A  partie 
(le  cette  valeur,  y  décroît  et,  pour  que  a)  continue  à  croître,  il  faul 
prendre  le  signe  —  devant  \/<fi,y')  :  on  a  ainsi  une  nouvelle  brandie 
AiMiOi  symétrique  de  la  première  OMA,  par  rapport  à  l'ordonnée  A,  Bi, 
car  à  des  variations  égales  dey  correspondent  des  variations  égales  de  x. 
Four  /  —  o  on  obtient  le  point  Oi  d'abscisse  2^;  puis  y  dcvenaiit  né- 
gatif peut  décroître  jusqu'à  la  valeur  —  \/'îi^  —  a^:  l'abscisse  croit  toujours 
jusqu'à  la  valeur  3?,  ce  qui  donne  le  point  Aj,  où  la  tangente  est  iioriïon- 
tale.  Ensuite  j  augmente  de  nouveau  de  —  /è^  —  a^  h  +i/ï>'^~a^\  il  faut 
prendre,  à  partir  de  A^,  le  signe  +  devant  le  radical,  et  l'on  obtient  l'arc 
AaOjAj  coupant  l'axe  au  point  Oj  d'abscisse  45.  etc.  Les  boucles  succes- 
sives ainsi  obtenues  sont  toutes  égales  à  la  première.  La  courbe  est  donc 
analogue  à  une  sinusoïde. 

Les  équations  s'intègrent  aisément  par  les  fonctions  elliptiques.  Faisons 
dans  l'équation  (C)  de  la  courbe 

elle  prend  la  forme  suivante  ; 

d'où 


-  L^iir.z!i^. 


V-^  \dy/  </o(y) 

en  faisant  dans  cotte  formule  la  substitution  (i)  ci-dessus,  on  trouve  poui 
l'abscisse  ^  du  point  A,  et  la  longueur  X  de  la  demi-boucle  OAi  les  den-i 


y  Google 


ind  ï.  cl  5  sont  donnés,  1  élanl supénear  à  ^,  car  l'arc  OAj  est  supé- 
à  sa  projection  OBi,  les  constantes  a  et  A"=  ont  un  seul  système  de 
■s,  sous  la  condition  /J  <  i.  En  effet,  en  calculant  ),  ~  :  et  ).  -i-^  ?,  on 


Pour  A^  —  o,  le  rapport  du  second  membre  est  nul  ;  /.^  augmentant,  le 
luiaératcur  augmente  évidemment  et  le  dénominateur  diminue  ;  donc  le 
l'apport  augmente  et  pour  k^  =  i  le  rapport  est  i.  Ce  rapport  passe  donc 

J,  —  t 
une  fois  et  une  seule  fois  par  la  valeur  tloiinée  t ^  ■   La  constante  A'   a 

■lonc  une  valeur  et  une  seule;  l'espression  (a)  de  ç  donne  alors  pour  a  une 


-cnle  valeur -y 


Kk- 


n  des  constantes .  —  Le  lil  ajant  une  longueur  donnée  l 
il  étant  attaché  au  point  0  et  au  point  0'  de  l'axe  Ox  d'abscisse  a,  il  y  a 
me  infinité  de  cas  possibles. 

r  Le  fil  n'.<  qu'unie  onde  entre  O  et  O'  (/iff.  loi).  Alors  '-  est  la  moitié 


-A,  l  lil  moitié  de  /.  Les  quantités  ï  et  X  étant  connues,  I 
ne  seule  valeur  donnée  par  l'équation  (3);  puis  a  =  -^ 
■  U;   rd  a  deux  ondes   entre  0  et  O'.  Alors   ?  =  ;  -    ?. 


val  eu 


i  le  cas  précédent,  ( 


\-l 


^st  le  11 


"  4tiA-        

al,  si  le  lil  a  n  ondes  entre  0  et  O':  ^  =  — ,  X  =: 


e  infinité  dû  positions  d'équilibre  qui 
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rapport  à  0,  les  rapports  d'Iiomoth 


133.  Équilibre  d'un  fil  sur  une  surface.  —  Soit  fi^x^y,  si  =  o 
l'équation  de  la  surface,  rapportée  à  Irois  axes  rectangulaire  s.  Lu 
fil  étant  soumis  à  des  forces  extérieures  conlinues,  nous  désigne- 
rons par  F{X,  Y,  Z)  ]a  force  rapportée  à  l'unité  de  longueur  au 
point  considéré. 

Le  fil  pouvant  glisser  sans  frottement,  l;i  réaction  de  la  sur- 
face est  normale;  soit  N  cctti;  réaction  rapportée  h  riinité  de 
longuetir.  Ses  projections  sont 

,  df      ,    ùf      .  ôj\ 


le  fil  peut  être  considéré  comme  en  équilibre  sous  l'oetion  des 
forces  ¥ ds  et  Nt/,î,  qui  ont  une  résultante  ^ds.  En  appliquant 
les  formules  générales  de  l'équilibre  des  fils,  on  a  les  trois 
équations 

qui,  jointes  à 


\ds)   '^\ds)     '    \ds) 


f{co,r,z)  =  o, 


déterminent  x,y,  z,  T,  X  en  fonction  de  s.  î^  étant  connu,  on 
connaît  la  réaction  normale  qui  est  dirigée,  par  rapport  à  la  sur- 
face/=  o,  du  côté  oà  /  devient  positif  ou  négatif,  selon  que  X 
est  positif  ou  négatif.  Comme  pour  le  cas  d'un  fil  libre,  si  X,"Y,Z 
ne  contiennent  pas  explicitement  s,  on  peut  réduire  à  qualre  Ii' 
nombre  des  inconnues  en  remplaçant  partout  ds  par 

i/fy^  -+■  dy'^  -r-  dz^ , 
et  l'on  calcule,  par  e\emple,  z,  r,  T  et  X  en  fonction  de  x. 
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Pour  déterminer  la  tension,  rappelons  que  nous  avons  trouvé 
dans  le  cas  gi'néral 

(v.)  dT  ^.—  (Xdx^Ydy-y.ihi- 

fci  cette  formule  devient 

le  fil  étant  entièrement  situé  sur  la  surface,  le  coefficient  de  A  est 
nul:  il  reste  alors  la  même  formule  (a)  que  dans  le  cas  d'un  fil 
libre  ;  s'il  _v  a  une  fonction  des  forces  \](x,v,  =),  on  a 

dT=  —  d\J,        T  =---  —  (  u  -H  A  j. 

Par  exemple,  si  l'on  place  un  fil  homogène  pesant  sur  une  surface,  en 
prenant  un  axe  O^  vertieal  dirigé  vers  le  haut,  la  force  F  est  parallèle  à 
cet  axe,  dirigée  en  sens  contraire  et  égale  en  valeur  absolue  au  poids  p  de 
l'unité  de  longueur  du  fil:  on  a  alors 

rfT  =pd^,         T  =^(z  — /,). 

Considérons  le  plan  fix.e  s  =  h:  la  formule  ci-dessiis  montre  (pie  la  ten- 
sion en  un  point  M   est  égale  au  [ioids  d'une  portion  du  fil  égaie  à  la  dis- 


lance MQ  du  point  M  à  ce  plan.  Si  donc  on  supprime  la  partie  MB  du  fil 
et  qu'on  en  laisse  pendre  une  portion  égale  à  MQ,  en  plaçant  une  petite 
poulie  en  M,  l'équilibre  ne  sera  pas  rompu. 

1S6.  Exemples,  i"  Lignes  géodéùques.  —  Le  cas  le  plus  simple  est 
celui  d'un  fil  tendu  sur  une  surface  sans  être  sollicité  par  des  forces  autres 
que  la  réaction  normale  N:  l'équation  précédente  se  réduit  alors  àdT  =  o, 
et  la  tension  du  fil  est  constante.  Le  fil  va  se  disposer  suivant  une  ligne 
géodésique  de  la  surface;  le  plan  osculateur  en  un  point  devant,  ca  effet, 
contenir  la  force  N,  sera  normal  à  la  surface,  ce  qui  caractérise  les  lignes 

Appliquons  ceci  à  la  sphère  :  les  réactions  passant  par  le  centre,  le  fil 
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est  solliciLc  par  des  forces  centrales:  sa  figure  d'équilibre  sera 

un  plan  passant  par  le  centre;  ce  sera  par  suite  un  arc  de  gran 

On  sait  que  la  ligne  la  plus  courte  joignant  lieux  points  sur  i 

est  l'une  des  ligues  géodésiques  passant  par  ces  deux  points; 


3  il  est 


t  de  dire  que  chacune  de 


in  fin  in 


Par. 


mple,  l'a 
sphèr. 


i  par 


mdqu( 


infi- 


ima.  Jl  y  a  n. 
n  les  obtient  e 


lil   liomogi 


iSo",  qui  joint  deux  points  s 
cependant  il  est  possible  de  trou' 

lignes  géodésiques  qui  soai  des  liélieea  sont  touLes  mi 
infinité  de  ces  lignes  joignant  deux  points  du  cylindre  :  i 
tendant  un  fil  sur  la  surface  entre  les  deux  points,  après 
une  fois,  deux  fois,  ...,  n  fois  autour  du  cylindre. 

2"  Chaînette  sphérique.  —  La  figure  d'équilibre  d'ut 
pesant  sur  la  spliâre  a  été  étudiée  par  Bobillier  (Gergonne,  1829),  par 
Mindiug  (  Crelle,  t.  XII),  puis  (tèirf.,  t.  XXXIII)  par  Gudcrmann  qui  donna 
les  expressions  des  intégrales  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques;  la  solution 
fut  complétée  par  Clebsck  {Crelle,  t.  LVII,  §  6)  par  Biermann  {Disserta- 
tion inaugurale,  Berlin,  i865)  et  par  ScMegel  {Progi-anim  des  Kônigli- 
chen   Wilhelms  Gymnasium,   Berlin,  18S4)- 

En  prenant  Je  centre  de  la  spbère  pour  origine,  pour  axe  des  ^  la  ver- 
ticale vers  le  haut  et  appelant  p  le  poids  de  l'unité  de  longueur  du  fil,  on 
a  d'abord  pour  la  tension  T  la  valeur /»(s  -  A)  (n"  ISS).  Comme  la  ré- 
sultante des  forces  (poids  et  réaction  normale)  qui  agissent  sur  ds  est 
constamment  dans  un  même  plan  avec  Oz,  le  moment  de  la  tension,  par 
rapport  à  cet  axe,  est  constant.  On  a  donc,  en  prenant  des  coordonnées 
polaires  retO  dans  le  plan  xOy, 

1r'-cm  =  Cds, 


valeur  et  G  par  Kp,  1 


(■i^h)rUin  =  Xds, 


1  différentielle  de  la  figure  d'équîhbre.  Pour  intégre 
s  les  deux  membres  au  carré  et  remarquons  que 


e  le  rayon  de  la  sphère.  ?iuus  avi 


dfi  =  - 


■'W{h- 
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ce  qui  donne  0  en.  a  par  une  quadrature.  La  variable  s  no  |ici;L  preiKiii; 
que  des  \aleuvs  vendant  positif  le  polynôme 

donc,  en  appelant  ^^  le  z  il'un  point  du  fil,  par  cscmple  d'un  des  point-- 
d'attache,  on  a  o(^o)>  o;  d'ailleurs  aia)  et  ?(— «)  sont  <  o;  le  polj- 
nilmc  o(a)a  donc  une  racine  a  entre  z^  et  a,  une  autre  p  entre  ;:a  et  —a: 
\a  variable  s  ne  pourra  varier  qu'entre  les  limites  a  et  p.  La  courbe  sur  la 
îipiiÈre.sera  comprise  entre  deux  parallèles  a  et  ^  qu'elle  touchera  succes- 
sivement. On  peut  exprimer  les  coordonnées  3-,  ^,  s  d'un  point  de  hi 
courbe  en  fonctions  uniformes  du  param-ètre  u  défini  par  l'iîquation 

(Voyez  Bdlletiih  de  Ut  Société  mat  ké  ma  tique,  iil'ia.) 

1S7.  Équatioiis  intrmsèqwes  de  l'équilibre  d'im  SI  sui  une  surface. 
—  Soient  AA'  la  courbe  d'équilibre,  A(  la  tangente  en  A  dans  le  sens  des 


arcs  positifs,  Ah  ia  normale  à  la  surface  en  A  comptée  positivement  dans 
le  sens  qui  va  du  point  A  au  centre  de  courbure  0  de  la  section  normale 
menée  par  Kt,  et  R  le  rayon  de  courbure  AO  de  cette  section.  Si  C  est  le 
centre  de  courbure  du  fil  au  mÉme  point  A  et  AC  =  p  le  rayon  de  conr- 
burc  du  fil,  on  a,  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  p  ~  RcosO,  (I  désignani 
l'angle  CAO.  Appelons  enfin  A/j  la  projection  de  la  direction  AG  sur  le 
plan  tangent  à  la  surface  en  A,  L'élément  ds  du  fil  est  sollicité  par  la  force 
donnée  F  rfs  et  par  la  réaction  normale  N  ds  comptée  positivement  dans  le 
sens  AO.  La  résultante  (N)-^CP)  des  deux  forces  N  et  F  est,  d'après 
les  équations  intrinsèques  de  l'équilibre  d'un  fil  libre,  égale  à  la  résul- 
tante des  forces  ^  -—  et  —  —  dirigées  respectivement  suivant  kt  et  AC. 
ds  p        "  '^ 

Donc  la  somme  des  projections  de  F  et  N  sur  un  axe  égale  la  somme 
des  projections  de j~  et sur  le  même  axe.  Projeton: 
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r  A^,  Ap,  An,  en  appelant  ¥„  F,„  F„  h 


Lcp  deux  premiùrcs  ^ont  les  équations  intrinsÈqucs  di;  TôquilibiP  ilu  fil 
suL'  la  surface:  dans  ces  équatioiis.  —'-7  est  le  rayon  de  courbure  géode- 
sique  du  fil. 

Par  esemplp    poi      la  Lhainett     =|  h  iijue  (n"  156)    F,,  désigne  la  pro- 

jeetion  du  poidi  p  =iir  k  i  i\ou  le  U  sphi,  e  F,  est  doue  ij^'al  iy  p  ~\ 
comme  R  est  Lgal  tu  ravon  u  d  h  spheie  et  T  i/j(„~A),  la  réaetion  nor- 
male pour  la  chamette  sphciiqu     est  —         -> hj    S   l'on  suppose  le  fil 

placé  entre  dtuv  «  irfiees  spli  iiqnes  inf  nmiLnt  \oi!ine-  il  (uessera  sur  la 
sphère  intérieuie  auv  pdnts  u  celte  lakur  de  ^  (it  positive  et  sur  la 
sphère  exténcme  aux  points  ou  elle  est  n  ^  \w  1l«  points  où  N  =  o 
donnent  en  projection  hnii^onlnlp  des  )  oin       I  1  id  ".ion 

Revenons  au  I     ■"    I  I  II  |     Il    e  et  déformons  la 

surfaee  de  fai  I  iir  elle   ne  chaii- 

gent  pas.  La  alors  invariable. 

En  même  tcni(  I  I  mSnies   valeurs   et 

modifions  F  d(  f     1      j  l     1       (1  I    II      '  1  ''-*'   deux   équations 

intrinsèques  d  equihliL  eontinuLL  ut  a  Ltie  satisfiites  et  le  fil  restera  en 
équilibre.  La  i   Tctinn  njriiile  N      id  seule  changée 

D  ipiès  Lcla  c  1  peut  rimtnec  la  leeherchc  de  la  figure  d'équilibre 
I  un  fil  <ui  une  surfaec  développable  au  cas  où  la  surface  est  itn  plan. 
far  exemple  la  figure  dèqujhbie  dîne  chaînette  homogène  pesante 
%ir  lin  cjhndie  leilical  e«t  une  tiuibe  qui  par  le  développement  du 
e^Iindie  sur  un  plan  ïciticil  donne  une  chaînette  La  figure  d'équilibre 
d  une  ch  jlnette  homogène  pesante  sui  in  cùne  de  ru  olulion  d'axe  ïcrticai 
est  une  et  uihe  j  1  1  jr  le  développement  du  cône,  se  transforme  en  la  ti- 
nUie  d  equ  libi  1  un  fil  dout  chaque  clément  est  attiië  ou  repoussé  par 
)n  I  jint  iiv  so  n  net  du  cône)  avec  une  intensité  constonto,  courbe  dont 
nous  a\(jns  obtenu  1  i,quation  différentielle  (n°lfi3)- 
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ÎIÏ,  -  ÉTUDE  D'UNE   IKTEGRÂL,E  DEFINIE. 

ÎS8.  Problàme  de  Géométrie.  —  La  recherche  de  la  figure 
d'éqiiUihre  tl'iin  lil  clans  le  cas  où  il  csisle  une  fonction  des  forces 
|)eiu  être  rattachée  d'iuie  façon  intéressante  à  la  recherche  du 
maximum  ou  du  minimum  d'une  certaine  intégrale  définie. 
qui  s'offre  aussi  dans  la  détermination  des  conrhes  hrachisto- 
chrones,  dans  la  démonstration  du  principe  de  la  moindre  action 
el  dans  le  problème  général  de  la  réfraction. 

Soit  s  (a:,/,  j)  une  fonction  continue  des  coordonnées  carté- 
siennes d'un  point,  définie  dans  une  région  de  l'espace  dans  laquelle 
seront  situées  toutes  les  courbes  dont  nous  nous  occuperons. 
Nous  résoudrons  d'abord  le  problème  de  Géométrie  suivant. 

Parmi  toutes  les  courbes  joignant  deux  points  Jixes  A  et  B, 
{fig-  io5),  trouver  celles  qui  rendent  l'intégrale 


^C 


■:.lx,j,=)ds 


nnu-iiniiin  ua  inljiiinum.  Dans  cette  iniégraie,  ds  désigne  ini 
clément  de  longueur  de  la  courbe,  et  l'intégrale  est  supposée 
étendue  à  toute  la  courbe  de  A  en  B.  On  conçoit  facilement  que, 
pour  certaines  courbes  G,  l'expression  1  soil  un  maximum  ou  un 
minimum;  par  exemple,  si  la  fonction  <i{x,y,z)  est  positive 
pour  toutes  les  valeurs  de  x,y.,  z,  l'intégrale  I  est  positive  et  ne 
peut  pas  devenir  nulle  ;  il  y  a  donc  évidemment  un  minimum.  Eu 
particulier,  si  ç;(j:,j-,  i)=  i,  l'iulégralc  I  a  pour  valeur  la  lon- 
gueur de  la  courbe  joignant  les  points  A  et  15  ;  la  courbe  G  r|ul 
réalise  le  minimum  est  alors  la  droite  AB. 

Soil,    d'une   manière  générale,  G  la  courbe  qui  réalise  le  nia-ii- 
I1IUIII   ou   ic  minimum  de  l'intégrale  :  exprimons  les  coordonnées 
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■«)6  DEUXIÈJH!     L'AIITIE.    —    STATIQUE. 

x,y,z-  d'un  point  ^T  du  celle  courbe  en  fonction  (Viin  [(lu-amiLi'o 
q  qiii  varlcva  do  «  à  /;  rjuand  Je  point  M  décrira  l'arc  AMB; 
désignons  par  .i:',y,  s' les  dérivées  de  x,y,  s  jjar  rapport  à  ç  ot 
posons  R  =  \'x''~i-y'-^  ;'-  ;  nous  avons  ds^=^  Kdq,  el  l'intégralo 
I  lo  long  <\e  C  a  ponr  valeur 

i^oiir  <;x[jrimcrquel  est  un  iniiiiniuiu,  il  l'aul.  exprimer  l\ii<:  lii  va- 
leur I,  de  Ili  même  intégrale,  prise  le  long  d'une  co«rie  ç»e/co/iyH(^ 
C,  infdiiiiiant  voisine  de  Cet  allant  de  A  enD,  esl  sapériaure  àl. 

Soient  ^,  ■/!,  Ç  Irois  fonctions  arbitraires  de  17,  s'annulant  au\ 
limites  a  clb  et  ajant  pour  dérivées  \' ,  r/,  ^'  ;  posons 

(Ml)  ^,^^-^-4,      y,=y^fn,       ji  =  s+.eÇ, 

£  désignant  une  constante  inliniment  petite.  Lorsque  rj  varie  de  1/ 
à  b,  le  point  M|  de  coordonnées  :):s,^',,  s,  décrit  nne  courbe  C, 
infiniment  voisine  de  C  et  allant  de  A  en  B.  On  a  le  long  de  G, 

Pour  évaluer  la  diflérence  I,  — I,  c'est-à-dire  la  variation  dl  que 
subit  l'intégrale  quand  on  fiasse  de  la  courbe  C  à  la  courbe  G,, 
développons  I,  suivant  les  jinissancc^j  croissantes  de  s,  en  nous 
arrêtant  aus  termes  du  second  ordre  en  s.  On  a 


?(ii,.n,^ 

v/^?  +  J-r-i- 

)re 

,  nous  avons 

iii  de  o(«,,r,  =;.  JJuluplious  n.ciulm  i 

?(«i,7i,  ïi)/»,'-t-7Ï+-<--çlî 


,  an 
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■STÈU 


STulliplions  les  deux  membres  par  dq  et  intégrons  de  a  'a  b,  en 
remarquant  qiio 

ùx'  ^   U  "  ,/.i  '  cJ/  "^  dx  '  âz'  '""  '/^' 


l\dg  r-.rfs, 


Faisons  disparaÎLfa  ^',  r/,  ^'  par  l'inlcgration  par  paities  :  noirs 

/■''     rfa„   ,         !      rfr  ,!'■         r\   ,(     <lr\ 


01   tIciiN    Ton 
onfiii 


..](: 


Lologiics   poiiv 


=ë)H.-^ 


^^XMS 


-■'4^"— 'i? 


;)]■ 


La  partie  intégrée  est  nulle,  car  ^,  r,,  i^  sont  nuls  aux  limites  a 
el  b.  Voue  que  l'intégrale  I  le  long-  de  la  courbe  G  soit  un  maxi- 
mum ou  un  ininimum,  il  faut  que  le  signe  de  I|  —  1  reste  constant 
pour  toutes  les  valeurs  infiniment  petites  positives  ou  négatives 
de  e  ;  il  faut  donc  que  le  coefficient  J  de  s  so\t  mil,  car  autrement, 
pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  i,  la  différence  li  ^  I 
aurait  le  signe  do  s  J.  Pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum,  il 
faut  donc  que  l'intégrale  appelée  J  soit  nulle  et  cela  quelles  que 
soient  les  fonctions  5,  'f„  K  qwî  ont  été  choisies  arbitrairement.  Or 
cette  condition  exige  que,  dans  l'intégrale  J,  les  coefficients  de 
|,ïl,Ç  soient  identiquement  nuls;  car,  s'ils  ne  l'étaient  pas,  en 
choisissant  pour  \,  r„  !^  des  fonctions  ajant  pour  chaque  valeur  de 
^  les. mêmes  signes  qne  leurs  coefficients  respectifs,  on  rendrait 
positifs  îOLis  les  éléments  de  l'intégralité  J  qui  serait  évidemment 
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différente  de  zéro.  La  courbe  chercliée  G  qui  réalise  I 
ou  In  mimmnm  doÎL  donc  vérifier  les  éc|iiations 


qui  se  rcdtiisent  à  deux,  eoinme  on  Je  vérilie  immédiatement  en 
les  ajoutant  après  les  avoir  multipliée:;  respeetivement  par-^^, 
"7"'  TT'  ^^  ^"^  ajant  égard  aux  refalioiis  bien  connues 

\Ts)   ^^iTs)   '^['ds)    ~^'  ds      d<  ^  ds       d.'"'   cis      ds  """' 

o!i  cljiiciil  iilnsi  l'identité  évidente 

rfcî  -  ■      -^  ds! -h  ^  dv  -I-  —'-  a:     =  o. 

\dx  dy    -        ùz        I 

Les     équations    (3),    dans     lesquelles    on     remplace     ds    pur 


s/ dx' ■-\- dy'^ -{- d^- ,  donnent  deux  équations  différentielles  du 
second  ordre  dont  les  intégrales  définissent  j-  et  5  en  fonction 
de  X  et  de  quatre  constantes  arbitraires 

On  détermine  les  constantes  en  écrivant  que  la  courbe  passe 
par  les  deux  points  donnés  A  et  B,  ce  qui  donne  quatre  équations 
entre  les  quatre  constantes.  On  a  ainsi  les  courbes  cherchées  joi- 
gnant les  dous  points.  Elles  ne  donnent  pas  tontes  un  maximum 
ou  va.  minimum  pour  l'intégrale,  mais  c'est  parmi  les  courbes 
ainsi  trouvées  que  sont  celles  qui  réalisent  le  maximum  ou  le  mi- 
nimum. Comme  les  équations  générales  des  courbes  G  renferment 
quatre  constantes,  une  de  ces  courbes  est  déterminée  par  quatre 
conditions,  par  exemple,  sauf  des  cas  exceptionnels,  par  les  con- 
ditions de  passer  par  un  point  donné  et  d'admettre  en  ce  point 
une  tangente  donnée.  On  vérifie  sans  peine  que,  si  a  est  constant, 
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les  courbes  C  obtenues  par  l'inlég^ralion  des  équalions  (3)  sont, 
lies  droites 

comme  nous  l'avons  vu  apriori. 

On  voit  d'après  les  éqiiations(3)  que  les  courbes  cherchées  C 
sont  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  sollicité  par  une  force  F 
dérivant  de  la  fonction  des  forces  ^—  f(x,y,z),  la  tension  du 
fil  étant  assujettie  à  avoir  la  valeur  f{œ,y,s).  Réciproque- 
ment, soit  un  fil  en  équilibre,  les  équations  d'équilibre  étant 
<^S)-Ï*  =  °.  •■■'«™=T  =  -(UH-;.);si.  »rlefil. 
on  prend  deux  points  fixes  A.  et  B,  la  figure  d'équilibre  rend,  eu 
général,  maximum  ou  minimum  l'intégrale 

J    ^rf.,,  on  ^=-(U-H/0; 

dans  tous  les  cas,  elle  annule  la  variation  de  cette  intégrale.  (Mii- 
Dius,  Statique^  i'  Partie,  Chap.  Vil). 

139,  Formvde  de  Tait  et  Thomson,  —  Le  calcul  que  nous  venons  ilr 
faire,  étant  iuterprélé  d'une  façon  un  peu  dilTcrente,  conduit  ù  un  impoi- 
lant théorème  dQ  à  iVIM.  Tait  et  7'hompson.  Soit  C  un  aicd'une  des  cour- 
bes vérifiant  les  équations  (3)  ayant  pour  extrémités  les  points  A  et  B,  et 
C,  une  autre  courbe  infiniment  voisine  de  la  première  ayant  pour  extré- 


ités  les  points  A|,B|  infiniment  voisins  de  A  et  B  (fig-.  io6).  On  poui 
unmc  plus  haut,  passer  de  la  courbe  C  à  C,  en  posant 


avec  celîo  différence  que  f-l,  ev,,  e^  ne  s'annulent  plus  aux  limite?  a  et  b. 
mais  prennent  pour  q^a  des  ^^aleurs  (4)i,  (=-1)1,  (^Oi  -égales  aux  pro- 
jections du  segment  AA,  sur  les  axes,  et  pour  17  =  6  dos  valeurs  (j^)^, 
(-1)2,  (sï)a  égales  aux  projections  du  segment  BB^.  La  différence   I,  —  £ 
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le/,* 


aleuvs   de  rintegralo  Uds  lu  long  des   deux   courbes    Ci   et  C   t 


encore  donnée  par  la  formule  (a)  dans  laquelle  la  partie  intégrée  formant 
le  premier  terme  n'est  plus  nielle,  tandis  que  l'intégrale  J  qui  figure  dans 
le  second  terme  est  nulle,  la  courbe  G  Yeritianl  par  hj'pollièse  les  équa- 
tions (3),  de  sorte  que  tous  les  éléments  de  J  sont  nuls.  On  a  donc,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  t^K  dans  la  formule  (a), 


',  '^^    ,  ^  i^r  _, 


M 


Les  valeurs  de  î^,  ev;,  si;  aux  deux  limites  a  et  b  Tiennent  à 

quées;  appelons  f(A.)  et  <o(Bl  les  valeurs  do  la  fonction  o 

r.  /-  ^    dy     ilz  .  , 

points  A  et  B;  remarquons  enfin  que  -5-1  ■—?  -j-  étant  les  cosi 

tours  7.,  p,  7  de  la  tangente  MT  à  la  courbe  C  menée  dans  ie  ser 
croissants,  c'est-à-dire  de  A  vers  B,  les  valeurs  de  ces  quantités 
limites  sont  les  cosinus  directeurs  cti,  pi,  -fi  ^t  "ii  Psi  ïs  ^^^ 
gentes  ATi  et  BTj  aux  deux  extrémités.  On  a  donc,  pour  Si,  l'i 

SI=     [(.»,»,  +  (.Ti),p,  +  (.C),Y.]?(C) 
-[(.D.«.+  («l).?i  +  (.E),Vil?(A) 

ilont  l'interprétation  géométrique  est  simple.  La  quantité 

(.£).".  +  ("l).(i.+  ('C).ï. 

représente  la  projection  du  segment  BB,  sur  la  tangente  BT 
donc  égale  à  M^  cos  TsBB,;  la  deuxième  des  quantités 
dans  31  est  de  môme  ÂÂ7cosT,AAi;  donc  enfin 


..•îQ;, 


51  =  BB,(p(B)cosTsBBi— AA,<p(A)c, 
ou,  sous  une  forme  plus  symétrique, 
(4)  oI=  — Ââ;'p(A)cosBAAi— BBr3(E)cosABBi, 

car  l'angle  ABBi  est  supplémentaire  de  TgBBi  et  BAAi  égal  à  TiAAi. 

Cette  formule  est  entièrement  analogue  fi  la  formule  élémentaire  bien 
connue  qui  donne  la  variation  de  longueur  d'un  segment  de  droite  et  que 
l'on  obtiendrait  en  supposant  0  =  1  (tio^e^lo  Traité  de  Calcul  différen- 
tiel de  M.  Bertrand,  p.  aa). 

Les  conséquences  de  la  foiTnule  (4)  sont  identiques  à  celles  que  l'on 
tire  de  la  formule  analogue  relative  aux  droites,  pour  la  théorie  des  déve- 
loppées et  celles  des  courbes  et  surfaces  parallèles.  Nous  indiquerons  les 
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CHAPITRB    VI.     —    aTBTBMES    DEFOnMADLES.  21J 

suivantes,  qui  tlonnent  des  rësiillals  intéressants  dans  la  théorie  des 
courbes  brachistochrones,  le  principe  de  la  moindre  action  et  le  pro- 
blème de  la  réfraction.  Nous  supposons  dans  ce  qui  suit  que  ip  ne  s'an- 
nule pas  dans  la  portion  de  l'espace  considérée. 

Applications.  -~  Étant  données  deux  surfaces  S  et  S,  quelle  courbe 
faut-il  tracer  de  l'une  des  surfaces  à  l'autre  pour  que  l'intégrale  I 
prise  le  long  de  celte  courbe  soit  minimum  ou  maximum..  Soient  A  et  B 
{fig.  107)  les  deux  points  inconnus  où  la  courbe  cherchée  rencontre  les 
deux  surfaces.  Cette  courbe  sera  en  particulier,  parmi  toutes  celles  qui 
joignent  les  deux  points  A  et  B,  celle  qui  rend  I  maximum 
c'est  donc  une  courbe  C  définie  par  les  équations  (3).  Pour  déter 
points  A  et  B,  remarquons  que,  quand  on  passe  de  la  courbe  AGB,  qui 
rend  I  maximum  ou  minimum  entre  les  deux  surfaces,  à  une  courbe  quel- 


conque infiniment  voisine,  et  en  particulier 
ment  voisine,  31  doit  être  nul.  Calculons  es 
de  la  courbe  AGB  à  une  autre  courbe  C  infiniment 
du  même  point  A,  pour  aboutir  à  un  autre  point 
d'après  la  formule  ci-dessus, 


courbe  C  iniini- 

quand  on  passe 

îisine  AEB|,  partant 

i  de  2.   On  a  alors, 


SI  =  — B 


e>(B}co3  ABBj. 


Comme  of  est  nul,  le  cosinus  doit  l'être;  l'angle  ARB,  est  donc  dvoit 
pour  toutes  les  positions  de  Bi  sur  E,  et  la  courbe  G  cherchée  coupe  2 
normalement;  elle  coupera  de  même  S  normalement.  En  particulier,  si 
Y  =  r,  on  retrouve  ce  théorème  élémentaire  que  la  plus  courte  distance 
de  S  à  S  s'obtient  en  menant  une  normale  commune  aux  deux  surfaces. 
On  voit  que  la  courbe  cherchée  G  est  la  figure  d'équilibre  d'un  fil  dont 
les  extrémités  glissent  sans  frottement  sur  les  deux  surfaces,  la  tension 
étant  ip  et  la  fonction  des  forces  —  o.  Il  est  évident  que  le  même  théorème 
subsiste  si  l'une  des  surfaces  est  remplacée  par  une  courbe  lise  donnée  ou 
par  un  point. 

a"  Théorème  de  Tait  et  Thomson.  ^  Si  l'on  considère  les  courbes  C 
définies  par  les  équations  (3)  normales  à  une  surface  donnée  S  et  si, 
sur  chacune  de  ces  courbes,  on  prend,  à  partir  du  point  A  où.  elle 
rencontre  la  surface  S,  un  arc  AB  tel  que  l'intégrale 


=  f      'fds, 


prise  sur  cette  courbe,  ait  u 
les  courbes,  le  lieu  des poin 


•aleur  constante,  la  n 


En  effet  {Jlg.  107),  si  l'on  passe  de  la  courbe  G  à 


1  SI  de   l'intégrale   donnée   par  la  formule  (4)  est 
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nulle  par  hypothèse.  Cor 

i  S,  cosABB,  est  nul  au 
Ce  théorème,  qui  compi- 


le eos  BAAj  est  nul,  1 
i,  et  la  courbe  G  est  n 


;oqi1dc  g  éta 


des  surfacus  paialliilea,  s'applique  évidemment  au  cas  limite  où  la  siirlaco  iS 
se  réduit  à  une  sphère  de  rayon  infiniment  petit,  c'est-à-dire  où  los 
courbes  C  passent  par  un  point  fixe. 

Exemples.  —  i°  Prenons  pour  '^{x,y,z)  l'expression /js  et  ne  consi- 
dérons que  des  courbes  tracées  dans  la  partie  de  l'espace  située  au-dessus 
du  plan  des  ay.  Les  courbes  C  sont  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  dont 
chaque  élément  ds  est  soUicité  par  une  force  yerticale  dont  la  projection 
suc  Oz  est  — p  ds,  la  tension  T  étant  ps.  Ce  sont  donc  des  chaineiies  si- 
tuées dans  des  plans  verticaux  et  ayant  leurs  bases  dans  le  plan  horÎKon- 
lal  xOy  ;  nous  avons  vu  en  effet  que,  :s„  étant  l'ordonnée  de  ia  base  d'uni' 
chainetle  en  équilibre,  la  tension  T  at  p{2  —  Sa);  ^a  doit  donc  être  nul. 

Ce  résultat  s'interprète  géométriquement  d'une  façon  Intéressante, 
Soient,  dans  un  pian  verlical  xO-r,  dcus  points  fixes  A  et  U   situés   aii- 

Fig.  io8. 


dessus  de  0^ 
drée  par  la  ré 


B  courbe  AMB  joignant  ces  deus  points 
jn  de  cette  courbe  autour  de  Ox  est 


La  courbe  AMB,  qui  engendre  l'i 
oint  les  deux  points  A,  B  et  qui  a  pour  I. 
niner  la  chaînette  remplissant  ces  conditi 
r  exemple,  si  les  deux  poi 


donc  la  chainelli:  >(ui 
Ox.  En  cherchant  à  Uéter- 
,  ou  trouve  qu'elle  n'cxisli- 
A  et  B  ont  même  ordonnée. 


elle  n'e 


t  C  du  t 


.■  ACI! 
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ajant  sa  base  en  AB  et  son  sommet  en  G  sur  l'axe,  est  moindre  que  33°3s', 
car  c'est  là  l'angle  que  {fig.  108)  fait  avec  l'axe  de  symétrie  CD  d'une 
cliaînette  la  tangente  CT  à  la  courbe  issue  du  pied  de  l'axe  de  symétrie 
sur  la  base.  Nous  ne  donnerons  pas  ici  les  conditions  pour  que  la  chaî- 
nette existe  quand  les  deux  points  A  et  B  sont  quelconques  ;  ces  condi- 
tions ont  été  déterminées  pour  la  première  fois  par  Goldschmidt  {Deter- 
minatio  superficiel  ininimce,  etc.  Gôttingeo,  i83i). 

Lorsque  la  chaînette  n'existe  pas,  la  courbe  AMB  qui,  en  tournant  autour 
de  Ox,  engendre  l'aire  minimum,  est  composée  des  deux  ordonnées  AA', 
BB'  des  points  donnés  et  de  la  portion  d'axe  Oœ  comprise  cnlrc  A'  et  !ï'. 
li^n  effet,  les  équations  diKrenti elles  de  la  courbe  sont 

équaiioriî  qui  se  réduisent  à  uue.  La  première  donne   pz-j-  —  /:.  Si  /.  est 

différent  de  zéro,  on  a  une  chavaette  :  celte  solution  est  donc  à  rejeter  si 
la  chaînette  n'existe  pas.  Il  faut  alors  suppose;'  A"  nul,  et  l'on  trouve 


équation  qui  n 
courbe  non  co: 
1  aires  k  Ox. 

lontrc  que  z  est  nul  ou  que  x  est  constant, 
nfondue  avec  Ox  est  donc  formée  de  droit 

La  portion  dt 
es  perpendicu- 

a°  Soîtç  égal  ai,  les   points  et   les    courbes   considéri! 

;s  étant  encore 

situés  au-dessns  du  plan  xOy.  Les  courbes  G  sont  toujoui 
des  pians  verticaux,  et,  dans  un  de  ces  plans  ^Oa^,  elles  ont 
différentielles 

rs  placées  dan; 
pour  équations 

l'quations  qui  s 

le  réduisent  à  une.  La  première  donne 

^  —  -  ,          dr  =-*- , 

.  ds         c                            ^,._^. 

en  remplaçant  ds  par  sa   valeur  i/dx'-hdz^  et  séparant 
L'intégration  cal  immédiate,  et  l'on  trouve,  en  appelant  , 
constante, 

les  variables. 
a  une  nouvelle 

équation   d'un  cercle  ayant  son  centre  sur  Oa;.   Donc,  dans  l'espace,   les 
courbes   C   sont  des   cercles   orthogonaux  ait  plan,   des  œy.    Par   deux 
points  A  et  B  passe  évidemment  un  de  ces  cercles  et  un  seul. 
La  Géométrie  que  l'on  obtient  en  faisant  jouer  à  ces  cercles  C  le  même 
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rôle  qu'aux  droites  dans  la  Géométne  ordinaire,  e 
élémentaire  d'angle  et  en  appelant  longueur  d'un  i 

de  l'intégrale  /  —  étendue  à  col  arc,  est  la  Gooinolcio  non-tuclidicnne  de 

Lowatchevski. 

161.  Même  problème  sur  une  surface.  —  La  recherche  de  la  figure 
d'équilibre  d'un  fil  sur  une  surface,  dans  le  cas  où  il  existe  une  fonction  de; 
forces,  se  rattache  de  même  à  la  recherche  du  maximum  ou  du  iiiinimuiii 
d'une  intégrale  définie. 

Cherchons  quelle  est,  parmi  toutes  les  courbes  tracées  sur  une  sur- 
face fixe  S  et  joignant  deux  points  fixes  k  et  h  de  cette  surface,  cellt 
qui  rend  minimum  ou  maximum  l'intégrale 


l=J        r^{w,y,z)ds. 


Soit  G  la  courbe  cherchée,  C,  une  courhc  infiniment  voisine  tracée  sur 
la.  surface  entre  les  deus.  mêmes  points  A  et  B.  En  appelant  œ,  y,  z  Icp 
coordonnées  d'un  point  M  de  la  courhc  C,  les  coordonnées  du  point  Mi 
de  G,  infiniment  voisin  de  M  seront 

Xi  =  a!-\-  Sj7,        ji  =  j  -I-  oj',         3,  =  ;  -H  5;, 

en  modifiant  un  peu  les  notations  du  n"I38  et  désignant,  pour  abroger,  par 
àts,  Bj-,  Sa  les  quantités  appelées  précédemment  s^,  sv),  tÇ. 

D'après  le  calcul  du  n"  158,  la  variation  31  que  subit  l'intégrale  I,  quand 
on  passe  de  la  courhe  C  à  la  courhe  Ci,  ayant  les  mêmes  extrémités,  est, 
en  négligeant  les  termes  en  e^. 


Dans  le  cas  actuel,  celle 

varia  tion 

SI  doit  être  nulle  quand  on  passe  de 

la  courbe  C,  non  plus  à  uf 

le  courbe 

voisine  quelconque,  mais  à  une  courbe 

infiniment  voisine  située 

sur   la  s 

urfaoe.  Les  variations  Sa?,  S/,  Sa  ne 

sont  plus  arbitraires  toute 

s  les  trois 

;  en  désignant  par 

'équation  de  la  surface  S,  on  aura  la  condition 


(2) 


àf^  ^,     _ùf., 

dx  '^^^  ôy^^^tâ  "^ 
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qui  exprime  que  la  variation  de  f(3),y,z)  est  nulle  quand  ou  passe  de  G 
à  Cl,  et  qui  montre  que  l'une  des  trois  variations  Sa^,  par  exemple,  est 
fonction  des  deux  autres  S/  et  Ss,  qui  restent  arLitraires.  D'après  celte 
condition,  on  a,  en  désignant  par  1  nue  fonetion  quelconque, 

Retrauchons  cette  inlcgrale  nulle  de  celle  qui  donne  31,  nous  aurons 

où  le  terme  en  oa  est  analogue  aux  deux  premiers.  Cette  variation  ol  dei  ra 
être  nuEa  quels  que  soient  X,  Bjf  et  Bs.  Nous  pourrons  disposer  de  X  de 
façon  à  annuler  le  coefficient  de  5a:  :  la  quantité  sous  le  signe  d'intégra- 
tion ne  contiendra  plus  que  les  termes  en  By  et  Sz,  et  comme  Si  doit  être 
nul  quels  que  soient  S/  et  fis,  les  coefficients  de  ces  deux  variations 
devront  Être  nuls  aussi.  Donc,  pour  une  détermination  convenable  de  1, 
on  aura  les  trois  équations  suivantes,  que  nous  écrivons  en  changeant  le-- 


^(^£)-(-|-^)-« 


ces  équations,  jointes  a  l'équation  de  la  surface,  déterminent  les  courbes  V. 
cherchées. 

Or,  ce  sont  précisément  les  équations  d'équilibre  d'un  ftl  placé 
sur  la  surface  S,  la  fonction,  des  forces  étant  —  o  et  la  tension  a.  On 
retrouve  donc  un  résultat  identique  à  celui  qui  a  été  obtenu  pour  le  cas 
des  courbes  dans  l'espace. 

Esaeinple.  —  Si  o  =  i ,  l'intégrale  I  donne  la  longueur  de  la  courbe  Ali . 
si  donc  on  cherche  les  courbes  de  longueur  minimum  tracées  sur  la  sur- 
face de  A,  en  B,  on  trouve  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  qui  est  tendu 
sur  la  surface  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  directement  appli- 
quée (NM36). 

162.  Réfraction.  —  Nous  allons  montrer  rapidement  comment  cetti; 
même  intégrale    /  q  {x,  y,  z)  ds  se  rencontre  également  dans  le  problème 
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•jÈnéral  de  la  réfraction.  Ce  fait  a  éié  déjà  remarqué,  du  moins  dans  tle? 
cas  simples,  par  Maupeituis,  Jean  Bei'noulli,  Euler;  Laplace  a  même  rat- 
taché à  ce  point  de  vue  la  lliéorie  de  la  douLle  réfraction  (Mémoires  de 
l'Institut,  1809). 

Quand  un  rayon  lumineus  passe  du  vide  dans  un  milieu  liomogène  limité 
par  une  surface  quelconque  S,  il  suit  les  deux  lois  suivantes  : 

r"  Le  rayon  incident  AP,  le  rayon,  réfracte  PA;  et  la  norniafo  PN  à  la 
surface  S  sont  dans  uu  mÉme  plan; 

1"  Ona{/,-.  109) 


uigle  AP.X,  7'  l'angle  A,PN,, 


'le   réfraction   du   milieu  pas-   rapport   au  vide  ou    indice  absolu  de 

Soient  deux  milieux  homogènes  (M)  et  (Mi)  séparés  par  une  surface  S, 
Il  et  /il  les  indices  de  réfraction  absolus  des  deux  milieux;  si  un  rayon 
lumineux  passe  du  premier  milieu  dans  le  deuxième,  la  première  loi  est 
la  même,  et  l'on  a 


Ces  lois  étant  rappelées,  posons  le  problème  suivant  : 
Soient  A  et  A,  deux  points  fixes  do  part  et  d'autre  de  S  et  1'  ui 
quelconque  de  celte  surface.  Quelle  doit  Être  la  position  du  point 


deux  droites  AP  et  PAj  vérifient  les  lois  de  la  réfraction  de  la  lumièri 
du  milieu  (M)  dans  le  milieu  (hli).  En  effet,  si  l'on  appelle  a,  b,c  et  a, 
61,  Cl  les  coordonnées  des  points  A  et  Ai,  et  x,  y,  z  les  coordonnées  d'ui 
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irface  S,  les  disinnr.es  AP  ei  AiP  ont  jjour  %t 


La  somme  u  est  alors  une  fonction  des  deux  variables  in  dépendantes  a?  etj, 
car  a  est  une  fonetion  de  ic  et  ^y  définie  par  l'équation  de  la  surface  S, 
/(ic,  j-,  s)  =  o.  Poui-  obcenir  les  \aleurs  de  a;  et  j  rendant  a  minimum,  il 
faut  égaler  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  u  par  rapport  à  a;  et  ^,  ce  qui 
donne  les  deux  équations 


(^_6,)^(=-c,)t 


P,\  PAi 

LjQi,  jointes  à  l'équation  de  la  surface,  déterminent  les  coordonnées  du 
point  P.  Ce  point  étant  ainsi  déterminé,  faisons  un  changement  d'axes 
coordonnés  ;  prenons  le  point  P  pour  origine  (Jiff-  109),  pour  axe  des  s  ia 
normale  du  côté  du  point  A,  pour  p]an  des  mo;  le  plan  contenant  le  point  A 
de  telle  façon  que  l'ordonnée  b  de  A  devienne  nuOe,  a  et  c  étant  positifs. 

.,  -r-  ,  -7-  . ^101.1.  t^  aU  point  P  sont  alors  nulles  et  les 


PA         PAi 

La  seconde  de  ces  équations  montre  que  le  point  Ai  est  aussi  dans  le 
plan  sP^,  ce  qui  est  la  première  loi  de  la  réfraction  :  la  première  indique 
que  a,  est  négatif  et  donne,  si  l'on  appelle  i  et  /•  les  angles  de  AP  et  PAi 
avec  la  normale  Ps, 


rar t-— ,-r-    on    é_  ne  e  qui  est  la  seconde  loi  de 

PS.  1  ^ 

la  réf  ac  V         le  m  n  cl      che  est  fou  ni  par  le  trajet  d'un  rayon 

allant  de  A  en  A 

Im  g  no  na  tena  pJu  eu  9  u  faces  S  S,,  , , , .  S^  séparant  des  mi- 
lieux lomo^ene  bo  a  d  s  us  de  '^  un  milieu  d'indice  absolu  n, 
entre  S    e     Sj  un       lu        nd  ce  eut  eh     et  S3   un   milieu  d'indice 

lia,.  C      au   le  sous   I     Su     mie     d  nd  ce /(„.  Prenons  un  point  à 

dans  le  I    em  er  n   1  eu    u      10  n    B  dans  le   1     nier  et  considérons  un  po- 
lygone A,  Pi,  Pj,  P3,  ...,  Pp,  B  ajant  un  sommet  sur  chaque  surface, 
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allant  âa  point  A  au  point  B.   Si  Ton  chcrciie  (Jiff-  uo)  qnel  floil 
polygone  pour  que  la  somme 

soit  minimum,  on  trouve,  d'après  ce  qui  précède,  que  ce  poljgor 


être  le  trajet  d'un  rayon  lumineux  allant  de  h.  en  B  et  suwant  tes 
lois  de  la  réfraction. 

Supposons  enfin  que  le  nomhro  des  surfaces  augmente  indéfiniment,  de 
façon  que  les  eûtes  du  polygone  tendent  vers  zéro,  ainsi  que  les  diffé- 
rences n  —  «1,  Tîi  — ^  ftj,  ...  ;  i' ensemble  des  milieux  considérés  devient  un 
milieu  continu  dans  lequel  l'indice  de  réfraction  absolu  n  est  une  fonetioii 
continue  o  {x,  y,  s)  des  coordonnées.  Le  polygone  suivi  par  le  rayon  lumi- 
neux devient  une  courbe,  la  somme  s  devient  l'intégrale 


Le  trajet  du  rayon  lumineux  de  A  en  B  est  donc  la  courbe  rendanl  I  ir 
tégrale  I  minimum,  courbe  dont  nous  avons  indiqué  les  équations  diUi 
rentielles.  On  pourra  consulter  à  ce  sujet  un  article  de  M.  O.  Bonni 
{Nouvelles  Annules  de  Mathématiques,  1887).  Ces  mêmes  courbes  or 
été  étudiées  par  M.  Vicaire  {Comptes  rendus,  rapport  Aq  M.  Jordai 
t.  CVIII,  p.  33o);  leurs  propriétés  essentielles  ont  déjà  clé  données  pa 
Euler,  dans  sa  théorie  des  ôrachistoc/irones . 


EXERCICES. 

n  pesant  passe  ilansdes  ennemis  lises  ét]iiidisiani3  A,,  A, , 

l'équilibre  existe,  la  tension  est  constante  et  la  pression  sur 
1  versement  proportionnelle  au  rayon  du  cercle  Aj_,,  A^,  Aj^, 
eau  et  les  deuï  qui  le  comprennent.  En  conclure  comme 
'il  non  pesant  tendu  sur  une  courbe  fixe  sur  laquelle  il  peut 
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'  Ln  fil  iinn  p  5  nt  île  liN^ueui  'lonnce  e«t  attaché  par  ses  cjdrcmitiïs  à  deux 
lomts  Ii\es  A  et  'nxi  ce  ûl  ghs-eiit  sans  flottement  deux  anneaux  M,  et  M, 

ui  leiqods  agissent  respectif ement  des  foicea  T,  et  F,  données  en  grandeur, 
UreclioQ  et  'iena  Troincr  la  position  d'iquilibte  du  sptèms.  (On  a'appuLC  sur 
T  remaïqiie  faite  A  la  lin  du  n°  140  ) 


3.  Un  polygone  funiculaire  étant  en  équilibre,  on  prend  les  mom 
forces  et  ceux  t,-  (  des  tensions  par  rapport  à  un  point.  Prouver  qu'avi 
leurs  on  peut  construire  un  polygone  analogue  à  celui  de  Yarignon,  i 
çant  les  vecLeurs  F^  el  T,  ;  par  <p,  et  t,.j.. 


),  des 


4.  Si  un  polj'gone  funiculaire  es 
vecteurs  conjugués  des  forces  el  Ai 
par  rapport  à  une  spliète  (iniagin. 
a  la  fin  du  Chapitre  I,  on  obtieni 
de  l'un  de  ces  polygone 


del'' 


en  équilibre,  prouver  qu'en  construisant  les 
tensions,  et  les  droites  conjuguées  des  eûtes 

m  nouveau  polygone  en  équilibre.  Les  eûtes 
conjuguées  des  côtés  de  l'autre;  les 


,  les  points  conjugués  des  plans  formés  psr  deux  côtés  consécutifs 


de  l'autre. 

5,  Traiures  réticulaires.—  Théorème  de  Bankine  [voyez  Philos.  Magazine, 
vol.  XX\^I,  p.  qî;  1S64.  Clerk  Maxwell,  ibid.,  p.  2S0).  —  Des  forces  appliquées 
aux  articulations  d'un  système  poljédral  de  barres  sont  en  équilibre  quand  elles 
sont  perpendiculaires  et  proportionnelles  aux  faces  d'un  polyèdre  dont  les  arûtes 
sont  dans  des  plans  menés,  par  un  point  fixe  0,  normalement  aux  barres  du 

Solution.  —  En  supposant  Je  système  polyédral  de  barres  en  équilibre,  on 
construira  le  polyèdre  obtenu  en  prenant  les  vecteurs  conjugués  des  forces  et  des 
tensions  par  rapport  à  une  spbère  imaginaire  de  centre  O,  conformément  à  la 
méthode  indiquée  antérieurement  (exercice  3,  b  la  fin  du  Chapitie  I] 

{Voyez  un  article  de  M.  GuiDO  Habok,  Journal  de  Ci  elle,  i  C,  p   365  j 

G.  Un  quadrilatère  articulé,  formé  de  quatre  tiges  de  longucuis  imaiiablc. 
a,  b,  c,  d,  est  sollicité  par  quatre  forces  appliquées  auv  quide  sommets  Qui 
doivent  être  ces  forces  pour  qu'il  y  ait  équilibre?  (Ce  ptoblènip  lsI  lé-olu  par 
Masius,  Statique.) 


I    d    F 


-  0 


lé 


Pl 


e  chaînette  de  mèmi 
1  sommet  en  _M  (lloij 
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10.  Positions  d'équilibre  d'un  fil  homogcDe  pesant  assujetti  aux  conditions 
aux  limites  indiquées  par  l'un  des  énoncés  suivants,  dans  lesquels  la  longueur  du 
fil  est  supposée  donnée. 

1°  L'une  des  extrémités  est  attachée  en  un  point  fixe  A;  l'autre  passe  sur  une 
poulie  infiniment  petite  B,  située  â  la  même   hauteur  que  A,  puis  pend  libre- 

2°  Le  fil  passe  sur  denx  poulies  inlîniment  petites,  placées  à  ia  mCmo  hauteur, 
et  les  deux  extrémités  pendent  librement.  {Bép.:  Les  deux  parties  pendantes  ont 
même  longueur  et  se  terminent  sur  la  base  de  la  chaînette;  il  y  n  dens  posi- 
tions d'équilibre,  ane  stable,  l'autre  instable) 

3-  Les  extrémités  du  fil  glissent  sans  frottement  sui  dcui  circinCei  nccs  k,§ile5 
tangentes  extiiricuremeut  et  ayant  I  urs  centies  a  la  ratmc  haulpur 

4°  Le  fil  est  fermé  et  passe  sui  dtnx  poulies  infiniment  peines   l.  et  B   [JRcp 
Deux  chaînettes  ASB,  AS'B  de  mime  base     si   par  la  poulie  la  plus  basse  A   on 
mène  une  horizontale  AU'U  coupant  les  deux  courbes  en  U   et  U   les  longumii 
desdeux  chaînettes  ASB  et  AS'Bsont  inveisement  prtpoitionnelles  aux  arts  Ul' 

et  U'B  (MoBIUS)]. 

5°  Les  deux  extrémités  sont  attachées  en  deu^  points  f  xps  placés  à  la  rat  me 
hauteur;  le  long  du  fil  peut  glisseï  sans  frottement  un  anneau  inhoiraent  petit  M 
auquel  est  suspendu  un  poids  1'  (Bep  Lanniau  va  'fi,  plai-er  au  milieu  du  fil 
les  deus  parties  MA  et  MB  sont  deux  chainettes  de  même  base;  en  M  il  y  a  un 
point  anguleux  ;  les  tensions  des  arcs  MA  et  MB  font  équilibre  au  poids  P.  ) 

U.  Trouver  la  figure  d'équilibre  que  prend,  sous  l'action  du  vent,  une  voile  rec- 
tangulaire ABCD  fixée  par  deux  bords  opposés  k  dens  vergues  verticales  AB 
et  CD.  (On  néglige  l'action  de  la  pesanteur;  on  suppose  que  le  vent  soufUe  lirai- 
zontalement  et  que  la  pression  du  vent  sur  un  élément  de  voile  lui  est  normale, 
proportionnelle  à  sa  surface  et  au  carré  de  la  composante  normale  de  la  vitesse  du 
vent.  On  peut  regarder  comme  évident  que  la  voile  prend  la  forme  d'un  cylindre 
à  génératrices  verticales  et  qne  la  nature  de  la  section  droite  est  indépendante 
de  la  hauteur.  Il  suffit  donc  d'exprimer  qu'une  bande  comprise  entre  deux  plans 
de  section  droite  infiniment  voisins  est  en  équilibre.  Cette  bande  est  assimilable 
à  un  fil  flexible  et  inextensible  :  en  appliquant  les  équations  intrinsèques,  on  trouve 
qu'elle  prend  la  forme  d'une  chaînette  et  que  la  tension  est  constante.) 

\1.  Figure  d'équilibre  d'un  fil  dont  chaque  élément  est  sollicité  par  une  force 
verticale  proportionnelle  à  la  projection  horizontale  de  l'élément,  (Parabole.  -— 
Cas  limite  du  polygone  funiculaire  des  ponts  suspendus.) 

Déterminer  les  constantes,  sachant  que  le  fil  a  une  longueur  donnée  et  est 
attaché  en  deux  points  donnés. 

13.  Figure  d'équilibre  d'un  fil  pesant  dans  lequel  la  dcnsilé  varie  proportion- 
nellement à  l'arc  s  compté  à  partir  du  point  le  plus  bas. 


15.  Calculer  la  loi  que  doit  suivre  la  densité  d'un  fil  pesant  en  fonction  de  ; 
pour  qu'il  se  dispose  sous  l'action  delà  pesanteur  suivant  une  courbe  donnée  (pa 
rabole  d'axe  vertical,  circonférence,  etc.).  On  aura  la  solution  de  cette  questio 
en  partant  de  l'équation  intrinsèque  du  n°  150. 
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CHAPITRE    VI.    —    SVSTEMES    D  E  PO  RU  AB  LE  S,  221 

16.  Chainette  d'égale  résistance.  —  On  appelle  ainsi  une  chaine  d'épaissouv 
variable  telle  que,  dans  la  figure  i3'c()nilibj-e,  l'épaisseur  soit  en  chaque  point  pro- 
portionnelle à  la  tension  en  ce  point  :  dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  plus  de  chance  de 
rupture  en  un  point  qu'en  un  autre  (CoEiOLis).  On  demande  l'équation  de  cette 
courbe  et  la  loi  de  l'épaisseur. 

Réponse.  —  Soit  i  la  section  droite  de  la  chaîne,  variable  avec  s,  p  le  poids  de 
l'unité  de  vokime,  le  poids  de  l'élément  ds  est  pich.  La  courbe  a  pour  équaiiiH, 
en  prenant  comme  origine  le  point  le  plus  bas, 


17.   Figure  d'cciuiiibre  d'un  fil  dont  chaque  éléme 

nt  rf.sest  sollic 

Vds  normale  à  un  axe  fixe  qu'elle  rencontre,  F  éta 

nt  fonction  de 

l'élément  i  l'axe. 

Réponse.  —  Prenant  l'aie  pour  ase  Oz  et  appelai! 

t  /■  et  e  les  coor 

dans  le  plan  œOy,  oo  a  les  trois  équatioua 

^•--A^'''  ^-s^^' 

ds 

Quelle  que  soit  la  loi   de  la  force,  on  a  une  liqu; 

Uiou  diffcrenlii 

qui  montre  que  les  tangentes  à  la  courbe  appartiennent  à  un  complexe  linéaire. 

!S,  Cas  particulier  du  problème  précédent,  où  V  =  [!./■{ p.  constante),  tes  con- 
ditions aux  limites  étant  quelconques.  Ce  problème  est  traité  par  Clebseh  par 
«ne  méthode  spéciale,  qui  sera  espoaée  en  Mécanique  analytique  {Journal  de 
Crelle,t.  LVII,  p,  gS). 

Nous  avons  donné  dans  le  texte  {■a'  154^  le  cas  où  les  deux  extrémités  du  fil  sont 
attaciiées  en  des  points  de  l'axe. 

19.  Trouver  la  figure  d'équilibre  d'un  fil  dans  un  plan,  sachant  que  chaque 
élément  est  sollicité  par  une  force  proportionnelle  ù  cet  clément  et  taisant  avec 
lui  un  angle  constant.  [On  emploie  les  équations  intrinsèques  :  la  eourhe  est  une 
spirale  logarithmique.  (0.  Bon'net.)] 

20.  Trouver  la  loi  de  la  force  verticale  sous  l'action  de  laquelle  un  fil  se  dis- 
pose suivant  une  courbe  plane  donnée. 

(Le  problème  n'est  pas  entièrement  déterminé,  si  l'on  n'ajoute  rien  à  l'énonci! 
relativement  à  Ili  nature  de  la  force.  Pour  que  le  problème  soit  déterminé,  il 
faut  donner  la  variable  en  fonction  de  laquelle  la  force  doit  être  exprimée.  Le 
lil  étant  dans  le  plan  xOy  et  la  force  Yds  parallèle  à  Oy,  Y  peut  être  exprimé 
en  fonction  de  l'une  des  quantités  suivantes  m,  y,  s,  a,  a  étant  l'angle  de  la  tan- 
gente avec  Oa,  ou  de  plusieurs  de  ces  quantités   ù   lu  fois.   Par  exemple,  si  la 
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DEUXIEME    PARTIE,    —    STATIQUE. 

le  cercle  x'^y'  —  a'  =  Q,   l'équation  intiinséque  (n'  150) 


Voila  doQC  Buroiit  de  lois  de  forces  différantes  condiiiçant  au  cercle  donné.) 
Réciproquement,  trouver  la  figure  d'équilibre  d'un  fil  sollicité  par  une  force  vcj- 
ticale  dout  la  loi  est  exprimée  par  l'une  des  formulea  précédeutcs  (i),  (a),  (3),  (4). 
On  trouvera  des  courbes  entièrement  différentes  suivant  celle  des  lois  choi- 
sies :  toutes,  par  la  parti  cul  a  ris  a  tion   des  constantes,  devront   donner  le  cercle 

21.  Trouver  la  loi  d'une  force  centrale  ions  l'action  de  laquelle  un  lil  se  dis- 
pose suivant  une  courbe  plane  donnée. 

[On  peut  répéter  ici  les  mêmes  remarques  q 
lant  I-  et  B  les  coordonnées  polaires,  le  centre 


=  éfâ)' 


o&  F  est  regardé  o 
attractive.]  Esemp 


intermédiaire  -  =  a  -l-  69'). 

23.  Si  une  même  courbe  est  la  position  d'équilibre  d'un  lil  sous  l'action 
d'une  force  F, ,  la  tension  étant  T,^  puis  sous  l'action  d'une  force  F,,  la  tension 
étant  T, ,  elle  est  aussi  la  figure  d'équilibre  du  fil  sons  l'action  d'une  force 
(F)  =(^,F,)-l-(SiFJ,  la  tension  étant  (T)=  (*,T,)  +  Cft,T,);  k,  el  k,  dési- 
gnant des  constantes  et  ces  équations  étant  prises  dans  un  sens  géométrique 
(  Bonnet).  On  emploie  les  équations  intrinsèques. 

24.  Un  fil  libre  sous  l'action  d'une  force  donnée  F  se  dispose  suivant  une 
courbe  C  :  on  réalise  cette  courbe  matériellement,   puis,   soumettant  le  fil  à  la 
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même  force  F,  on  le  lend  sur  loi  courbe  C;  démontrer  que  dans  cette  seconde 
expérience  la  réaction  normale  de  la  courbe  C  sur  l'élément  ds  est  dans  le  plan 
osculatcur  et  a  pour  yaleur i  k  constante,  p  rayon  de  courbure. 

25.  Soit  M  un  point  quelconque  d'un  fil  en  équilibre.  Déraontrûr  que  le  mo- 
ment résultant,  par  rapport  à  M,  de  toutes  les  forces  extérieures  agissant  sur  le 
fd  depuis  une  estrémité  M,  jusqu'au  point  SI  est  nul  (MOcms).  (Ce  résultat  se 
déduit  du  principe  de  solidification  applique  à  l'arc  M„M.  —  On  trouvera  sous  une 
autre  forme  des  résultats  indiqués  dans  le  teste,  en  appliquant  cette  condition  à 
la  portion  d'une  cliainette  en  équilibre  comprise  entre  le  sommet  M^  et  un  point 
M,  et  introduisant  la  tension  T^  en  M^  comme  inconnue  auxiliaire.) 

26.  Dans  une  cliainette  pesante,  de  densité  variable,  en  équilibre  sur  une  sphère, 
l'iiyperboloïdc  ayant  pour  génératrices  d'un  même  système  les  tensions  en  deux 
points  A  et  B  et  la  verticale  du  centre  de  gravité  de  l'arc  AB  passe  par  le  centre 
de  la  spMre.  (On  le  démontre  en  supposant  l'arc  AB  solidifié,  et  remarquant 
que  les  forces  appliquées  i  cet  arc,  tensions  en  A  et  B,  poids  et  réaction  de  la 
sphère  doivent  se  faire  équilibre.) 

27.  Figure  d'équilibre  d'un  fil  flexible  et  mextensible  non  pesant,  traverse  par 
un  courant  et  soumis  à  l'influence  du  pâle  d'un  aimant  0. 

[Ligne  géodésique  d'un  cône  de  révolution  de  sommet  0  (Dareoux).] 
Rappelons  que  l'action  du  pùle  0  sur  l'élément  ds,   situé  à  une  distance  r  de 

0,  est  normale  au  plan  Ods  et  a  pour  intensité  —^  sin  r,ds. 

!8.  On  considère  sur  une  surface  fixe  S  les  courbes  C  qui,  parmi  toutes  les 
courbes  tracées  sur  cette  surface  entre  deux  points,  rendent  minimum  l'inté- 
grale I  =  I  If  ds,  courbes  qni  ont  été  déterminées  dans  le  n"  161.  Démontrer  que, 
quand  on  passe  d'une  do  ces  courbes  AB  à  une  courbe  infiniment  voisine  A,l}, 
sur  la  surface,  la  variation  de  l'intégrale  est  encore  donnée  par  la  formule  de 
Tait  et  Thoroson.  En  déduire  les  mémos  conséquences  que  pour  les  courbes  C 
dans  l'espace  (n°  159). 

33.  On  considère  dans  un  plan  sOa:  des  chaînettes  ayant  Oa;  pour  base  et 
coupant  normalement  une  courbe  fixe  C  :  à  partir  du  point  A,  où  chaque  chai- 
netie  coupe  cette  courbe,  on  prend  sur  cette  chaînette  un  arc  AB  tel  que,  en 
tournant  autour  de  Oic,  cet  arc  engendre  une  aire  déterminée  S.  Démontrer  que 
le  lieu  des  points  B  est  une  courbe  C  normale  à  toutes  les  chaînettes.  (Applica- 
tion du  théorème  de  Tait  et  Thomson.) 

30.  Étant  donnés  deux  points  fiies  A  et  B  et  des  surfaces  fixes  S„  S„  . .  - ,  S,, 
{voyez  Jlg.  110,  n°  162),  on  imagine  des  pointa  mobiles  Pi,  P„  ..  .,P^,, glissant 
sans  frottement  sur  ces  surfaces.  Le  premier  point  P,  est  attiré  par  le  point  A 
avec  une  intensité  constante  n  et  par  le  point  P,  avec  une  intensité  constante  n,, 
le  deuxième  point  P,  est  attiré  par  P,  avec  une  intensité  constante  n,  et  par  Pj 
avec  une  intensité  constante  «,,  ...,  et  ainsi  de  suite.  Démontrer  que  la  position 
d'équilibre  du  système  est  le  trajet  d'un  rayon  lumineuï  allant  de  A  en  B,  sui- 
vant les  lois  de  la  réfraction,  tel  qu'il  a.  été  indiqué  dans  le  texte. 

31.  Le  trajet  A  P,  P.  ...P^B  d'un  rayon  lumineux  de  A  en  B,  suivant  les  lois 
de  la  réfraction  (n- 16!),  est  la  figure  d'équilibre  d'un  polygone  funiculaire  dont 


y  Google 


A  et  B  seraient  fixes,  les  sommets  P„  Pj,  -■■,P^  mobiles  sans  frot- 
tement sur  ks  surfaces  S,,  S^,  . . .,  Sj,  et  dans  lequel  la  tension  du  côté  P(Pi,. 
serait  n^.  (Autre  fortne  de  l'énoncé  précédent.) 

32,  Si  le  long  d'une  courbe  G  (n°  158)  joignant  Jeux  points  A  ot  B,  la  fonctioi 
;;(3;,j',  s)  devient  positive  et  négative,  l'intégrale 


r 


prise  le  long  de  cette  courbe,  ne  peut  être  ni  maximum,  ni  minimum  (Weieh- 
STRASS.  Voyez  une  Note  de  M.  Kobb,  Annales  de  laFaculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse; iSgi). 

33.  Soient  A  et  B  deux  points  placés  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  du  plar 
xOy;  si  l'on  cherche  parmi  les  courbes  joignant  ces  deux   points  celle  qui  rcnii 
l'intégrale 


£''- 


où  II  est  un  euLier  positif  pair,  on  trouve  que  cette  courhc  est  formée  des  perpen- 
diculaires AA'  et  BB',  abaissées  des  points  A  et  B  sur  le  plan  xOy  et  di;  bi 
droite  A'B'. 

Si.  Considérons  une  fonction  o  (a:,y,~),  linie  et  continue  dans  la  région  ife 
l'espace  située  d'un  cûté  d'une  surface  S  sur  laquelle  cette  fonction  prend  la  va- 
leur constante  k;  soil  f^(3:,y,z]  une  deusiéme  fonction  finie  et  continuo  de 
l'autre  cùté  de  cette  surface  S  et  prenant  sur  S  une  valeur  coustante  A\;  soient 
enfin  A  un  point  jilacé  dans  la  première  région,  B  un  point  de  la  deuxième. 
Clici-cher  par  quelle  courbe  il  faut  joindre  les  deux  points,  pour  que,  en  appelant  I' 
le  point  où  elle  coupe  la  surface  S,  on  obtienne  pour  l'intégrale 


l  Les  arcs  .\P  et  BP  sont  respectivement  des  courbes  rendant  la  première  et  h 
deuxième  intégrale  maximum  ou  minimum;  les  tangentes  (  et  (,  à  ces  courbes  ai 
point  P  sont  dans  un  même  plan  avec  la  normale  à  S  en  P  et  font  avec  cette  nor 


35.  Si  l'arc  \P  se  déplace  normalement  à 
et  si  l'on  prend  sur  les  courbes  AP  et  PB  d. 
telles  que  l'intégrale  1  ait  une  valeui 

(Cette  propriété  se  démontre  à  l'aide 
appliquée  successivement  à  la  variatioi 
posent  I.  ) 
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CHAPITRE  VII. 

PRINCIPE  DES  VITESSES  VIKIUEllES. 


1G3.  Historique-  —  Le  principe  (les  vitesses  virluelles  a  été 
employé  par  Galilée  dans  la  théorie  de  quelques  machines  simples, 
puis  par  Wallis  dans  sa  Mécanique;  Descartes  s'est  servi  d'une 
règle,  qui  revient  à  celle  de  Galilée,  pour  réduire  loute  la  Statique  à 
un  principe  unique.  Mais  (citons  textueliement  Lagrange),  «  Jean 
Bernoulli  est  le  premier  qui  ait  aperçu  îa  grande  généralité  du 
principe  des  vitesses  virluelles  et  son  utilité  pour  résoudre  les 
problèmes  de  Statique.  C'est  ce  que  l'on  voit  dans  une  de  ses 
lettres  à  Varîgnoiij  datée  de  1717,  que  ce  dernier  a  placée  à  la 
tête  de  la  Section  neuvième  de  sa  nouvelle  Mécanique,  Section 
employée  tout  entière  à  montrer  par  différentes  applications  la 
vérité  et  l'usage  du  principe  dont  il  s'agit.  Ce  même  principe  a 
donné  lieu  ensuite  à  celui  que  Maupertuis  a  proposé  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  l'an- 
née 174O)  sous  le  nom  de  Loi  du  repos,  et  qu'EuIer  a  déve- 
loppé davantage  et  rendu  phis  général  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  lybi.  Enfin  c'est  encore 
le  même  principe  qui  sert  de  base  à  celui  que  Courtivron  a 
donné  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris 
pour  1748  et  1749-  Et,  en  général,  je  crois  pouvoir  avancer 
que  tous  les  principes  généraux  que  l'on  pourrait  peut-être 
encore  découvrir  dans  la  Science  de  l'équilibre,  ne  seront  que 
le  même  principe  des  vitesses  virtuelles,  envisagé  différemment, 
et  dont  ils  ne  différeront  que  dans  l'expression.  Mais  ce  prin- 
cipe est  non  seulement  en  lui-même  très  simple  et  très  général  : 
il  a,  de  plus,  l'avantage  précieux  et  unique  de  pouvoir  se  traduire 
en  une  formule  générale  qui  renferme  tous  les  problèmes  que 
i.  i5 
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l'on  peut  proposer  sur  l'équilibre  des  corps  »  {LxGSixnGEy  Méca- 
nique analytique,  premicre  Partie,  §  17). 

Depuis  Lagrange,  on  a  proposé  plusieurs  démonstrations  dti 
principe  des  vitesses  lirtueSles  :  une  des  plus  connues  est  celle 
d'Ampère  que  l'on  trouvera  esposée,  par  exemple,  dans  laMéca- 
nique  de  Despeyrons;  récemment  M.  C.  Neumann  a  proposé  une 
autre  démonstration  {Berichte  der  Sâchsischeii  Gesellschaft  der 
Wissenschaften,  mars  1886),  Nous  exposerons  une  démonstration 
classique  qui  repose  sur  ranalvsc  des  diverses  sortes  de  liaisons 
simples. 


I.  -   ÉMOMCS  HT  DÉMOîSSTKATIOn  DU  PRINCIPE. 

16-i.  Déplacement  et  travail  virtuels-  —  Soit  M  un  point  ma- 
tériel auquel  est  appliquée  entre  autres  une  force  F  ;  imaginona 
que  l'on  imprime  à  ce  point  un  déplacement  infiniment  petit  ar- 
bitraire IVliM'  :  on  appelle  ce  déplacement  déplacement  virtuel 
imprimé  au  point  pour  le  distinguer  du  déplacement  réel  que 
prend  le  point  sous  l'action  des  forces  qui  agissent  sur  lui.  Le  tra- 
vail élémentaire  de  la  force  F 

(0  F.IÛm'.cosFMM' 

est  appelé  travail  virtuel  de  F  correspondant  au  déplacement  MM', 
On  peut  alors  appliquer  à  ce  travail  virtuel  tout  ce  qui  a  été  dit  du 
travail  élémentaire  (Cliap.  IV).  Bornons-nous  à  rappeler  les  deux 
propositions  suivantes  : 

Pour  un  même  déplacement  virtuel  MM',  le  travail  virtuel  de  la 
résultante  de  plusieurs  forces  appliquées  au  point  M  est  égal  à  la 
somme  des  travaux  des  composantes. 

Si  le  déplacement  virtuel  MM'  est  la  somme  géométrique  de  plu- 
sieurs déplacements,  le  travail  d'une  même  force  correspondant  au 
déplacement  MM'  est  égal  à  ia  somme  des  travaux  de  cette  force 
correspondant  aux  déplacements  composants. 

Si  l'on  désigne  par  oï  l'espace  de  temps  infiniment  court  pen- 
dant lequel  s'effectue  le  déplacement  virtuel  MM',  le  vecteur    V 

égal  h  ~i~,  dirigée  dans  le  sens  MM',  est  appelé  vitesse  virtuelle 
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imprimée  an  point  M;  et  \a  travail  vii'Luel  petit  s'ccrirc,  en  rem- 
plaçant MM'  par  V3i, 

(2)  FVcos(F,V)£/, 

car  l'angle  de  F  avec  V  est  le  même  que  l'angle  de  F  avec  MM'. 

Analjtiquementj  si  I'ok  suppose  les  axes  rectangulaires  et  si 
l'on  désigne  par  X,  Y,  Z  les  projections  de  la  force  F,  par  3^,  ôi-, 
05  les  projections  du  déplacement  MM',  le  travail  virtuel  est 

Nous  prendrons,  habituellement,  le  travail  virtuel  sous  la 
forme  (i)  :  primitivement  on  le  prenait  plutôt  sous  la  forme  (a  ). 
Lorsque  Ton  emploie  cette  forme  (3)  et  que  l'on  imprime  des 
déplacements  virtuels  à  différents  points,  il  est  convenu  que,  pour 
tous  ces  points,  ot  a  !a  même  valeur. 

16o.  Énoncé  du  principe.  —  Cela  posé,  imaginons  un  sjstème 
de  points  assujettis  à  des  liaisons  sans  frottement.  Divisons  les 
forces  appliquées  aux  différents  points  en  deux  classes  :  les  forces 
de  liaison  qui  proviennent  des  liaisons  imposées  au  sjstème,  et 
les  forces  directement  appliquées  ou  forces  données  que  l'on 
fait  agir  sur  le  système  ;  le  principe  des  vitesses  virtuelles  s'énonce 
alors  de  la  façon  suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  l'équilibre  d'un 
système  est  que,  pour  tout  déplacement  virtuel  de  ce  système, 
compatible  avec  les  liaisons,  la  somme  des  travaux  virtuels  des 
forces  directement  appliquées  soit  nulle.  Nous  allons  d'abord 
vérifier  ce  principe  daus  un  certain  nombre  de  cas  simples. 

166.  Point  libre. ^Soient  impoîntmatérielentièrementlibreet 
X,  Y,  Z  la  résultante  des  forces  directement  appliquées  à  ce  point. 
Tout  déplacement  est  ici  possible,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  liaisons; 
le  travail  viriuel  correspondant  à  l'un  des  déplacements  est 

S  =  X  5a;  -h  Y  Sx  ^-  Z  0^. 

Si  le  point  est  en  équilibre,  X,  Y,  Z  sont  nuls;  Il  ci  résnUe  que 
l'on  a  bien  £  ^:  o  quel  que  soit  le  dcpkiccmeiit  ix,  Zy.  Zz.  Uéci- 
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L  nu],  c|iieU  que  soient  5^,  Sj-,  5,;,  il  futiL  que 


167.  Point  sur  une  surface.  —  SoÎL  maintenant  un  polul  ponvaiit 
■>y  déplacer  sans  frotleraent  sur  une  surface  fixe 

sous  l'action  de  la  force  F.  Il  y  a  ici  une  liaison  exprimée  par 
l'équation  précédente  et  les  seuls  déplacements  compatibles  avec 
cette  liaison  sont  ceux  qui  s'efFectucnl  sur  la  surface.  Si  le  point 
est  en  équilibre,  c'est  que  la  force  est  normale  à  la  surface  et  par 
conséquent  à  tous  ces  déplacements  virtuels;  le  travail  virtuel  est 
constamment  nul.  Inversement,  si  le  travail  5  est  n\il  pour  un 
déplacement  quelconque  MM'  situé  sur  la  surface,  on  a,  d'après 
l'ésalité 

G  =  F.  MM'cos(F,  MM'), 

soit  F  =  o,  soit  cos(F,MM')  =  o.  Donc,  ou  bien  h.  force  est 
nulle,  et  il  y  a  équilibre,  ou  bien  la  force  est  normale  à  la  surface 
et  il  j  a  encore  équilibre. 

Nous  allons,  à  litre  d'exercice,  retrouver  les  équations  d'équi- 
libre d'un  point  sur  une  surface  en  partant  du  principe  des 
\itesses  virtuelles.  Nous  devons  avoir 


sous  la  senle  condition  que  3a;  soit  lié 
Iraircs  ^y,  3^  par  la  relation 


qui  exprime  que  le  déplacement  MM'  est  effectué  sur  la  surface. 
Multiplions  celte  dernière  équation  par),  cl  ajoutons  à  la  première. 
Nous  aurons 
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quels  i|i.;c  soieat  \  Sy  et  3^,  Supposons  1  détermiixî  de  façon  à 
annuler  le  premier  coefficient;  ôy,  3;;  étant  arbitraires,  leurs  coef- 
ficients devront  être  identiquement  nuls;  nous  aurons  donc  siinid- 
tanémenl 

X  -f-  î,  ^■^  =  o, 


Ce  soDl  Lien  les  équations  trouvées  antérieurement  (n"  95).  La 
force  prodaite  par  la  liaison  est  la  réaction  normale  N  de  !a  sur- 
face :  les  équations  d'équilibre  €[ue  nous  venons  d'écrire  montrent 
que  le  point  matériel  M,  supposé  entièrement  libre,  serait  en 
équilibre  sous  l'aclion  simultanée  de  la  force  donnée  et  d'une 
force  ajanl  pour  projections  \  -f--  \-f-,  X-^-;  il  en  résulte  que 
celte  dernière  n'est  aiilre  que  la  réaction  normale.  Cette  réaction 
s'appelle  force  de  liaison:  elle  provient  de  la  liaison  imposée  au 
point. 

Si  lu  surface  était  donnée  par  des  équations  de  la  forme 

pour  toutes  les  variations  Sç,  et  ùg^  de  qt  et  q^,  le  déplacement 
Sx,  ôy,  Zz  donné  par  ces  équations  se  ferait  sur  la  surface  ;  le  travail 


prendrait,  pour  un  tel  déplacement,  la  forme 

elles  conditions  d'équilibre  seraient  celles  précédemment  trouvées 

Q,  =  o,        Q,  =  o. 

Remarquons  que,  dans  tous  les  cas,  que  le  point  soit  en  équilibre 
ou  non,  pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec  la  liaison, 
le  travail  de  la  force  de  liaison,  c'est-à-dire  de  la  réaction  normale. 
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168.   Poiîit  sizr  UEO  coiirbe.  —  Lorstjiic   le  poiiiL  mau-riul  cul 
iissiijelli  à  rester  sur  une  courbe  fixe 

lo  seul  dépkcemenL  compalible  avec  cetle  liaison  est  celiii  qui  se 
fait  sur  Ja  courbe.  On  voit  immédiatement  qne  s'il  j  a  équilibre  le 


aii  V 


uel  de  la  force  donnée  est  nu!, 


ii'clle 


)rmale 


à  la  courbe,  el  réciproquement,  si  le  travail  est  nul  pour  ce  dé- 
placement, la  force  est  ou  nulle  ou  normale  el  dans  les  deux  cas 
il  y  a  équilibre.  Nous  allons  déduire  de  là  les  équations  d'équi- 
libre, telles  qu'elles  ont  été  établies  antérieurement  (n"  96). 
Nous  devons  avoir 

E-^XS3;4-Y3;'-l-Z35  =  o 

pour  tous  les  déplaceroenls  compatibles  a%'ec  les  liaisons,   c'est- 
à-dire  pour  tontes  les  valeurs  ox,  Sy,  S;  vérifiant  les  deux  équations 


*- 


qui  expriment  que  le  déplaeemenl  a  lieu  sur  la  courbe.  Une  seule 
des  quantités  S^,  Zy,  Ss,  la  dernière,  par  exemple,  reste  donc  ar- 
blLrfiire.  Multiplions  alors  les  deux  dernières  équations  par  X  et  )v| , 
et  ajoutons-les  à  la  première,  nous  auronn 


(-^|-.|)-(^ 


^-H?./ 


ù^ 


quels  que  soient  î*,  \  et  os.  Si  l'on  détermine  letX,  de  façon  que 
les  dcus  premiers  coefficients  soient  nuls,  le  troisième  devra  l'être 
aussi  pour  que  cette  expression  soit  liullc  que!  que  aoit  %'■.  Kous 
aurons  dor.c  simultanément 

àx  ox 
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éqnaLÏons  qui  expriment  qu'il  y  a  équilibre  enLre  la  force  direc 
mcTiL  appliquée  et  une  force  ayant  pour  projections 

'  i)x    '     '    dx  dy  ôy  dz    '         dz 

c'est  la  réaction  normale  on  force  de  liaison. 

Si  les  équations  de  la  coarbe  se  présentaient  sous  la  forme 


l)a  condition  d'écjuilibre 


Dans  le  cas  actuel,  comme  dans  le  précédent,  que  le  point  soii 
en  équilibre  ou  non,  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les 
liaisons,  le  travail  de  la  réaction  normale  on  force  de  liaison  est 

mil. 

169.  Corps  solide  eatiàrement  libre.  —  Soit  un  solide  libre  solli- 
cité par  des  forces  données  F),  F,,  . .. ,  F,,.  Ce  solide  est  formé 
d'an  grand  nombre  de  points  matériels  assujettis  à  rester  à  des 
distances  invariables  les  uns  des  autres  :  ce  sont  là  les  liaisons  im- 
posées au  système.  Dans  ce  nouveau  cas,  les  seuls  déplacements 
possibles,  compatibles  avec  les  liaisons,  sont  ceux  pour  lesquels  la 
forme  dit  solide  reste  invariable.  Soient,  pour  un  de  ces  déplace- 
ments, a,  b,  c  les  projections  de  la  vitesse  de  translation  etjD,  ^,  /■ 
celles  de  la  rotation  instantanée;  ces  sis  quantités  peuvent  être 
choisies  arbitrairement,  car  on  peut  imprimer  au  corps  solide  tel 
déplacement  que  l'on  veut,  La  vitesse  d'trn  point  x^  y,  z  a  pour 
projections 

V,i=  fl  -H  çs  —  ?7',         Vj  =  Z>  -h  rx  —ps,         \!=  c  -- py—  qx. 
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de  la  force  F^  appliquée  au  point  X;y  y-,^  s„  est 

S.,  =  X, ia  +  ç ;., -  ;7v) 2(  +  Y.,(i  +  rx., -pz,,)  It  -+-  Z,(c  +  py. ~  qx..;)Zt  ; 
nous  pouvons  écrire  celle  expression 

la  somme  des  travaux  virtnels  de  toutes  les  forces  directement 
appliquées  est  dooc 

G  =  S  Ev-Si[«SX-hÈSYH-cSZ-h/fS(>'Z— î¥) 

Si  I3  corps  est  en  équilibre,  les  coefficients  des  six  arbitraires 
sont  niils  el  l'on  a  bien 

pour  tout  déplacement  compatible  avec  les  liaisons;  et  récipro- 
quement, si  E  est  mil,  quels  que  soient  ces  arbitraires,  il  faut  que 
leurs  coefficients  soient  égaux  à  o,  c'est-à-dire  que  les  conditions 
d'équilibre  soient  satisfaites. 

Que  le  corps  soit  en  équilibre  ou  non,  la  somme  des  travaux 
des  forces  de  liaisons,  qrii  sont  ici  les  actions  mutuelles  des  points 
du  système,  est  nulle  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les 
liaisons.  En  effet,  soient  M)  et  Ma  deux  points  du  corps  placés  à 
une  distance  r  l'un  de  l'autre.  Le  point  M,  exercera  sur  M^  une 
certaine  action  F,  dirigée  suivant  MiM^  et  Ma  exercera  sur  M, 
une  action  égale  et  opposée  F^,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de 
l'action  et  de  la  réaction  (n°  9l%Jig.  65);  ces  deux  forces  sont  les 
forces  de  liaisons  provenant  de  l'action  mutuelle  des  deux  points  Mi 
et  Mj  qui  sont  liés  de  façon  à  rester  à  une  distance  invariable 
Vunde  Vautre.  Pour  se  représenter  cette  liaison,  on  peut  ima- 
giner les  deux  points  liés  l'un  à  l'autre  par  une  tige  rigide  et  sans 
masse.  Convenons,  comme  précédemment,  d'appeler  valeur  algé- 
brique F  de  l'action  mutuelle  des  deux  points  la  valeur  absolue 
de  cette  action  précédée  du  signe  -1-  ou  du  signe  —  suivant  que 
les  points  se  repoussent  ou  s'attirent.  Pour  des  déplacements 
virtuels  quelconques  imprimés  aux  deux  points,  la  somme  des 
travaux  des  deux  forces  est  (n"  92) 
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Si  les  dcplacemenls  virîacis  imprimés  sus  tleiiK  points  sont 
compatibles  avec  la  liaison  imposée  aus  deux  points  de  rester  à 
une  distance  invariahle-,  r  reste  coDStant,  S/-  est  nul  ella  somme 
des  travaux  des  forces  de  liaisons  est  nulle.  Le  même  fait  ajant 
lieu  pour  toiiles  les  actions  mutuelles  des  points  du  corps  solide 
associés  deux  à  deux,  la  proposition  énoncée  se  trouve  établie. 

170.  ILemms.  —  Nous  allons  ériger  cette  remarcpie,  que  nous 
venons  de  faire  dans  les  trots  exemples  examinés,  en  règle  géné- 
rale et  établir  le  iemme  suivant  : 

Qu'un  système  de  points  matériels  soit  en  équilibre  ou  non, 
pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons,  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  forces  dues  à  ces  liaisons  est 
nulle,  en  supposant  essentiellement  qu'il  n'y  a  pas  de  frotte- 
ment. 

Il  suffît  évîdemmenl  d'établir  ce  Icmme  pour  cbacune  des  liai- 
sons du  système  et,  pour  cela,  nous  passerons  en  revue  les  diverses 
sortes  de  liaisons.  Nous  les  diviserons  eu  deux  catégories  : 

i"  Liaisons  des  corps  du  système  avec  des  corps  fixes; 

2"  Liaisons  des  corps  du  système  entre  eux. 

Première  catégorie.  —  (a)  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  un 
corps  solide  a  un  point  fixe  ;  !e  seul  déplacement  possible  est  une 
rotation  autour  de  ce  point  ;  le  travail  de  la  forcç  de  liaison  ou  réac- 
tion du  point  fixe  est  nul,  puisque  son  point  d'application  ne  se 
déplace  pas  dans  ce  mouvement.  Le  même  fait  a  lieu  si  le  corps  a 
deux  points  fixes,  c'est-à-dire  tourne  autour  d'un  axe  fixe. 

(b)  Supposons  qu'une  surface  S,  liée  à  un  corps  solide  du  sys- 
tème, soit  assujettie  à  glisser  sans  frottement  sur  une  surface 
fixe  S'.  La  force  de  liaison  est  la  réaction  normale  MN  de  cette 
surface  S'  sur  S  (Jig.  lia);  son  point  d'application  est  le  point  M 
de  S  en  contact  avec  S'.  Comme  le  déplacement  de  ce  point  doit 
être  dans  le  plan  tangent  commun  à  S  et  S',  le  travail  de  la  réac- 
tion normale  est  nul.  L'une  des  deux  surfaces  S  et  S'  peut  être 
réduite  à  une  ligne  ou  à  un  point. 

(c)  Supposons  enfin  qu'une  surface  S,  liée  à  un  corps  solide  du 
système,  soit  assujettie  à  rouler  et  à  pivoter  sans  glissement  sur 
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ime  siTi-faco  fixe  S'  (n"  55).  La  réaclion  MP  de  S'  sur  S  (yï^.  i  i3) 
est  encore  appliquée  au  point  M  de  S  ijui  se  trouve  en  contact,  mais 
eetie  réaction  n'est  plus  normale,  car  la  liaison  établie  entre  S'  et  S 
s'oppose  au  glissement.  Imprimons  au  système  un  déplacement 
compatible  avec  la  liaison  considérée,  c'est-à-dire  faisons  rouler 
et  pivoter  S  sur  S',  et  soil  Vr  la  vitesse  virtuelle  du  point  M  :  le  tra- 
vail virtuel  de  P  eslPV,.  cos  (P,V,.)  Sf;  ce  travail  est  nul,  car  dans  le 
mouvement  de  roulement  et  pivotement  la  vitesse  Vr  du  point  M  au 
contact  est  nulle. 

L'exemple  le  plus  simple  de  ce  ^enre  de  liaisons  est  le  suivant  : 

Dans  un  p)an  lîxc,  une  roue  S  est  assujettie  à  rouler  sans  glisser 

sur  une  courbe  fixe  S'  (Jlg-  i  J  i).  On  peut  réaliser  cette  liaison  en 


armant  la  circonférence  de  la  roue  et  la  courbe  de  dents  infini- 
ment petites  qui  engrènent  les  unes  avec  les  autres,  ou  encore  en 
attachant  un  fil  inextensible  sans  masse  en  un  point  Â  de  la  cir- 
conférence de  la  roue,  le  tendant  sur  la  roue  jusqu'au  point  de 
contact  M,  puis  sur  ia  courbe  S'  jusqu'en  un  poinL  fixe  B  où  on 
l'attacbe, 

Deuxièms  catégorie.  —  (a)  Soient  d'abord  deux  corps  solides, 
mobiles  tous  deux,  articulés  en  un  point  0.  Les  forces  de  liaisons 
sont  les  réactions  égales  et  opposées  P,  P'  des  deux  corps;  leurs 
points  d'application  restant  confondus  dans  tous  les  déplacements 
admissibles,  la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  deux  forces 
reste  nulle.  Tl  en  est  de  même  si  les  corps  doivent  avoir  plus  de 
deux  poîniG  communs  ;  si,  par  exemple,  ils  sont  articulés  par  une 
charnière. 

(6)  Considérons  maintenant  deux  surfaces  du  système,  mobiles 
toutes  deux,  assujetties  à  glisser  sans  frottement  l'une  sur  l'autre 
{^fig-  lia);  les  forces  de  liaisons  qui  sont  les  réactions  N,N' de  ces 
surfaces  sont  égales,  opposées  et  normales  au  plan  tangent  com- 
mun au  point  de  contact.  Soient  V  et  V  les  vitesses  virtuelles  des 
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points  M  et  M'  de  S  et  S'  qui  sont  actiicUemeni  sa  contaci.  Ces 
vitesses  ne  sont  pas  les  mâmes,  car  on  peuî,  par  exemple,  oLlenii 
lin  tiépîacemsnt  compatible   avec  les  liaisons  en  laissant  S  fixe  et 


faisant  glisser  S'  sur  S.  En  désignant  par  V„,  V^,,  les  projections 
respectives  des  vitesses  virtuelles  V  et  V  sur  N  elN',  nous  aurons 
pour  expression  du  travail  virtuel  total 

5'=Si(NV„-^N'V'„,)  =  Ne((V„-i-V;„). 

Le  mouvement  relatif  de  S  par  rapport  à  S'  étant  un  glissement. 
la  vitesse  relative  V,.  du  point  M  par  rapport  à  S'  est  dans  le  plan 
langent  coromun,  et  l'on  a,  pour  la  vitesse  absolue  de  M, 

(V)  =  (V.)  +  (V,,), 

Ve  désignant  la  vitesse  d'entraînement  de  M.  Cette  vitesse  Vo  est 
par  définition  la  vitesse  du  point  du  système  de  comparaison  S'  qui 
coïncide  avec  M,  c'est-à-dire  la  vitesse  V  du  point  M'.  On  a  donc 

(V) -(¥')  +  (¥„} 

cl,  en  projolanl  sur  la  direction  N'N, 

V„  =  V'„ 

puisque  Vj.,  étant  dans  le  plan  tangent,  a  nnc  projection  nulle.  PJais 
V^jCst  égal  à  —  V^j,,  car  ces  deux  quantités  désignent  1er;  projec- 
tions d'un  vecteur  V  sur  deux  directions  N'  et  N  directement 
opposées;  on  a  donc 

et  le  travail  3'  est  nul. 

(c)  Supposons  enfin  qu'un  corps  solide  du  système  soit  terminé 
par  une  surface  S  assujettie  à  rouler  et  pivoter,  sans  glissement,  sur 
une  surface   S'  faisant  partie  également  d'un  corps  du  système. 
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L'action  mi:tuelie  des  deux  surfaces  S  et  S',  en  leur  point  ds  con- 
tact, n'est  plus  normale  axi  plan  tangenî.  commun  p[ii5C|ii'cI!c 
s'oppose  au  glissemenl.  Soient  MP  l'action  de  S' sur  S  appliquée  au 
point  M  de  S  qui  se  trouve  en  contact,  M'P'  la  réaction  de  S  sur 
S'  appliquée  au  point  de  S'  qui  se  trouve  au  contact;  ces  deux 
forces  sont  égales  el  opposées.  Imprimons  au  système  un  dépla- 
cement compatible  avec  les  liaisons,  c'esl-à-dire  un  déplacement 
dans  lequel  S  et  S'  se  déplacent,  S  roulant  sur  S'.  Soient,  comme 
précédemment,  V  et  V  les  vitesses  virtuelles  des  points  M  et 
M',  Vp  et  Vj„  leurs  projections  respectives  sur  MP  et  M'P'.  La 
somme  des  travaux  virluefs  des  deux  forces  de  liaison  P  et  P'  est 

e'  =  S((pV;,+  P'v;„)  =  P3ï(Vj,4-v;„). 

Le  mouvement  relatif  de  S  par  rapport  à  S'  étant  un  roulement 
et  un  pivotement,  la  vitesse  relative  Vj.  du  point  M  par  rapport  à 


S'  est  nulle;  la  vitesse  d'entraînement  du  point  M  est,  comme  pré- 
cédemment, !a  vitesse  V  du  point  M'  et  la  formule  générale 

(V)-(V.)  +  (V.) 
donne 

(V)  =  (V'). 

Les  deux  vitesses  V  et  V  étant  égales,  leurs  projections  Yp  et 
Vp,  sur  deux  directions  opposées  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires et  le  travail  S'  est  bien  nul. 

17'I.  Combinaisons  des  liaisons  pïécâdeutes.  —  Les  liaisons 
réalisées  dans  les  machines  sont  des  combinaisons  des  précédentes. 
Ainsi  il  est  aisé  de  faire  rentrer  dans  les  liaisons  examinées 
ci-dessus  les  liaisons  réalisées  à  l'aide  de  fils  ou  de  chaînes. 

Imaginons,  par  exemple,  que  deux  points  M  et  Mj  du  système 
sont  liés  l'un  à  l'autre  par  une  chaîne  C  inextensible,  tendue  dans 
une  partie  de  sa  longueur  sur  une  surface  S  sur  laquelle  elle  peut 
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glisser  sans  frottcmenij  cette  surface  S  étant  d'ailleurs  iise  ou  mo- 
bile. CeLiG  liaison  est  une  combiaaison  des  précédentes;  les  cliaî- 
iioMs  sont  des  corps  solides;  chacun  d'eux  est  articiild  eu  suivant 
en  un  point  ou  suivant  un  axe;  ceiix  qai  sont  en  contact  avec  la 
surface  glissent  sans  frottement  sur  une  surface  S.  L'un  des  deux, 
points,  ]\1|  par  exemple,  pourrait,  de  plus,  être  lié  inYariablement 
i  la  surface  S  :  ce  sérail  encore  une  liaison  précédemment  exa- 
minée. Ce  genre  de  liaisons  comprend  en  partlcu!icr  les  litilsons 
effectuées  à  l'aide  de  poulies. 

172.  Gonception  générale  des  liaisons  sans  frottement.  —  Nous 
venons  de  voir  que,  pour  les  liaisons  les  plus  simples  et  leurs 
combinaisons,  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  de  liaison 
est  nulle,  pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liai- 
sons, du  moment  qu'il  n'j  a  pas  de  frottenienl.  Pour  des  liaisons 
d'une  nature  pUis  compliquée,  par  exemple  des  liaisons  qui  sont 
exprimées  par  des  équations,  on  prend  la  propriété  précédente 
comme  la  définition  même  de  l'absence  de  frottement;  les  liaisons 
sont  sans  frottement  si,  pour  tout  déplacement  compatible  avec 
les  liaisons,  la  somme  des  travaux  des  forces  de  liaison  est  nulle. 

173,  Démonstration  du  principe.  —  Soit  un  système  de  points 
matériels  M, ,  Mj,  . . . ,  M,j,  assujettis  à  des  liaisons  données  et  sol- 
licités par  des  forces  directement  appliquées.  Appelons  ;e„,  y^,  z-, 
les  coordonnées  d'un  de  ces  points  M.^;  Xv,  Yy,  Zv  les  projections 
de  la  résultante  Fv  des  forces  directement  appliquées  à  ce  point. 

Nous  voulons  démontrer  la  proposition  suivante  :  Pour  que  le 
système  soit  en  équilibre  dans  une  certaine  position,  il  faut  et 
il  suffit  que,sH'on  imprime  au  système  un  déplacement  virtuel 
quelconque  compatible  avec  les  liaisons,  la  somme  des  travaux 
virtuels  des  forces  directement  appliquées  soit  nulle. 

La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  si  l'équilibre  alieu,  chaque 
point  My  est  en  équilibre  sons  l'action  de  toutes  les  forces  qui  lui 
sont  appliquées,  tant  données  que  de  liaison;  d'une  façon  plus 
précise,  on  peut  regarder  ce  point  comme  libre,  à  condition  de  lui 
appliquer  certaines  forces  F^,  F^,  ■ . ,  provenant  des  liaisons;  le 
point  est  alors  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  données  de  ré- 
sultante Fv  et  des  forces  de  liaison  F^,  F^, Pour  un  déplace- 
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ment  virtuel  arbitraire  imprimé  à  ce  poîol,  la  somme  des  iravacix 
de  toiUes  ces  forces  est  nul.  Le  même  fait  ayant  lieu  pour  chaque 
poînl  du  système,  si  l'on  imprime  aux  points  du  système  des  dé- 
placements arbitraires  compatibles  ou  non  avec  les  liaisons,  la 
somme  des  travaux  de  toiiles  les  forces  tant  données  que  de  liai- 
son est  imlle 

S  désignant  la  somme  des  travaux  des  forces  données,  G'  la  somme 
des  travaux  des  forces  de  liaison.  Mais,  si  les  déplacements  sont 
compatibles  avec  les  liaisons,  d'après  le  lemme  précédent,  S'  est 
nulle,  et  donc  aussi 

La  condition  est  suffisante.  Si,  pour  tous  les  dcplaccoicnts  com- 
patibles avec  les  liaisons,  la  somme  S  des  travaux  des  forces  don- 
nées est  nulle,  le  système  est  en  équilibre.  Pour  le  démontrer,  nous 
allons  faire  voir  que,  si  le  système  n'est  pas  en  équilibre,  il  y  a  an 
moins  un  déplacement  compatible  avec  les  liaisons  pour  lequel  S 
n'est  pas  nulle.  En  effet,  si  le  système  n'est  pas  en  équilibre,  et  si 
on  l'abandonne  à  lui-même,  il  entre  en  mouvement  :  le  déplace- 
ment que  prennent  alors  les  points  est  compatible  avec  les  liai- 
sons et  chaque  point  Mv  regardé  comme  libre  se  déplace  dans  le 
sens  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  agissant  sur  lui  F^,  Fi,, 
F',,  . . . ,  tant  données  que  de  liaisons.  Dans  ce  déplacement  réel 
toutes  les  vitesses  initiales  sont  nulles;  mais  nous  pouvons  im- 
primer au  système  un  déplacement  virtuel  dans  lequel  chaque 
point  se  déplace  suivant  la  même  direction  et  le  même  sens  que 
dans  le  déplacement  réel,  les  vitesses  virtuelles  des  points  M^ 
n'étant  pas  toutes  nulles.  Alors  la  somme  des  travaux  des  forces 
Fv,  Fy,  Fy,  .  ■ . ,  étant  égale  au  travail  de  leur  résultante,  est  posi- 
tive, puisque  le  déplacement  a  la  direction  et  le  sens  de  celte 
résultante  ;  la  même  chose  ayant  lieu  pour  chaque  point,  la  somme 
S  +  ë'  des  travaux  des  forces  données  et  des  forces  de  liaison  est 
positive  pour  le  déplacement  considéré  et  non  nulle.  Mais  ce 
déplacement  étant  compatible  avec  les  liaisons.  G'  est  nulle  et  l'on  a 


Il  en  résulte  que,  si  pour  toiis  les  déplacements  possibles,  com- 
patibles avec  les  liaisons,  S  est  nulle,  l'équilibre  a  lien. 
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174.  KemarqiîQ  suï  la  ts^avail  d'une  force.  —  L'aiialvae  que 
nous  avons  faite  des  diverses  sortes  de  liaisons  possibles  met  en 
évidence  un  point  sur  lequel  il  n'est  pas  inutile  d'insister.  C'est 
que,  pour  évaluer  le  travail  élémentaire  d'une  force,  soit  virtuel, 
soit  réel,  il  ne  faut  pas  confondre  !e  point  matériel  auquel  la  force 
est  appliquée  avec  le  point  géométrique  d'application  de  la  force. 
Dans  l'expression  du  travail  élémentaire 

F.MÂF.co^F.JiW,     FVcos(F,V)5^ 

MM'  et  V  désignent  te  déplacement  infiniment  petit  et  la  vitesse 
du  point  matériel  auquel  est  appliquée  la  force  et  non  le  dépla- 
cement et  la  vitesse  du  point  géométrique  d'application  de  la 
force.  Par  exemple,  si  une  roue  R  i^fig-  i  i/î)  roule  sur  ime  courbe 


fixe  C,  la  réaction  P  de  la  courbe  est  appliquée  au  point  matériel 
de  îa  roue  M  qui  se  trouve  au  contact;  après  un  intervalle  de 
temps  8(,  ia  roue  a  pris  une  position  infiniment  voisine,  nn  nou- 
veau point  M,  de  la  roue  est  au  contact  et  la  réaction  Pi  est  appli- 
quée en  Mi;  quant  au  point  matériel  M,  primitivement  au  con- 
tact, il  est  venu  en  M'.  C'est  ie  déplacement  MM'  et  la  vitesse  —^ 
du  point  matériel  M  (vitesse  nulle  à  cause  du  roxilement)  qui  fi- 
gurent dans  le  travail  de  P,  et  non  pas  le  déplacement  Ai.VI)  et  lu 
vitesse  —xy-  du  point  géométrique  d'application. 

175.  Sur  les  liaisons  sffectuées  à  l'aide  de  corps  sans  masse.  ^ 
Il  arrive  quelquefois  qiie,  dans  un  système  en  mouvement  ou  en 
équilibre,  il  se  trouve  des  corps  dont  on  néglige  la  masse  par  rap- 
port aux  autres  corps  du  système  et  qu'on  regarde  comme  ayant 
une  masse  nulle.  Ou  traduit  cette  hypotlièse  en  exprimant  que  les 
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forccii  appliquées  à  un  corps  sîin^  masse  se  fonL  éc[iii'.ibrc.  En  CiTet, 
(e^  éqiialioKs  du  mouvement  d'un  point  sonl 

,n^  =  X  m  r^  =  Y  m'^^1 

X,  Y,  Z  désignant  les  projections  de  la  résuJtante  des  forces  ap- 
pliquées ou  point.  Le  point  m  étant  supposé  appartenir  à  un  sys- 
tème en  mouvement,  son  accélération  est  finie,  de  sorte  que,  si  m 
est  une  masse  très  petite,  X,  Y,  Z  sont  elles-mêmes  des  quantités 
très  petites.  Si  l'on  suppose  m=^  o,  X,  Y,  Z  doivent  fitre  nulles  et 
les  forces  applicpiées  au  point  se  font  équilibre.  Si  l'on  imagine 
maintenant  un  système  sans  masse,  chaque  point  du  système  a  une 
masse  nulle  et  toutes  les  forces  appliquées  à  ce  point  se  font  équi- 
libre :  l'ensemble  de  toutes  les  forces  appliquées  à  ce  système  est 
donc  en  équilibre. 

Par  exemple,  si  deux  points  matériels  M  et  M'  sont  liés  l'un  à 
l'autre  par  une  tige  rigide  et  sans  masse,  les  actions  de  la  lige  sur 
les  deux  points  sont  deux  forces  F  et  F'  égales  ei  directement  op- 
posées. En  effet,  l'action  de  la  tige  sur  le  point  M  étantF,  celle  de 
M  sur  la  tige  est  —  F;  de  même,  celle  de  M'  sur  la  tige  est  —  F', 
Les  forces  appliquées  à  la  tige  sont  donc  —  F  et  —  F'  el,  comme 
elles  doivent  se  faire  équilibre,  elles  sont  égales  et  directement 
opposées.  On  retombe  ainsi  sur  une  liaison  qui  a  été  examinée 
précédemment  (n°  169). 

Soient  encore  deux  points  matériels  M  et  M'  liés  par  un  fil 
inextensible  et  sans  masse  passant  sur  une  surface  S  fixe  ou  mo- 
bile sur  laquelle  il  peut  glisser  sans  frottement.  Soient  T  et  T'  les 
actions  exercées  par  le  fil  sur  les  deux  points  M  et  M',  et,  par 
suite,  —  T  et  —  T'  les  actions  exercées  sur  le  lil  par  les  points. 
Le  fil  est  sollicité  à  ses  deux  extrémités  par  les  forces  —  T  et  —  T' 
et,  dans  la  partie  qui  touclie  la  surface  S,  par  des  forces  nor- 
males provenant  de  la  réaction  de  la  surface.  Comme  il  doit  être 
en  équilibre,  sa  tension  est  la  même  partout  et  il  est  disposé  sui- 
vant une  ligne  géodésiqiie  de  la  surface  (n"  156);  en  particulier 
T  =  T'.  Ce  genre  de  liaisons  rentre  dans  les  liaisons  examinées 
précédemment  (n"  171);  il  conduit  à  quelques  conséquences  géo- 
métriques que  nous  indiquerons,  comme  exercices,  à  la  iin  du  Cha- 
pitre (Exercices  1  et  2). 
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i76.  Systèmes  à  Haisons  complètes.  —  On  dil.  ijii'un  système 
de  points  matériels  est  à  liaisons  complèLes  quand  sa  position  ne 
dépend  que  d'un  paramètre.  Dans  un  te!  système,  chaque  point 
décrit  une  courbe  lise  déterminée,  et  la  position  d'un  point  sur 
sa  trajectoire  suffit  pour  déterminer  la  position  de  tous  les  autres 
points.  Par  exemple,  un  corps  solide,  assujetti  à  tourner  autour 
d'un  axe  fixe,  est  un  système  à  liaisons  complètes  :  la  position  du 
corps  ne  dépend  que  de  l'angle  dont  le  corps  tourne  à  partir 
d'une  position  initiale;  chaque  point  du  corps  décrit  un  cercle 
dont  !e  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  et  dont  le  centre  est  sur 
l'axe;  la  position  d'un  de  ces  points  suffit  pour  déterminer  celle 
de  tous  les  autres.  Une  vis  mobile  dans  lui  écrou  fixe,  une  chaîoc 
assujettie  à  glisser  !e  long  d'une  courbe  fixe,  sont  des  systèmes  à 
liaisons  complètes. 

Ces  systèmes  sont  les  plus  simples  de  tous,  car  on  peut  leur 
imprimer  un  seul  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liai- 
sons, à  savoir  le  dépîiieement  obtenu  en  faisant  varier  infiniment 
peu  le  paramètre  unique  dont  dépend  la  position  du  système.  11  y 
aura  donc  une  seule  condition  d'équilibre. 

■177.  Machnies  simples.  —  Les  macbines  simples  sont  des  sys- 
tèmes à  liaisons  complètes  sur  lesquels  agissent  deux,  forces  : 
l'une  P  est  appelée  ]3.  puissance,  l'autre  31  la  résistance.  Pour 
trouver  la  condition  d'équilibre,  on  imprime  à  la  macbine  le  dé-r 
placement  virtuel  unique  compatible  avec  les  liaisons.  Soient, 
dans  ce  déplacement,  Sf  la  projection  sur  P  du  déplacement  AA' 
du  point  d'application  A  de  la  puissance,  et  oR  !a  projection 
sur  R  du  déplacement  RB' du  point  d'application  lï  de  la  résis- 
tance {/l's'-  lia).  J-.a  condition  d'équilibre  est 

En  iiiiroduisaut les  silcsses  virUielles  au  lieu  des  déplacements. 
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où  Up  dcsigne  k  projection  sin'  P  de  la  vitesse  vîrUielle  L'  du 
poinl  A,  et  Vr  la  pi'ojcction  sur  R  de  la  vitesse  virtuelle  V  du 
point  13,  Dans  l'équilibre,  la  puissance  et  la  résistance  sont  donc 


V-, 


entre  elles  dans  le  rapport  inverse  des  vitesses  virtuelles  de  leurs 
points  d'application  estimées  suivant  leurs  direcliocs.  C'est  ce 
que  Galilée  énonçait  sous  la  forme  suivante  :  a  ce  que  l'on  gagne 
en  force,  on  le  perd  en  vitesse.  » 


-  Le  c 


horizi>ntali;- 


1°  Presse  c 
entre  deus  madriers,  l'un  fise,  l'autre  assujetti  à 
meut.  La  puissance  est  une  pression  exereéc  verticalemcnl  s 
coin  supposée  horizontale.  La  résistance  est  la  force  horizontale  R  qui  s'op- 
pose au  déplacement  du  madrier  mobile.  Imaginons  un  déplacement  virtuel 
amenant  le  coin  ABC  en  A'E'C  {fig.  ti6)  de  façon  qu'il  descende  de 

I5H  =  SP; 


le   déplacemnTil  l\\  cl  égal  â  ilî'  pris  négaliv 


i-dirc  l'anqli'  C 


',\\  ==— :i])iltaiîga=— a'^l^taiigïj 
la  condition  d'i'qNilihro  Cïl  donc 

l'Sl'-3atangaôl'  =  o 
I'  =9,iUanga; 
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2°  f'ù   de  pression. 
foi'ce  P  perpendiculaire 


■   Nous  supposerons    que   la   pui 
l'ase  B  j  (/'>.  117)  de  la  vis  et  appliquée  en  A 


à  une  distance  a  de  cet  a\e,  normalument  au  ]iLiii  ;\;IJ,  l^i  i«isuuoe  li 
exerçant  son  action  suivant  cet  axe  même.  Pour  une  rotation  inlininicni 
petite  S9,  seul  déplacement  conipatjtilc  avec  les  liaisons,  la  projection 
sur  P  du  petit  arc  d'hélice  que  décrit  le  point  A  est  un   arc  de  cercle  de 


en  désignant  par  h  le  pas  de  lii 
son  axe  est  propot'tionnci  à  sa 
sèment  pour  un  tour  entier  de 


ion,  et  le  pas  h  est  la  valeur  du  glis 
.  I.a  condition  d'équilibre  est  donc 


P((£l)--  li-^SO-o,  V-. 

utage  ù  augmenter  la  distance 


3°  Bascule  ou  balance  de  Qiiinleitz.  —  La  bascule  se  compose  d'un 
Iléau  ABC  ifig-  118)  mobile  autour  du  point  O,  et  qui  supporte,  à  l'aide 


de  tiges  articulées  BP,',  GC,  deos.  plateaux 
en  I  sur  un  couteau  fisc,  l'autre  en  F  sur  u 
lié  au  plateau  IC  On  place  le  corps  à  pesé 


■iiontBu%  s  appujai 
-uteau  FF  invariab 
r  le  plateau  supéri, 
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on  ](ii  fan  équilibre  \w  un  poiih  1>  placé  en  A,  k  fléau  ABC  étant  liori- 
'/.onii\\.  Pour  iiiift  rotation  50  du  fléau  autour  de  ''on  axe,  on  a  évidemment 

SP-=  ÔA50. 

Quant  à  SR,  il  dépendra  de  la  position  du  faïUeau  sur  le  labliur  FB',  à 
moins  que  ce  tablier  ne  se  déplace  paralléiemenC  à  lui-même,  c'est-à-dire 
que  los  points  F  et  B'  s'élèvent  d'une  mémo  quantité.  Pour  exprimer  cette 
condition,  nous  observerons  que  B'  s'élève  autant  que  B,  c'est-à-dire  de 
ÔB  SO  ;  le  point  C  s'élevanl  d'ailleurs  de  OC  SB,  il  en  sera  de  même  de  C, 


et  le  point  F'  qui  entraîne  F  s'élèvera   de  ^:= 
ebée  c^t  donc 

elle  o^]M■ilne  que  les  droites  01  et  liF'  se  eou| 
jjothèse,  on  aui'a 

SR=.-  Oii  So- 
is bascule  sera  en  équilibre,  t^'i  l'on  eiiuisfaîi  à 

i'.oa.sO  —  n, ois. '^11  =^o. 


oc  3' 


:oLUlit 


sur  ce.  DiHis  tcitc  h 


I!        ÔA' 
it  directement  suspendu 


et  tout  se  passe  comme  si  le  corps  ix  pcs 
l,oint  B. 

i" Balance  de  RnbcrvaL—  Un  parallélogramme  articulé  ABCD  {fig.  ng) 
est  su-iceptible  de  Inuriicr  autour  des  milieux  00'  de  deux  eûtes  opposés; 


"""""T 


ees  deux  points  étant  situés  sur  la  même  vcriJcale,  les  côtés  AD,  BG  res- 
leront  évidemment  verlicaux.  Si  l'on  v  (i\c  doux  plateaux,  leurs  déplace- 
ments vii-tuels  seront  égaux  et  ds  signes  cnntraii'cs,  de  sorte  que,  pour 
que  deux  poids,  P  et  R,  placés  dans  ces  plateaux  se  fassent  équilibre,  il  faut 
qu'ils  soient  égaux.  Comme  pour  la  bascule,  la  condition  d'équilibre  ne 
dépend  pas  de  la  position  des  corps  dans  les  plateau:^  ;  de  plus,  l'équilibre 
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Dans  ce  qui  précode,  nous  n'avons  pas  eu  à  tenir  nomple  du  poids  des 
liges;  car,  les  poids  des  tiges  rcrticales  AD  et  BC  étant  égaux,  la  somme 
de  leurs  travaux  virtuels  est  nulle,  et  les  poids  des  tiges  Alî  et  CD  étaur, 
appliqués  en  des  points  fixes  0  et  0',  la  somme  de  leurs  travaux  est  éga- 
lement nulle.  En  réalité,  les  tiges  Alî  et  CD  sont  reoiplacées  par  des  corps 
solides  de  poids  p  et  //,  doot  les  centres  de  gravité  sotit  en  ^  et  ^  quand 
les  lignes  AB  et  CD  sont  horizontales.  Supposons  l'équilibre  établi  dans 
celte  position  ;  pour  un  déplacement  virtuel  du  système,  les  points  g  et  g' 
se  déplacent  normalement  aux  poids  p  et  p',  en  décrivant  des  arcs  de 
cercle  de  centres  respectifs  O  et  0'.  Donc  la  somme  des  travaux  virtuels 
de  ees  poids  est  encore  nulle,  et  l'on  a  toujours  P  =  R  pour  la  condition 
d'équilibre;  seulement  l'équilibre  n'est  plus  indiCTérent,  car,  dans  une 
autre  position,  les  travaux  des  poids  jO  et^'  interviendraient. 

5°  Genou.  —  Une  ti','c  AO  {fig.  l'to)  est  articulée   par  ^es  deu\  cMi.- 


i. 

1  0  avec  une  tige  OIÎ,  de  longueur  b 

1 

i      tement  sur  la  verticale  du  point  A.  Su 

r 

II 

1          AO,  s'exerce  la  puissance  FP,  que  nous 

iP 
1    I        î 

1 

point  E  de  sa  direction,  pied  de  la  per- 
4           I      la  résistance  est  la  force  verticale  BK 

pp 

i    B 

!d  jl 

AC    1    n  angle  Sk;  dansée  déplacement,  le  tra- 

de  P  est 

{•iV  ^  — P.ÂÏSqï, 

s  d'ailleurs,  dans  le  triangle  AOP, 
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M(îniiiit  OD  et  AG  perjteiHliculaïrement  à  AIÎ  et  aji|>clarit  C,   le  point  de 
■oneodtre  de  la  dernière  perpendiculaire  avec  BO  prolonge,  ou  a 


l.a  L-oiulitioii  d'é^iiiliLre  prend  alorri  li)  lurine  siNiplc 
P  ^    .r.ÔÏ)    ^   XC 

R  ""  AË.iîD'  '"  ah: 

6°  Moujles  et  palans.  —  Une  moulle  se  compose  île  deus  systèoies  de 
poulies,  assemblés  chacun  dans  une  même  chape  et  montés  sur  le  même 
axe  ou  sur  des  axes  particuliers;  le  premier  système  est  fixe,  le  second 
mobile  (  fiff.  Tai).  Supposons  chaque  système  composé  de  trois  poulies  :  le 


f 


premier  des  poulies  A,  A',  A°;  le  deuxième  des  poulies  Ai,  A,,  A".  En 
un  point  fixe  B  de  la  chape  du  premier  système  on  fixe  une  corde  qui 
passe  successivement  en  AAj,  A'AÎ,  ....  La  puissance  P  est  une  traction 
exercée  sur  rextrémilé  libre  de  la  corde;  la  résistance  R,  un  poids  sus- 
pendu au-dessous  du  système  mobile,  Les  six  parties  de  la  corde  com- 
prises entre  les  deux  systèmes  de  pouUes  peuvcQt  être  regardées  comme 
parallèles  :  la  longueur  totale  de  la  corde  étant  constante,  si  l'on  exerce 
en  P  une  traction  qui  allonge  la  partie  libre  de  la  corde  de  SP,  chacune 
des  six  parties  de  la  corde  comprises  entre  les  deus  systèmes  de  potdies 
Î-3P;  cette  expression  changée  de  signe  est  la  valeur  de 


oR.  . 


,  pour 
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CllAriTHU    VII.     —    PRINCIPE    DES    VITESSES    VIRTUELLES.         3-17 

7°  Chaîne  inetrAensible  glissant  sans  frottement  sur  une  courbe 
fixe.  —  Soient  A  et  B  les  estrémités  de  la  chaîne,  dont  l'épaisseur  est 
supposée  infiniment  petite,  F  la  force  direetement  appliquée  à  un  élément 
ds  placé  en  C,  F^  la  projection  de  F  sur  la  tangente  à  la  courbe  en  G 
dans  le  sens  AB,  Impi-imons  au  système  le  seul  déplacement  virtuel  qui 
soit  compatible  avee  les  liaisons,  déplacement  dans  lequel  la  chaîne  tout 
entière  et,  par  suite,  chaque  élément  glissent  le  long  de  la  courbe  d'une 
même  quantité  CC  égale  à  ou  {fig.  122).  Le  travail  virtuel  de  la  (orce  F 

Fig.  15Î, 


n  écrivant  que  la  somme  de  ces  travaux  e?t  nulle  et  remar- 
T  peut  être  mis  en  facteur  dans  la  somme,  on  trouve,  pour  h 


Cette  condition  est  suffisante  à  condition  d'admettre  que  la  chaîne  est 
tendue  en  tous  ses  points  et  non  pressée.  Par  exemple,  si  aucune  force 
n'est  direetement  appliquée  à  la  chaîne,  sauf  deux  forces  P  et  R  appli- 
quées aux  deu\  extrémités,  la  condition  d'équifibre  est 

l*,  -!-  R,  =  o. 

M'  EqidlibrR  d'un  fluide  incompressible  dans  un  tuyau  très  étroit. 
—  Galilée  s'est  déjà  servi  du  principe  des  vitesses  virtuelles  pour  démon- 
trer les  principaux  théorèmes  d'Hydrostatique;  Descortes  et  Pascal  ont 
également  employé  ce  principe  pour  étudier  l'équilibre  des  fluides.  Pour 
qu'on  puisse  appliquer  le  principe  des  vitesses  virtuelles  à  un  fluide, 
sans  tenir  compte  des  travaux  des  forées  intérieures,  il  faut  que  les  tra- 
vanx  des  forées  intérieures  du  fluide  ou  forces  de  liaisons  soient  nuls  pour 
tout  déplacement  virtuel  compatible  avee  les  liaisons,  c'est-à-dire  que  les 
molécules  voisines  restent  à  une  distance  constante  (fluide  incompres- 
sible) et  qu'il  n'y  ait  pas  de  frottements  intérieurs  (fluidité  parfaite).  Nous 
empruntons  l'exemple  suivant  à  Lagrange  {Statique,  7°  Section). 

Considérons  un  fluide  incompressible  enfermé  dans  un  tuj'au  infiniment 
étroit  dont  la  forme  est  donnée  et  dont  la  section  droite  tu  varie  suivant 
une  loi  donnée.  Pour  plus  de  précision,  on  peut  se  représenter  le  tube 
comme  engendré  par  un  élément  plan  w  d'aire  infiniment  petite  se  dépla- 
çant en  restant  normal  à  une  courbe  donnée  S  {fig.  laî).  Soient  A  et  B 
les  extrémités  de  la  colonne  fluide  supposées  maintenues  par  deux  pistons 
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infinimeot  petits,  dm  un  éSémcnt  de  la  colonne  fluide  placé  en  an  poiiH  C 
où  la  section  droite  est  to  ;  désignons  par  F  la  force  appliquée  à  réliSmcnl 
dm  et  par  F/ sa  projeelion  sur  la  tangente  à  la  courbe  S  dans  le  sens  A13, 
c'est-à-dire  sur  la  normale  à  tu.  Imprimons  à  la  colonne  fluide  le  seul  dé- 


"^^ssaii 


placement  virtuel  qui  soit  compatible  avec  les  liaisons,  déplacement  qui 
consiste  à  faire  glisser  la  colonne  tout  entière  d'une  quantité  infiniment 
petite.  Dans  ce  glissement,  l'élément  dm  placé  on  G  parcourt  sur  la  courbe 
S  un  are  Es  :  de  sorte  que  tu  as  est  la  quantité  du  fluide  qui  passe  par  la 
section  w  du  canal.  A  cause  de  l'incompressibilité  du  fluide,  il  faut  qui; 
cette  quantité  soit  la  même  partout;  on  peut  donc  poser  tu  os  =  a,  a  étanr 

la  même  tout  le  long  du  tube.  Le  travail  do  F  est  alors  F^  Ss  ou  -  F/,  ci, 

la   somme  des   travaux  virtuels  des  forces  F  directement  appliquées  csl 

aV  ^.   La  condilioii  néccssriirc  cl  sur/lsanlc  de  l'équilibre  est  donc- 


iupposant  que  la  colonne  soit  comprimée  en  tous  ses  points, 
ar  exemple,  si  les  seules  forces  appliquées  à  la  colonne  fluide  sont  dcu\ 
isions  Pu  el  Pi  appliquées  normalement  sur  les  deux  pistons  A  et  B  de 
ions  coo  et  tui,  la  condition  d'équilibre  est 


Remarque.  —  On  arrive  à  cette  même  équation  pour  l'équilibre  d'un 
fluide  dans  les  conditions  suivantes.  Imaginons  un  vase  de  forme  quel- 
conque entièrement  clos  dont  partent  deux  tubes  cylindriques  A  et  B  de 
sections  ujq  et  tui.  Supposons  le  vase  rempli  d'un  liquide  sur  lequel  n'agit 
aucune  force  directement  appliquée  et  les  deux  tubes  bouchés  par  deux 
pistons  A  et  B  sur  lesquels  on  exerce  des  pi'essïons  normales  Po  et  Pi.  Si 
l'on  enfonce  le  piston  A  d'une  quantité  infiniment  petite  eo,  le  volume 
intérieur  diminue  de  s^uii,:  il  faut  donc  que  le  piston  B  s'élève  d'une 
quantité  e,  telle  que  Eotoo  =  eioj,.  La  somme  des  travaux  virtuels  de  Pu 
et  Pi  étant  évidemment  PoSo— Pi^it  on  ii  pour  l'équilibre, 

Païo  — Piïi  =  o,         P„wi~P](Uo  =  o, 
relation  sur  laquelle  est  fondée  ia  presse  hydraulique. 
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178.  Équation  générale  da  la  Statique.  —  Nous  suivrons  lii 
méthode  qui  a  été  indiijiiée  par  Lagrangc.  Soit  donné  iiit  sjslômc. 
formé  de  n  points 

soumis  à  des  liaisons  qui  s'expriment  |)ar  des  relations  entre  leurs 
coordonnées 

,,,  ).A(^'-„J-,:^, ,    ...,:r„r„.'„)-0, 


Le  nombre  h  de  ces  équations  est  nécessairement  inférieur  à  celui 
3«  des  coordonnées,  sans  quoi  Je  système  serait  entièrement 
déierminé  par  ces  liaisons  ;  nous  poserons  donc 

/,  _-=  3  a  -  k  : 

dans  le  cas  où  Ton  aurait  />  ^  i ,  le  système  serait  à  liaisons  com- 
plètes, car  sa  position  ne  dépendrait  qne  d'un  paramètre,  de 
l'une  des  coordonnées  convenablement  choisie,  par  exemple.  En 
général,  la  position  du  système  dépendra  de  k  paramètres  :  on 
dit  qu'il  y  a  A-  degrés  de  liberté. 

Désignons  par  Fv{Xv,  Yv,  Zv)  la  résultante  des  forces  données 
qui  agissent  sur  M.,,  !e  principe  des  vitesses  virtuelles  nou.-i  don- 
nera l'équation 

qui  devra  être  vérifiée  pour  tout  déplacement  3j;,„  S^vj  Ssy  com- 
patible avec  les  liaisons.  On  peut  dire  que  c'est  là  l'équation  gé- 
nérale de  la  Statique. 

179.  Multiplicateurs  de  Lagrange.  —  Entre  les  déplacements 
des  points  M  existent  h  relations  qui  s'obtiennent  par  la  différen- 
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5/1 

as, 

-. 

-i--" 

S'" 

-*■  \r, 

'.„ 

+. 

,..^..... 

<;e^  /'  relations  entre  les  ci«  variations  des  coordonnées  montrent 
que  k  de  ces  variations  peuvent  être  choisies  arbitrairement;  nous 
appellerons  ces  variations  les  variations  arbitraires,  et  les  antres, 
qui  sont  déterminées  par  les  équations  (3),  les  variations  dépen- 
dantes. 

Pour  trouver  les  conditions  d'équilibre,  nous  emploierons  la 
niéttiode  des  indéterminées  de  Lagrange  i  multiplions  les  /*  équa- 
tions (3)  respectivement  par  des  coefficients  X,,  'J.^,  ...,  'i-h  <!!• 
ajoutons-les  à  l'équation  (a)  ;  déterminons  ensuite  ces  multipli- 
cateurs de  façon  à  annuler  les  coefficients  des  /*  variations  dé- 
pendantes; il  faudra  alors  que  les  coefficients  des  k  variations 
arbitraires  soient  nuls  aussi  ;  en  définitive,  il  faudra  pouvoir  dé- 
terminer les  X  de  façon  à  annuler  tous  les  coofficieiils,  et  l'on  aura 
les  'Sn  équations  simultanées 


X.j  -=-  3, 


Èll.-^l^Èll^.....X„iÙL. 


■)y~,  dy.,  ôy^ 


ces  équations  jointes  aux  h  équations  de  liaison  (i)  donneront  un 
tolal  de  3/i+  /(  équations  qui  détermineront  les  3n  coordonnées 
et  les  h  inconnues  auxiliaires  X, 

Telles  sont  les  équations  générales  de  la  Statique. 

Les  X  une  fois  connus  détermineront  les  forces  de  liaison; 
on  volt,  en  effet,  que  les  équations  de  l'équilibre  ne  changeraient 
pas  si  l'on  supprimait  la  liaison /i  =  o,  etsi  l'on  ajoutait  aux  forces 
données  agissant  sur  le  point  M.,  une  force  ayant  pour  projections 
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À,  -r^i  "k,  ~— 1  ^1  ^;  cette  force  est  cloac  t'elTet  de  la  liaison  sar  le 
da^v         oyi         as., 

point  M^  :  c'est  ce  que  nous  avons  appelé  la  force  de  liaison. 

AT  -,  1-  .  ,■  ■         àf,     àf,     df\ 

J.\ous  avons  immédiatement  sa  erandeiip;  sa  nrrection  -^^  -r—t  -r— 

°  '  d.v,,    dy^    dzy 

est  normale  à  la  surface  obtenue  en  supposant  que,  dans  l'éqiia- 
tion  /i  =  o,  on  donne  k  toutes  les  coordonnées,  sauf  Xy,  y^,  z.„ 
les  valeiirs  numériques  qui  correspondent  à  la  position  d'équi- 
libre, iCv,  yv,  5v  étant  les  coordonnées  courantes. 

Ex'emple.  —  Appliquons  les  considérations  qui  précÈdcnl  à  l'équilibn; 
d'nn  polygone  funiculaire  de  n  cotés  dont  les  extrémités  sont  attaeliées  en 
deux  points  donné»!  ;  les  équations  da  liaison  sont  ici  au  nombre  de  il,  savoii- 


(.=0 


les  coordonnées  j^j,  , 
géitéi'îilcs  d'équilibre 


'v-l 


ee  SOUL  bien  celles  qu'on  écrirait  par  les  méthodes  élémentaires  en  expri- 
mant que  la  force  F.,  fait  équilibre  aux  tensions  des  deux  fils  qui  aboutis- 
sent au  point  My.  Les  coeffieienls  des  ^  dans  ces  équations  étant  les  co- 
sinus directeurs  des  eûtes  du  polygone  funiculaire,  ces  X  sont  les  valeurs 
absolues  des  tensions,  celles-ci  étant  d'ailleurs  dirigées  suivant  ces  côtés; 
on  voit  bien  qu'elles  sont  normales  aux  surfaces 


y.),  S;  sont  seules  variables,  iiuisquc  ce  sont  là  Ucun.  spbèr 


180.  Réduction  des  équations  d'équilibre  au  nombre  minimum, 
—  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  impraticable  lors- 
que le  nombre  des  points  du  système  el  le  nombre  des  liaisons 
sont  très  considérables  :  on  peut  chercher  à  ramener  le  problème 
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à  la  résolution  du  plus  petit  nombre  possible  d'équîilloos  ;  t'est 
quoi  l'on  arrive  de  la  façon  suivanle. 

Nous  avons  vu  que  la  conliguration  du  sjsLème  dépend  en  g- 
néral  de  /c  paramètres  ;  nous  prendrons  pour  ceux-ci  des  fonctio] 
des  coordonnées  convenablement  choisies 


CCS  égalités,  jointes  aux  Ii^'in  —  k  équaiions  de  iiaison,  per- 
meUront  de  déterminer  les  3/i  coordonnées  en  fonction  des  pani- 
tnrtrcs  '/ 

.rv  =  'l,(q,,qi~  ■■■,(/,,), 
J\=^  ■^,(5r,,ry;,  ...,ç/,). 

En  donnant  ai:K  A' paramètres  des  accrolssonicnls  quelconques 
on  obtiendra  toujours  un  déplacement  compatible  avec  les  bai- 
sons, car,  d'après  la  façon  dont  on  a  formé  les  fonctions  o,  i,  ro 
les  équations  de  liaison  sont  satisfaites  quels  que  soient^^, ,  ij^,  . . . 
„.  On  .lira  .in» 


do,,  , 

?,q,^-. 

ir/.-i-  . 

=  ^""- 

5y,-i-. 

ÙJTJ., 

■■^'dq\ 

n  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  générale  de 

Ile  prentlra  la  tonne 

QiJ./, +  Q,Sî,-...+  Q,'>/i  =0 
vec 

^'       ^\       ùqi  Oqj  ikjj } 

L'équation   précédcctc,  devant  être  satisfaite  qi 
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',,  i,j,,  ...,  ;</,„  exige  que  l'on 

ait  simultanément 

Q,  =  0,        Q,  =  0, 

...,      Q<  =  »; 

s  /.■  équations  défermineronl  1 

c.  valeurs  des  |,ar= 

irrespondent  à  lu  position  d'éqii 

lilibre. 

Ces  résultats  ont  une  forme 

intéressante  quand 

1  travail  virtueî 

Q,J„+-Q,J,, 

-H..^+Q<.«, 

"1  Qn  Qï-  ■  ■  ■  )  Q/i  soiil  cx|iriiné3  eu  fonction  des  7 
■cnliellti  LoLalu  exacte  d'ime  fonction  U  de  f/,,  ^J-'  ■ 
i-diie  si  l'on  a 


O,  =   - 


"î^ 


■■  J?/..^ 


les  (iqiiutioos  d'équilibre  sont  alors  celles  qu'on  écrirait  si  l'on 
voulait  cliercher  les  maxima  et  les  miiiîma  de  la  fonction  U  ;  nous 
démontrerons  en  Dynamique  que,  si,  pour  un  système  déterminé 
de  valeurs  des  ç,  cette  fonction  U  est  réellement  maximum,  la 
position  d'équilibre  correspondante  est  one  position  d'équilibre 
^!lable(r.ejei.ne-Dlricli!et). 

l.c  uni  où  il  V  a   une  fonction  de  Corccs,  c'est-à-diic  celui   où 


M(X.'^^,_Y,,5j,+  Z 


î-v) 


l  la  dillcrenticlle  to 


par  leiii 
n'est  pa 


acte  d'une  fonction  de  œt,  yt,  ;j,  a^, 
,,  ;„  rentre  dans  celui  tjue  nous  venons  d'étxi- 
■eraplace  les  coordonnées  et  leurs  différentielles 
valeurs  eu  fonction  des  cj  et  des  5y,  l'expression  consi- 
te  une  différentielle  totale  esactc,  filais  la  réciproque 
vraie  :  il  peut  se  faire  que  Q,  Zqi-\~  (>;0(^j-f--..+ Q/^S^s 
dilTérenlieile  exacte,    sans  qu'il  _v  ait  une   l'onction   ilcs 


■181.  Application.  Système  pesant.  —    Quand  le  système  dont 
on  ciicrcbe  les  positions  d'équilibre  est  sollicité  uniquement  par 
,  conune  force  directement  appliquée,  il  existe  évi- 
e  fonction  des  forces  directement  appliquées.  En  effet, 
t  un  ase  Os  vertical,  dirigé  vers  le  bas,  le  poids  d'un 


■i  pesanteu 
le  minent  n 
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•Ri  dii  sjsLème  est  / 
■•il  la  soiiimc  des  lra\ 


L'iuels  duï*  |iolcl>>  csL  donc 


en  appelant  %  l'ordonnée  tlii  centre  de  gravité.  Les  positions  d'é- 
quilibre sont  alors  celles  qui  annulent  Sw  ;  ce  sont  celles  qu'on 
trouverait  en  clierchant  les  masima  et  les  mininia  de  ^  considéré 
comme  fonction  des  k  paramètres  géométriquement  indépcndanls 


71.  7^^ 


,  Y'o  q' 


i  défin 


L  la  position  du  système, 


Exe?nples.- —  i"  Clici'clions  les  ijoaitions  d'équilibre  d'une  barit  lioinu- 
,'èiic  pesante  Ali  {Jlg.  \'ii)  cloiu  les  cxtrémitcs  glissent  sans  frottomciil 


liberté).  On  a  d'abord  comme  positions  d'équilibre  éiiili m        I   -  |        i 

horizontales,  si  elles  sont  possibles.  Pour  trouver  d'auln-  |    ■ 

libre,  considérous  une  directrice  DD',  et  soient  AA'  ci  1:1:  !■  -  :l:-i.i-i 
des  points  A  et  B  à  cette  directrice.  La  distance  à  lu  tlroiu-  IJIJ  du  cei 
de  gravité  G,  situé  uu  milieu  do  Alî,  est 


Jl,'   iH    V   \ù    l()j 


La  distaLice  CG'  est  donc  maximum  ou  miuim 
4F  -f-  BF,  et  cette  dernière  somme  est  évidemment 
AB  passe  par  Je  foyer  F.  Donc,  si  la  droite  peut  pi 


quandladroito 

un  foyer,  cbu- 

position  d'équilibre.  Dans  le  cas  de  lu  figuro, 
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CHAPITRE  VII.  —  PRINCIPE  DES  VITIÎSSES  VIRTUELLES.  'J.S5 
lorsque  la  droite  passe  par  F,  elle  est  en  équilibre  instable,  car  dans  cetw 
position  le  centre  (le  gravité  est  plus  îiaut  que  dans  les  positions  voisines; 
elle  est  en  équilibre  stable  quand  elle  passe  par  l'autre  fover  Fj,  comme 
on  le  voit  enpienanllautie  ditectuce  D,Di 

a°  Une  clnlnctte  pe-ante  homogène  ou  non  dont  I  s  entiémites  sont 
fixes  ou  assujetties  t  ^liiser  sans  flottement  sur  des  crurbes  ou  des  sui 
fiées  fîtes  données  prend  une  position  cl  équilibre  qui  est  piimi  toutet 
les  positions  que  peut  picndie  la  chaînette  celle  qui  lend  la  hauteui  du 
centri,  de  gniitt,  maximum  ou  minimum  Par  eiemple  de  toutes  les 
combes  homogènes  de  longueur  donnée  l  passant  pai  deux  points  fixe" 
(elle  dont  le  centie  de  graMté  isl  le  \  lus  bas  est  la  chaînette  piLcedrni 
ment  déterminée  (n°  lo!2)  Un  en  conclut  que  «i  dans  un  plan  on  prend 
an  TvC  C\e  Otî  et  dcuv  points  fixes  V  B  de  toutes  les  couibes  di.  Ion 
gueur  /  situées  din-  le  jibn  (t  )  Hssant  pii  le»  deux  ]  o  nt=  ri.llc  qui  n 
louinant  autour  de  Ox  engcndic  laiie  minimum  e-(  une  thiinciie  311 
le  vérifie  d'après  le  théorème  de  Guldin,  cari  aire  engendrée  Étant  l.  2Tr&G 
atteint  sou  minimum  en  même  temps  que  GG'.  On  peut  laisser  de  cûté  la 
condition  relative  à  la  longueur  et  retrouver  ainsi,  du  moins  en  partie,  un 
résultat  déjà  obtenu.  Parmi  toutes  les  courbes  situées  dans  le  plan  et  pas- 
sant par  AB,  celle  qui  engendre  l'aire  minimam  est  une  certaine  chaînette  ; 
en  effet,  soit  C  cette  courbe,  elle  est,  en  particulier,  parmi  toutes  les 
courbes  de  même  longueur  qu'elle,  celle  qui  engendre  l'aire  minimum; 
c'est  donc  bien  une  ebainette  ayant  sa  base  parallèle  à  Ox.  Il  restera  i\ 
choisir  parmi  toutes  ces  chaînettes  en  nombre  infini  celle  qui  donne 
l'aire  minimum;  c'est,  comme  nous  l'avons  vu  (n"  139,  exemple  l),  celle 
qui  a  Oa^  pour  base. 

182.  Principe  de  Torricelli.—  Nous  venons  de  voir,  comme  une  consé- 
quence du  principe  des  vitesses  virtuelles,  que,  pour  obtenir  les  positions 
d'équilibre  d'un  système  pesant,  il  suffit  d'égaler  à  zéro  la  variation  de  ja 
hauteur  du  centre  de  gravité.  Lagrange  a  fait  la  remarque  importante  que 
si,  avec  Torricelli,  on  admet  comme  un  principe  évident  cette  condition 
d'équilibre  d'un  système  pesant,  le  principe  des  vitesses  virtuelles  en 
résulte  dans  toute  sa  généralité  (  Mécanique  analytique,  Section  I  et  Sec- 
tion ni,  g  V).  Soit,  en  effet,  un  système  de  points  Mi,  Mj,  . . . ,  M„  assujettis 
à  des  baisons  données  et  sollicités  par  des  forces  données  Pj,  F3,  . ..,  F„ 
(Jlff-  laS).  Considérons  une  position  déterminée  du  système  dans  laquelle 
les  points  oecapent  des  positions  nii,  m^,  . . . ,  nt„,  les  forces  ayant  les 
valeurs /i,/j,  . .  .,  /n.  Sur  la  direction  de  /v,  imaginons  un  point  fixe  Oy 
à  une  distance  m^  0„  =  i\.  Si  l'on  déplace  infiniment  peu  le  système  à 
partir  de  la  position  déterminée  considérée,  m^  viendra  en  m'„  et  le  travail 
virtuel  de/v  sera  -/,S'„  car  on  a  évidemment  (n"  89,  exemj^le  2} 
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i-liie)s  des  forces /v  est  donc 

la   condition  nûcossiurc  ef  suffisanlc  pour  quo 


l'oLir  c<-h,  remarquons  que  nous  j)ouvoiis  remplacer  Faction  de  h> 
force /^  par  la  tensioft  d'un  fil  inesLcnsible,  attache  en  m^,  passant  sur 
i:nc  poulie  infiniment  petite  Ov  et  supporlant  un  poids  tenseur  p^  égal 
à  /.,.  Si  nous  faisons  cette  opération  pour  cliaque  force /u,  nous  rempla- 
çons le  système  proposé  par  un  système  pesant,  le  s)'slème  primitif  ne 
survanl  plus  qu'à  étsLlir  des  liaisons  entre  les  poids ^.  Le  système  pesani. 
sera  en  équilibre  ou  non  dans  îa  position  considérée,  si  le  système  primitif 
est  en  équilibre  ou  non  dans  cette  mfime  position.  Or,  pour  que  le  sys- 
tème pesant  aoil  en  équilibre,  il  faut  et  il  saffit  que  la  variation  ^t,  de 
l'ordonnée  du  centre  de  graiitu  des  poids  p~/  soit  nulle;  cette  variation 
est  donnée  par 

l'^!;  =  />,ô;,-i-^i,S~,--...-p/J„Si,„ 

l'UNO  dis  z  éunl  ïcrlifal  ïci's  le  bas,  ]'  désignant  le  ]>oid.-,  total  ^t  ^,, 
jî,  . ,  .,^„  les  coordonnées  des  centres  de  gravité  des  poidsyi, ,/>,,.  .  .,/J;, . 
[|  est  évident  que  Scy  est  égal  à  —ii\,  <"iv  le  fil  in~/0^j>y  a  une  longueur 
constante;  on  a  donc 

puisque /!v  est  égal  à /•/.  l'oar  que  te  système  primitif  soit  en  équilibre,  il 
faut  et  il  suffit  que  ot  =  o,  c'est-à-dire  que  B  =  o  pour  tous  les  déplace- 
ments compatibles  avec  les  liaisons,  ce  qui  est  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  dans  sa  généralité. 

Uemai-que.  —  Si  l'on  plaçait  le  sjstème  matériel  avec  les  fils  et  les 
poids  ji)|,^jj,  .  ,.,p„  dans  une  position  quelconque  M,,  IVL,  .  . .,  M,i  autre 
que  la  position  particulière  considérée,  les  forces  données  seraient  l'i, 
Fs,  ...,  F„  et  les  tensions  des  cordons  MiO,,  M^O»,  ...  seraient  des 
forces  Pi,  Pi,  ...,  j7/,  entièrement  différentes  en  grandeur,  direction  et 
sens  de  Fj,  Fj,  . . .,  F„.  Ce  n'est  que  dons  la  position  particulière  consi- 
dérée 7Hi,  «ig,  ...,  iii„  que  les  forées  données /v  deviennent  égales  aux 
tensions,   de  sorte  que,  si  cette  position  est  une  ])osition  d'équilibre  du 
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OHAPITUB    Vil.    —    pîl[NCll>E    DES   VITESSES    VIRTtJÎ 
jjstàme  sous  l'action  des  forces  données,  elle  l'est  aussi  sous 


■>.37 


isi  sous  l'action  des 
Mais  comme,  déjà  dans  la  position  infiniment  voisine  de  mi, 
s,  . . . ,  nin,  les  forces  Fy  sont  différentes  des  tensions,  il  peut  arriver  que 
itte  position  particulière  soit  une  position  d'équilibre  stable  du  système 
lUs  l'action  des  forces  données  F.;,  instable  sous  l'action  des  poids />,;, 
On  trouvera  dans  les  Exercices  (11°  6)  quelques  propriétés  d'une  posi- 
on  d'équilibre  d'un  système  analogues  à  celle  que  nous  venons  d'exposer 
1  détail,  notamment  une  propriété  due  à  Gaiiss  et  à  MObius  sur  le  mini- 
lum  de  la  somme  des  carrés  des  distances. 


i83.  Application  du  principe  des  vitesses  virtuelles  à  l'équilibre  d 
fils.  —  Soit  ds  un  élément  du  fil,  Xds,  Y  ds,  Zds  les  projections  lie 
résultante  des  forces  extérieures  appliquées  à  cet  élément  :  pour  un  dé|i 
rcment  virtuel  Sa^,  ëy.  S-  imprimé  h  l'élément,  le  travail  de  celte  force  1 

Ô3f,  Sy,  Sz  devront  être  considérées  comme  des  fonctions  de  l'arc  s,  1 
chaque  élément  du  fii  subit  un  déplacement  variant  avec  la  position 
l'élément  sur  le  (il.  Pour  l'éq^iiilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  < 

F  -   f    {X  ^,i'  -t-  ¥  Sj'  -^  Z  Si)  di 


.  nulle  pour  tous  les  déplacements  compatibles  avec  les  lia 
s,  pour  fixer  les  idées,  le  fil  attaché  ans  deux  bouts;  ali 
Lnulenl  aux  (!eu\  limites  do  l'intégrale;   de  plus,  le  (il  ; 


(d.) 


-  r)*{ 


du  premier  1 
d'une  dérivée  telle  que 


;nibrc  est  nulle  et  r 
-  est  égale  ii  la  déri 


■■) 


d.r  d',r.        dy  (/ôj'        dz  cl  uz 
ds      ds  ds     du  ds     ds 


Cette  condition  montre  qu'on  peut  prendre  pour  03;  et  3/  des  lonclioiis 
arbitraires  de  s  s'annulant  aux  limites  o  et  l;  &z  est  alors  déterminé  par 
la  relation  (2)  joiote  à  la  condition  que  Sa  s'annule  aux  limites.  D'après 
cette  relation  (2),  on  a,  en  désignant  par  1  une  fonction  pour  le  moment 
quelconque  de  l'arc  s, 


-.   ^(XS.r+Yy- 


-  Z  Z:  )  ds  't 


;?■*" 


,/, 


dSr- 


;rfi=  . 
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.(>'S^^'-l'-P'{-.('"''^^)- 


Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  espression  S  soit 
nulle,  quelles  que  soient  les  fonctions  Ôan,  Sj  et  X  de  s.  Disposons  de  X 
de  façon  à  annuler  le  coefficient  de  Ss  ;  l'expression  restante  devra  être 
nulle  quelles  que  soient  les  fouctions  oa;  ày  dans  l'intervalle  o,  l;  pour 
cela  il  faut  évidemment  que  les  coefficients  de  Sa?  cl  Sy  soient  nuls  aussi. 
(Ce  raisonnement  est  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  n'[61).  On  a  donc  les 
conditions  d'équilibre 

qui  sont  identiques  à  celles  qu'on  a  établies  directement,   =auf  le  cliaii;;c- 
ment  de  T  cii  —À, 

Cas  particuliers. —  Supposons  que  X,  Y,  7,  soient  les  dérivées  partielles 
par  rapport  à  x,  y.  z  d'une  fonction  de  a;,  j',  ■:  rt  s,  M{x,  y,  z,  s), 


la  position  d'équilibre  s'obtient  donc  en  ebci'cliant  les  fonctions 
de  s  rendant  maximum  ou  minimum  l'intégrale 

f  U(,r,y,  z..^)ch, 


sous  la  condition  (i).  Par  exemple,  pour  un  lil  béléi-ogène  pesant,  Ir  poids 
de  l'élément  cls  est  de  ia  forme  fffis)  ds;  alors,  l'axe  des  s  étant  vcriieal 
vers  ie  haut,  on  a 
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-ff    f    Z'f{,)ds, 


e  la  hauteur  du  centre  de  gravité. 

n  général,  pour  déterminer  la  tension,  l'équiition 

(/■T-hXd^~\  dy-^Zdz  =  o, 

it,  dans  llivpothéso  actuelle, 

,,j.   ''U._    C.U,,,,,   .11., 


rfU    r-  '-     ■  -■■■     ■ 


ÙS 

Lorsque  U  est  indépendant  de  s,  on  trouve  ikiiie 

comini!  nous  l'avons  ïu  précédemment  n°  iiï».  Dons  ce  cas  particulier,  U 
indépendant  de  s,  la  théorie  que  nous  venons  de  développer  permet  de  re- 
trouver les  résultats  obtenus  directement  dans  le  §  III  du  Chapitre  VI: 
CCS   résultats   se  trouvent   ainsi    rattachés    au    principe   des   vitesses   vir- 


IV,  -  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  DÉDUITS  DU  PRINCIPE 
DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

18'l.  Les  liaisons  permettent  une  translation  d'ensemble  du  sys- 
tème parallèle  à  un  axe.  —  Supposons  que  les  liaisons  permet- 
tent une  translation  d'ensemble  de  tout  le  système  parallèlemcnl 
h  un  axe  f|tie  nous  prendrons  pour  ase  Ox.  Dans  1' (équation  g-éné- 
rak'  tie  lii  Stailque  appliquée  au  sjslènie 


yis.J,,  .y,j,.,-  z,ï„)  =  „, 
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n  pourra,   en   i;oiiï.idérQ]]t  eu  tli;placeinciU  parLÎculier,  supposi;!' 
1  qui  donncj   en  meUaiiL  cji  l'aclcur  cetLe  valeur  commune  des 


Pour  l'équilibre  du  sjsLème,  il  faiU  donc  alors  qiic  la  somme 
des  projections,  snr  l'asc  coosidcré  Ox,  des  forces  direcLemeiiL 
appliquées  soit,  iinllc. 

183.  Les  liaisons  permettent  une  rotation  d'ensemble  du  sys- 
tème autour  d'un  axe.  —  Sup|)osons  que  les  liaisons  permetteiiL 
une  rotation  d'ensemble  de  tout  le  système  autour  d'un  ase  que 
nous  prendrons  pour  axo  O.;.  On  a,  en  appelant  i\  cl  0-,  les  coor- 
données polaires  de  la  projection  du  point  :c,„  y^,  ;.,  sur  ic  plan 
,tOj, 

pour  imprimer  au  sjslèmu  le  déplucemeni  considéré,  il  faut  laisser 
i\  et  Zt  constants  et  faire  varier  tous  les  angles  polaires  %  d'une 
même  quantité  50;  on  a  ainsi,  pour  ox.,,  oy.„  ù:-,,  les  valeurs 


La  somme  des 

,  uaïa 

%'irlii, 

cis  de 

s  Ibrces 

luées  est,  poiir  c 

0  llé|)li 

ICCI 

neiiL 

piivlic 

idier, 

elle  est  donc  égale  au  produit  de  39  par  la  somme  N  des  momenls 
des  forces  directement  appliquées  par  rapport  à  l'axe  considéré. 
Pour  l'équilibre,  il  faut  que  cette  somme  N  soit  nulle. 

On  voit  que  la  notion  du  nioineiit  par  rapprit  à  uu  a^e  s'inU'o- 
duit  ainsi  de  la  manière  la  plus  naturelle. 

180.   Les  liaisons  permettent  un  déplacement  hélicoïdal  de  tout 
le  système.  —    l'iTiion>  pour  u\c  {):■   l'axe  du  mouvement  liéli- 
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coïdal  :  soient  o^  l'angle  infiniment  petit  dont  le  svstcme  toitrnc 
autour  de  Oz  clôz  la  quantité  dont  il  glisse  le  long  cleOa;  posons 
£3;=ySQ,  y  sera  ce  que  nous  avons  appelé  la  yïéc/ie  du  mouve- 
ment hélicoïdal  oo  du  mouvement  de  torsion.  Le  déplacement 
infiniment  petit  de  cliaque  point  du  système  étant  la  somme  géo- 
métrique du  déplacement  di\  à  la  rotation  et  du  déplacement  dû  au 
glissement,  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  directement 
appliquées  est  la  somme  des  travaux  qui  seraient  dus  aux  deux 
déplacements  envisagés  séparément  ;  on  a  donc ,  pour  cette 
somme, 

iN  désignant  Ja  somme  des  moments  par  rapport  à  l'axe  Oz  et  Z  la 
somme  des  projections  sur  O;,  Pour  l'équilibre,  il  faut  donc 

\^//.  =  o. 

Remarque.  —  On  retrouve,  duns  l'expression  de  G,  le  moment 
relatif  de  deux  systèmes  de  vecteurs,  l'un  formé  par  les  forces 
directement  appliquées,  l'autre  ayant  poiir  axe  central  l'axe  Os 
du  mouvement  hélicoïdal,  pour  résultante  générale  SQ  et  pour 
moment  minimum  Sr  =/&9  (n"  2i  bi.i). 

187.  Apjflication  aux  conditions  d'équilibre  d'un  solide.  —  Dans 
le  Tableau  qui  suit,  nous  appelons  X,  Y,  Z,  L,  M,  IN  les  projections 
sur  les  axes  de  la  résultante  générale  et  du  moment  résultant  des 
forces  directement  appliquées  à  un  corps  solide  par  rapport  à 
l'origine  O. 

Nous  indiquons  de  plus  le  nombre  des  degrés  de  liberté  d'un 
corps  solide  assujetti  aux  diverses  liaisons  considérées.  Pour  un 
corps  solide  libre,  ce  nombre  est  six;  car  la  position  d'un  solide 
libre  dépend  des  trois  coordonnées  Xo,  yo,  ~-ù  d'un  point  O  fixe 
dans  le  corps  et  des  trois  angles  indépendants  (les  angles  d'Euler, 
par  exemple)  qui  déterminent  l'orientation  d'un  trièdre  trirec- 
tangle  Oxyz  lié  au  corps  par  rapport  à  un  trièdre  fixe  O,  iC,yii;i. 
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i.uluur  lie 

Aucune 

" 

0j^.07,0= 

Oj;,  0^,  0; 

X^Y=.Z-L  =  M  =  N  =  o 

UiipoinlflxeO. 

- 

Ox,  Oy,  O2 

L  =  M  =  N  =  0 

Un  axe  fixe  0-. 

1 

- 

0; 

N=.i, 

autour  de  Os 
etglisselelong 
de  cet  axe.... 

0  = 

lj_ 

Z  :^  X     ■:  .. 

Il  repose  sur  le 
planarOj-: 
i°par  un  point 

X  =.  Y  =  L  =  M  -  N  -^  0 

2=  par  plusieurs 
points  sur  Oa; 

4 

0^,  Or 

Ojt,  0- 

^„v  =  ,,„^■,., 

a- par  des  points 
droite 

Oj;',  0_y 

0: 

V.   -   APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES- 
ISS.   Surfaces  en  coordonnées  normales.   —    Soient   11   surfaces  fixe 
Si,Sj,  ...,  S„.  et  iM  mi   point  dont   les  distances,  estimées  iiormalcmet 
au^  6ui'faces  fixes,  iont  r,,  r,,  .  . .,  >■„.  Une  équation  de  la  forme 


(0 


fi'-i 


représente  une  surface  S,  Jieu  du  point  M,  dont  nous  nous  proposons  de 
construire  la  normale.  Pour  cela,  imprimons  au  point  un  déplacement  arbi- 
traire MM'  sur  la  surface  S,  et  soient  Si\,  Sr^,  . . .,  S/',,  les  variations  des 
distances  >\,  r^,  . , ,,  r„  ;  comme  la  relation  (i)  continue  à  être  satisfaite, 


àf  ^ 


àf  ^ 


<V  ; 
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CHAPITRE    VU,    —    PRINCIPE    DES    VITESSES    VIRTUELLES.       'tbi 

oquation  qui  s'inierpicte  de  la  façon  suivante.  Portons,  à  pariii'  de  H  sur 
la  normale  MPi  ou  n  à  la  première  surface  Si,  un  segment  MFi  dont  la 

valeur  algébrique  estimée  positivement  r1ans  le  sens  MF,  soit  ^;  portons 
de  même,  à  partir  de  M  sur  iVIP^,  un  segment  MFj  égal  à  ^,...,  sur  MP„. 

,  pour  un  dépla- 
cement MM'  effectué  sur  la  surface  S,  la  somme  des  travaux  des  forces 
l''i,  Fî,  . . .  ,  F„  est  nulle.  En  effet ,  l'une  quelconque  des  distances  MP/ 
a  pour  expression,  en  coordonnées  rectangulaires, 

x,y,  3  désignant  les  coordonnées  du  point  M,  «f,  Oi,  ci  celles  du  point  P,, 
pied  de  la  normale.  Pour  un  déplacement  virtuel  du  point  M,  nous  aurons 


_  x  —  a/  g^       y—/)i  ^     ,    3_7^'  -,  _  J"  — "i  - 


Mais  le  point  Pj  se  déplaçant  normalement  à  la  direction  M?, 


Or  les  projections  de  la  force  F;  sur  les   trois  axes  étant 

~  — — —,  -- — -,    le  travail  élémentaire  de  cette  forci 

danl  à  un  déplacement  5r,  &/.  Se  du  point  M  a  pour  c\pressi. 
d/  /«,  —  37  ,      ,    b/-y  , 


.). 


,  F„  esl  donc 

sion  qui  est  bien  nulle  d'après  (î). 
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aGi  DEL-XIÈJIE     l'ARTIi;.     —    STVTIOIK- 

L'équation  (2)  signifie  donc  que  la  somme  des  travaux  de  F,,  Fj,  . . . ,  ]-"„ 
est  nulle  pour  un  déplacement  effectué  sur  la  surface  S  :  ce  qui  prouve 
que  leur  résultante  est  normale  à  S.  On  a  ainsi  uur  construction  simple 
de  la  normale.  On  vmt  aussi  que  le  plan  tangent  à  S  au  point  M  reste  le 
même  quand,  sans  changer  l'équation /(n.'"i,  ■■■,'■«)  =  0,  on  gubgtitui' 
aux  surfaces  S,,  S?,  ...,S„  d'autres  surfaces  SJ,  S,,  ...,  SJ,  tangentes  au\ 
premières  en  Pi,  P^,  . . .,  P„. 

La  proposition  que  nous  venons  d'établir  donne  immédiatement  la  tan- 
gente aux  coniques,  aux  ovales  de  Descai'les,  aux  ovales  de  Cassini,  etc. 


189.  Centre  instantané  de  rotation.  —  Soit,  dans  un  plan,  une  fi{ 
de  forme  invariable  dont  deux  points  Ai  et  Aj  sont  assujettis  à  glisser 
des  courbes  données  C,  et  Gs;  un  troisième  point  M  de  cette  figure 
sollicité  par  ant  force  P  située  dans  le  plan;  cherchons  les  eondil 
d'équilibre  (/^.  126). 

Fig.  ,.6. 


D'abord,  si  l'on  applique  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  la  seul'^ 
force  directement  appliquée  étant  P,  pour  qu'il  y  ait  équihbre,  il  faut  et  il 
suffit  que  pour  un  déplacement  compatible  avec  les  liaisons,  c'est-à-dire 
obtenu  en  faisant  glisser  Aj  et  Aj  sur  C,  et  Gj,  le  travail  de  P  soit  nul. 
ou  encore  que  P  soit  normale  à  la  courbe  décrite  par  le  point  M.  D'autre 
part,  la  figure  invariable  MA1A3  peut  ûtre  regardée  comme  libre  sous 
l'action  de  la  force  P  et  des  réactions  normales  Ni  et  N^  des  deux  courbes 
Cl  et  C3.  Puisqu'elle  doit  être  en  équilibre,  ces  trois  forces  sont  concou- 
rantes et  P  passe  par  le  point  d'intersection  des  réactions  normales  N,  et 
Nj.  lîn  rapprochant  ce  résultat  du  précédent,  on  voit  que  la  normale  à  la 
courbe  lieu  du  point  M  passe  par  te  point  de  rencontre  des  normales  au\ 
courbes   décrites   par  Ax  et  A?,  ce  qui   est  la   propriété   fondamentale  du 


190.  Théorème  de  Sebonemana  et Mannheim.  —  On  peut,  d'une  ma- 
nière analogue,  établir  un  théorème  qui  est  la  généralisation  du  précédeiU 
pour  un  déplacement  dans  l'espace.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer, 
d'après  M.  Golhgnon  {Traité  de  Méca.nique,  t.  II,  3°  édition,  p.  216). 

Soit  un  corps  solide  C  dont  quatre  points  A|,  Aj,  Aj,  Aj  sont  assujettis 
I-  quatre  surfaces  fixes  S,,  S^,  Sj,  Si.  Ce  corps 
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possède  encore  deux. degiûs  de  libellé,  c'esl-à-dire  que  sa  position  dL'pciid 
encore  de  deux,  paramètres  variables  :  en  effet,  la  position  d'un  corps  so- 
lide entièrement  libre  dépend  de  six  paramètres;  en  écrivant  que  quatre 
points  du  eorps  sont  assujettis  à  rester  sur  quatre  surfaces  fixes  données, 
on  écabiLt  quatre  relations  entre  ces  sis  paramètres  :  deux  d'entre  ces  pa- 
ramètres reslenE  donc  indépendants.  Prenons  un  cinquième  point  M  fisc 
dans  le  corps  :  ce  point  décrit  aussi,  quand  le  corps  se  déplace,  une  sur- 
face S;  nous  nous  proposons  de  construire  la  normale  à  cette  surface, 
connaissant  les  normales  Ni,  Nj,  Na,  Nv  aux  surfaces  S„  S,,  S3,  S».  Pour 
cela,  faisons  agir  une  force  F  sur  le  point  M  et  cherchons  les  conditions 
d'équilibre  du  corps. 

Tout  d'abord,  en  vertu  du  principe  dus  vitesses  virtuelles,  il  faut  et  Jl 
suffit  que,  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les  liaisons,  c'csi-à-dire 
obtenu  en  faisant  glisser  les  quatre  points  Av  sur  les  quatre  surfaces  Sv, 
le  travail  de  F  soit  nul;  ce  qui  revient  à  dire  que  F  doit  être  normal  à  la 
■surface  S  lieu  du  point  M.  D'autre  part,  le  corps  peut  fitre  considéré 
comme  libre  sous  l'action  de  F  et  des  quatre  réactions  normales  Ni,  Nj, 
iVj,  Nt  des  surfaces  fixes;  il  doit  donc  être  en  équilibre  sous  l'action  des  cinq 
forces  F,  Ni,  N^,  N3,  Nj,  ce  qui  exige,  comme  nous  l'avons  vu  (n"  Hi,  3"), 
que  ces  forces  rencontrent   deux  mêmes  droites  i  et  i'  réelles  ou  ima- 

En  rapprochant  cette  condition  de  la  précédente,  on  voit  que  la  nor- 
male à  la  surface  S  et  les  normales  aus  quatre  surfaces  S;,  Sa,  S3,  Si 
doivent  rencontrer  deux  mêmes  droites  i  et  A'.  D'où  la  construction  de 
la  normale  à  S  en  M  :  on  construira  les  deux  transversales  i  et  A'  s'ap- 
puyant  sur  les  quatre  normales  N|,  N,,  N3,  N^;  la  normale  cherchée  sera 
la  droite  passant  par  M  et  s'appuyant  sur  A  et  A'. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  les  cas  parlicuhers  qui  peuvent  se  présenter 
et  nous  renverrons  le  lecteur,  pour  l'étude  de  celte  question  de  Géomé- 
f  la  théorie  générale  des  surfaces,  par  AI.   Darbou\ 


(L.  I,  Chap.  Vri). 


EZERGICES. 


1 .  Vérifier  que,  si  deux  points  M(.j^,_j-,  z)  et  M'(ic',^',  ;')  d'on  système  sont 
reliés  par  un  Ûl  inextensible  el  sans  masse  passant  sur  une  courbe  G,  la  somme 
des  travaux  des  forces  de  liaisons  (tensions  du  fil  aux  points  M  et  M')  est  nulle 
pour  un  déplacement  compatible  avec  les  liaisons. 

{Réponse.  —  Appelant  A{fl,  6,  c)  le  point  où  le  fil  s'appuie  sur  la  courbe,  et 
T  la  valeur  de  la  tension,  qui  est  la  même  tout  le  long  du  fil,  ou  a,  après  réduc- 
tion, pour  la  somme  des  travaux  des  tensions  agissant  sur  les  points  M  et  W, 

i''cst-S-dire  Koro,  car  l'élément  ds  du  fil  sans  masse  qui  se  trouve   en   A   étant 
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ï.  Vérifier  le  mùme  fait  31  les  deii\  points  M  et  M  -.ont  relies  jidi  iiii  lil  sans 
masse  glissant  sans  frottemeat  sur  une  surface  ùxp  S 

|r,e  fil  se  dispose  suivant  une  partie  leetili^iie  MV,  ]iui=  sur  U  suifact  S  sui- 
vant une  ligne  géodésique  W  ot  enfin  suivant  une  paitie  rectiligne  V  M';  la 
tension  du  fil  a  tout  le  long  du  fil  une  mène  ^aleuj  T  cps  piopnétcs  tien- 
nent ù  ce  que,  le  fil  étant  sans  masse,  les  foiees  qui  lui  sont  appliquée?  se  font 
.k[uilil>rc.  Appelant  (a,  b,  c)  cl  {a',  b,c)   les    m\\  nnéi,    d  s  pomt»   \.  et   A', 

M\  +  arc  \.V  4-  \.'M    =.  t      si 

Si  l'on  imprime  au  systènie  un  déplacement  v  rtnel  c  mpatilile  avec  les  liaisons, 
on  amène  l'aro  A  A'  en  A^  A',,  et,  en  essajant  de  vt.iifii,i  que  la  somme  des  travaux 
des  tensions  en  M  et  M'  est  nulle,  on  arrive  fi  la  1  Ijti   1  r,iomi_trique 


e.iprimant  une  propriété  des  lignes  géodésiqiies  d'une  surface.  (  Esc 
du  Ciiipitre  précédent,  dans  le  cas  o  =  1.)] 

3-   Un  disque,  limité  par  une  courbe  C,  se   meut  dans   un  plan 
masse  attaché  en  un  point  M  du  contour  C  du  disque  est  enroulé  s 


(  Il  suffit  de  remarquer  que  la  liaison  rentre  dans  une 
dans  le  texte,  car  le  point  M'  est  assujetti  A  glisser  sans 
développantes  de  la  courbe  C^  on  peut  aussi  répéter 
page  a  36.) 

A.  Équilibre  du  cric  simple:  machine  formée  d'un  pignon  de  rayon  a,  qne 
l'on  fait  tourner  sur  son  axo  au  moyen  d'une  manivelle  de  longueur  b  ;  ce 
pignon  engrène  avec  une  barre  rigide  dentée,  de  manière  qu'en  tournant  sur 
son  aïe  il  oblige  la  barre  à  se  mouvoir  dans  le  sens  de  sa  longueur;  In  puis- 
sance P  est  appliquée  perpendiculairement  i.  l'estrémité  du  cajon  de  la  mani- 
velle; la  résistance  s'oppose  au  mouvement  de  la  barre-  {Condition  d'équilibre 
P6-Kœ  =  û.) 

5.  Treuil  différentiel.—  Cette  machine  est  formée  de  deux  cylindres  de  môme 
axe  invariablement  liés  entre  euï,  mais  de  rayons  différents  r  et  /■';  la  corde, 
qui  porte  une  poulie,  s'enroule  en  sens  contraire  sur  les  deux  cylindres.  La 
puissance  P  est  appliquée  perpendiculairement  à  une  manivelle  de  rayon  a, 
la  résistance  R  est  un  poids  suspendu  ii  la  poulie.  [Condition  d'équilibre 
2»P  =  (,-OR.] 

().  Principe  du  minimum  de  la  somme  des  carrés  des  distances  (  Miisius  et 
Gaoss,  Journal  de  Creîte,  t.  IV  ).  —  Soit  un  système  de  points  M„  M„  . . . ,  M, 
sollicité  par  des  forces  P,,  P„  . . . ,  P,^.  Le  système  étant  en  équilibre  dans  les  posi- 
tions m,,  M,,  . ..,  m„où  les  forces  iaatp_,p^, . .  -,p^,  prenons,  à  partir  du  point  m,. 
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CHAPITRE    VII,    —     PltlXCIPE    DES    VITESSIÎS    VlRTUELLi;S.        ifij 

sur  la  <iirec;lLoii  de  la  force /j,,  imc  longueur  '«,  O,  Égale  à  ^,  !x  parlir  de  iii^  siii- 
la  direelion  de /fj  une  longueur  "(,0^  égale  f>^,  ■  ■■  >  /^  désignant  une  conslantc 
itifférente  Je  zéro.  Considérant  ensuite  une  position  quelconque  Mj,  M,,  . . . ,  M„  du 
système,  faisons  agir  sur  les  points  M,,  M,, . ..,  M^  des  forces  PJ  ,P;, ..  .,P;,,  dirigées 
respectivement  suivant  les  droites  M,  O,,  M, 0„  , . . ,  M„0„  et  Égales  à  A'  M,  u'„  AM,0„ 
/rM„0„.  Sous  l'action  de  ces  nouvelles  forces,  le  système  est  encore  en  équilibre 
dans  ia  même  position  m,,  m^,  ...,  nî„,  car  dans  cette  position  spéciale  les  forces 
P; ,  p:  ,  . . . ,  P;  coïncident  avec  p„  p^,  ...,  p„.  Comme  le  nouveau  sj'sléme  de 
forces  p; ,  p; ,  . . . ,  p;  dérive  de  la  fonction  des  forces 

ï  =  —  /,■  (m , 0^ V  M, O^'-t-.. .+  M„0„"}, 

on  voit  que  la  position  d'équilibre  considérée  rend  cette  fonction  maximum  iiu 
minimum  en  général,  et  que,  dans  tous  les  cas,  la  variation  de  la  fonolion  ï  s'an- 
nule pour  cette  position  d'équilibre. 

Kn  appliquant  ce  tliéorème  au  cas  le  plus  simple,  on  voit  que,  si  un  poiut  iri 
est  en  équilibre  sous  l'action  de  trois  forces  mO,,  wO,,  niO,,  cette  position  d'é- 
quilibre est  la  position  du  point  HJ  pour  laquelle  la  somme 


angle  0,0.0,. 

7.  En  générât,  considérons  un.  système  de  points  matériels  M,(iC,,  y,,  z^), 
.M,(3!„  y,,  s,),  ...,  M„(a:,„  j-,„  :„)  assujettis  ù  des  liaisons  données  indépen- 
dantes du  temps  et  sollicités  par  des  forces  directement  appliquées,  le  point  M,, 
par  des  forces  que  nous  supposons,  pour  simplifier, réduites  à  une  forceP,(X,,Y,,  Z,), 
le  point  Mj  par  une  force  P,(X„  Y,,  ZJ, Soit,  pour  ce  système,  une  posi- 
tion d'équilibre  déterminée  dans  laquelle  les  points  M,,  M,,  . . . ,  M„  occupent 
des  positions  déterminées  m,,  m„  ,..,  ni„  de  coordonnées  (a,,  i,,  cj,  (a,,  6,,  c,)..., 
(a„,  6„,  c„),  les  forces  correspondantes  étant  des  forces  déterminées  p,,p,,  ■-,?„ 
de  projections  respectives  {A„  G„  G,),  (A„  B„  C,),  ...,  (  A,„  B,.,  C„). 

Tormons  une  fonction  U  de  !>!,,  y^,  a,;  a^,,  >'<7  =,l  ■■-;  ■^,>i  Tu'  -n  ^^"^  'es  dé- 
rLvees  partielles  7—1  -r—  >  -j^  prennent  les  valeurs  A;,  U^,  u^  (i  =  1,  2,  . . . ,  n) 
quand  le  système  est  dans  la  position  d'équilibre  considérée,  c'est-à-dire  quand 
les  coordonnées  cû,,  y,,  z,  ;  a;,,  y,,  s,;  . . .;  ^„,  j'„,  z„  prennent  les  valeurs  <i„  b„ 
c,;  a^  6„  c,  ;  . . .;  n„,  6„,  c„.  Le  même  système,  sollicité  par  des  forces  P', ,  PJ,  .... 
Pi  dérivant  de  la  fonction  des  forces  U,  sera  encore  en  équilibre  dans  la  même 
position  m,,  ni,,  ...,  m„,  car,  dans  cette  position,  les  forces  P,,  P'.,  ...,  P;  coïn- 
cident avec  /!„  p ,  /)„.  Donc  la  fonction  U  est  en  général 

nïmum  pour  cette  position  d'équilibre  et,  dans  tous  les  cas,  sa 
pour  cette  position. 

8.  Un  double  cùne  pesant  formé  par  la  réunion  de  deux  cùnes  égaux  accolés  par 
la  base  est  posé  sur  deux  droites  qui  se  rencontrent  et  sont  également  inclinées 
sur  riioriîon,  da  façon  que  le  centre  de  gravité  du  cûne  se  trouve  dans  !e  plan 
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vertical  de  la  bissectrice  de  l'aûgle  des  deux  droites.  Condition  d'équilibre  (sys- 
tème pesant,  S^  =  o). 

Géométriquement,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plan  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité et  les  deuï  points  de  contact  du  cône  avec  les  droites  soit  vertical,  ou  encore 
que  l'intersection  des  plans  tangents  aux  deux  cônes,  aux  points  de  contact,  soit 
iiorizontale. 

Analytiquement,  m  désïgnaut  le  demi-angle  su  sommet  des  cùnes,  a  l'inclinai- 
son du  plan  des  deux  droites  sur  l'horizon  et  ^  la  moitié  de  l'angle  des  plans 
verticaux  menés  par  ces  deux  droites,  on  a  la  condition  tanga  =  tangm  tangfi. 

(H.  Fleury,  Annales  de  Mathématiques,  iS54-) 

3.  Comme  application  de  ce  fait,  que  l'on  obtient  l'équilibre  d'un  sys- 
tème pesant,  en  écrivant  que  la  variation  de  la  hauteur  G  du  centre  de  gra- 
vité est  nulle,  démontrer  que  la  surface  libre  d'un  liquide  pesant  on  équilibre  doit 
être  horizontale. 

(.Supposant  ù  la  surface  libre  une  forme  quelconque,  on  montie  par  le  rai     I 
des  variations,  que,  pour  que  5Ç  soit  nul  pour  toutes  les  déformations  le  cette  su 
face  qui  n'altèrent  pas  le  volume,  il  faut  que  la  surface  soit  un  plan  1  oi  zontal  ] 

10.  Si  les  trois  points  m,,  m„  m,  sont  liés  de  telle  façon  que  W  i  lu  ti  angle 
/ra,m,mj   soit   constante  et   si   trois   forces   P,,  P,,   P^  agissent  s       res  pot 

il  faut  et  il  suffit  pour  l'équilibre  que  ces  forces  soient  perpendic  lia  es  et  i  ro 
portionnelles  aux  cêtés  opposés  du  triangle. 

Si  quatre  points  sont  liés  de  telle  façon  que  le  volume  du  tétraèdre  dont  ils 
sont  les  sommets  reste  constant,  et  si  quatre  forces  agissent  sur  ces  points,  il  faut 
et  il  suffit  pour  l'équilibre  qu'elles  soient  perpendiculaires  et  proportionnelles  aux 
faces  opposées  du  tétraèdre,  {C,  Neumanm). 

11.  Dans  un  plan  vertical,  une  barre  bomogènc  pesante  OA  est  mohiie  autour 
d'une  extrémité  O  qui  est  fixe  :  un  fil  est  attaché  en  A,  pssse  sur  une  poulie  infi- 
niment petite  B  située  snr  la  verticale  de  O  et  porte  à  son  estrémité  un  contre- 
poids Q  glissant  sans  frottement  sur  une  courbe  G  dans  le  même  plan  vertical. 

Que  doit  être  cette  courbe  pour  que  le  système  soit  en  équilibre  indilTérentï 
(Ponl-Icvis  deBélidor.) 

[I!  faut  que  le  centre  de  gravité  du  système  se  déplace  horizontalement  :  pre- 
nant B  pour  origine,  on  trouve  une  équation  en  coordonnées  polaires  de  la  forme 
;•"— r(a-H  6cos8) -+-C  =  0.  Ovale  de  Descartes,  dans  un  cas  particulier,  c  =  o, 
limaçon  de  Pascal,] 

12.  Wème  question  en  supposant  que  la  courbe  C  passe  par  B  et  que  le  fil,  iiii 
lien  d'être  tendu  en  ligne di-oite,  aoit  tendu  sur  la  courbe  (Cycloïde). 

13.  Position  d'équilibre  d'une  barre  homogène  pesante  de  longuenr  sa  située 
dans  un  plan  vertical,  s'appujant  d'une  part  sur  un  point  fisc  O  le  long  duquel 
die  peut  glisser  et,  d'autre  part,  par  une  extrémité  \  contre  un  mur  vertical. 

(31;  =  0.  Le  point  O  étant  à  une  distance  b  du  mur,  on  trouve  pour  l'équilibre 
OA  =  \/ab',  quantité  qui  doit  être  inférieure  à  a.) 


mité,  Equilibre  (L'inclinaison  i  de  la 
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GHAPITIIE    VU.    —    [■lUNCIPfi    DES 
Ijiirve  esi   donnte   par  .'|R  cos'î  —  n  cos/ —  2I 

1  Dana  un  plan  vertical  on  Lrace  ileun  c 
matériel  pesants  de  masses 
sont  rattachés  l'un  â  l'autre  par  un  fil  inextensible  et  ssus  masse  passant  sur  une 
I  oulie  nfn  mentpetiteO.  L'une  de  ces  courbes  étant  donnée,  que  doit  être  l'autre 
pour  que  1  équilibre  soit  indifférent?  (Prenant  un  axe  polaire  lioriïontal.  il  faut 

et    I  sufft  que  ____ 

.HOwsinû-l-;ît'0»i'sine'  =  consl.) 

16.  On  considère  deu\  tiges  pesantes  homogènes  égales  AB  et  \C  articulées  en 
A  et  on  les  place  tangentiellenient  à  un  cercle  dans  un  plan  yertical,  de  telk 
façon  que  le  point  A  se  trouTc  sur  la  verticale  du  centre.  Positions  d'équilibre. 

{il  étant  la  longueur  des  barres,  a  leur  inclinaison  sur  l'horizon,  R  le  rayon 
du  cercle,  on  a  tang'î  -^  tanga  —  =;  =0;  une  position;  est-eilc  stable?) 

n.  Un  triangle  isosccle  homogène  pesant,  dont  les  eûtes  égaux  ont  une  longueur 
ti  et  la  hauteur  la  valeur  h,  est  placé  dans  une  sphère  de  façon  que  ses  trois  som- 
mets reposent  sur  la  surface  sphérique.  Positions  d'équilibre.  (Wrighiey.) 

18.  Un  triangle  èquilatérnl  homogène  pesant  ABC  se  trouve  dans  un  plan  vci- 
lical  :  un  de  ses  sommets  A  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une  droite 
verticale  Oa:,  et  le  milieu  M  du  c6lé  AB  est  attaché  A  un  point  fixe  0  de  cetle 
droite  par  uu  fil  inextensible  et  sans  masse. 

Positions  d'équilibre.  Stabilité.  En  appelant  a  l'angle  de  OM  avec  Oj;,  on  c^t 
1  j  ueuL  a  cherchei  k  m  i\imum  ou  le  minimum  de  «m  L  -+  ~)   j 

19  Un  disque  el!  plique  homogène  pesant,  situe  danii  un  flan  vertical,  est 
(iingent  à  un  die  horizontal  sur  lequel  il  peut  glisser  «ans  frottement  :  sur  le 
contour  du  disque  est  enroulé  un  fil  poitant  a  son  extrémité  un  poids  donné. 
Positions  déquilibie  du  sjstéme  (On  peut  lamener  le  problcjne  a  celui-ci  ;  mener 
\  une  ellipse  une  nngcnte  et  une  noimale  parallcle»  telles  q  u,  le  rapport  du 

20.  Une  phque  homogène  pesante,  située  dana  un  phn  vertical  ABCDE,  a  ia 
forme  suivante  AB  est  une  dioite  horiïontdlc  de  longueur  c -1- œ,  BC  une 
verticale  de  longueur  b  Cli  une  boriiontale  de  longucui  c,  DE  un  arc  d'une 
courbe  indéfinie  inconnue  r  paitant  du  point  D  et  s  élevant  au-dessus  de  CD, 
du  cùté  du  point  A,  enfin  E\  est  une  droite  virticalc  La  plaque  peut  tourner 
librement  autoiu  du  point  B  oupposé  fixe  elle  est  soumise  à  son  poids 
ut  à  une  fnrce  hoii?outale  donnée  F  appliquée  en  L  Quelle  doit  être  la  forme  de 
lu  courbe  T  pour  que  1  équilibie  ait  heu,  quelle  que  soit  la  position  de  l'ordonnée 
limite  EA,  C  est  ,1  due  quelle  que  soit  I  valciu  de  a  b  cl  l  itant  regardés  comme 
constants.? 

r.n  prenant  des  ases  coordonnés  d'origine  D,  1 

on  trouve  y  +  b  ~  be      '-       pour  équation  de  lî 


y  Google 


l.-O  DEUXIEME    PARTIE.     —    STATIQIiE. 

21.  On  donne  une  droite  verticale  OB,  dirigée  vers  le  iiaut,  et  deus  tiges  nun 
ppsani.es  BD  et  OC  articulées  en  un  point  C  situé  entre  B  cl  D  ;  la  tige  OC  tourne 
autour  du  point  O  et  l'extrémité  B  de  BD  glisse  sans  froUcnient  sur  (a  droite 
lise  OB.  Au  point  D  est  suspendu  un  poids;  trouver  les  positions  d'équilibre. 
Dans  quel  cas  l'équilibre  est-il  indifférent? 

1%  Sis  liges  égales  homogènes  pesantes,  de  poids  p,  sont  articulées  à  leurs 
eïtrémités,  de  façon  à  former  un  hexagone  sitaé  clans  un  plan  vertical  ayant  son 
crité  supérienr  AG  horizontal  et  fixe,  et  les  autres  oôLés  syméti-iquement  plaoéi^ 
par  rapport  à  la  TCrticale  du  milieu  de  AB. 

Quelle  force  verticale  F  faut-il  appliquer  au  milieu  <ln  cdlo  horizontal,  opposé 
il  A!î,  pour  maintenir  le  système  en  équilibre!  (F  =  3/i,) 

23.  Corps  solide  avec  cing  degrés  de  liberté.  — T.a  position  d'un  corps  solide  libre 
dans  l'espace  dépend  de  sis  paramétres  (n°  187).  Si  l'on  établit  une  relation  entre 
ces  six  paramètres,  le  corps  n'a  plus  que  cinq  degrés  de  liberté  et  sa  position  dépend 
de  cinq  paramètres  q^,  q,,  . , .,  y,.  Le  corps  étant  alors  placé  dans  une  position 
déterminée  démontrer  que  tous  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  la 
liaiso  mp  au  p  snnt  assujettis  k  remplir  la  condition  géométrique  sui- 
vante ï  an  d  ite  fise  D  telle  que  la  projection  sur  cette  droite  de  la 
vitess  d  nprimée  à  un  point  déterminé  du  corps  aoït  dans  un  rap- 
port n  projection  sur  le  même  axe  de  la  rotation  instantanée 
impri  p  (0  remarque  que  les  coordonnées  ic^,  y„  a,  d'un  point  déter- 
miné d  p  neuf  cosinus  des  angles  que  font  les  arûtcs  Oic,  Oy,  Os 
d'un         d            ec         e  lié  au  corps  avec  des  axes  fixes   0  ic,,  y^,  a,   (n'  4'J) 


p      m 

.  fasse  subir  ù  ces 
at  le  temps  Si,  les 
jsaxes  Oa:,y,z  cl 

- 

™%:x;r 

b 

d 
a    P 

permettant 

de  réaliser  ce  ^ 

■corc  de  d 

ts  fonctions  de  7,, 
énoncé.  On  trouve 
m,  n°  201,  la  de^- 
épbcemcnts.) 
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CHAPITRE  VIII. 
iNOTIOA'S  SCR  LE  FROTTEMENT. 


■l'J[.  Frottement  de  glissement.  ■ —  Justju'à  préscnL,  eous  avons 
considéré  les  corps  solides  comme  parfaitement  rigides  et  parfai- 
lemeiiL  polis,  et  nous  avons  admis  que,  si  deux  corps  en  repos  on 
en  mouvement  sont  en  contact  par  un  point  el  peinent  glissej- 
l'un  sur  l'autre,  leur  action  muHielle  est  normale  au  plan  tangenl 
commun  en  ce  point. 

Cette  hypothèse  est  contraire  à  respcrieiice  :  les  solides  oaïu- 
rels  ne  sont  ni  parfaitement  rigides  ni  parfaitement  polis.  Quand 
deux  solides  naturels  sont  eu  contact,  le  contact  n'a  jamais  lieu 
en  un  point  unique;  les  deux  corps  subissent  des  déformations, 
généralement  très  petites,  qui  les  mettent  en  contact  suivant  une 
petite  portion  de  surface  :  ces  déformations,  permanentes  si  les 
corps  sont  eu  équilibre,  sont  variables  quand  les  corps  glisseiH 
l'un  sur  l'autre;  il  se  produit  alors  des  vibrations  moléculaires  el 
il  se  développe  également  de  la  chaleur  ou  de  l'électricité,  dont  lu 
production  absorbe  une  partie  du  travail  des  forces  motrices. 

On  a  trouvé  qu'on  peut  introduire  ces  phénomènes  très  com- 
pliqués dans  le  calcul,  en  supposant  qu'à  la  réaction  normale  des 
deux  corps  en  contact  se  joigne  une  réaction  tangentielle  appelée 
frottement.  Les  premières  expériences  sur  le  frottement,  faites 
en  iy8i  {tar  Coulomb,  furent  reprises  et  confirmées  par  le  général 
Morin.  Il  importe  de  distinguer  deux  cas  dans  ie  frottement  di- 
glissement  :  i"  le  frottement  ù  l'état  de  repos  et,  en  parlicubcr, 
le  fioltement  au  départ;  y."  le  frottement  à  l'état  de  mouvemcjil. 

192,  Loi  du  frottement  de  glissement  à  l'état  de  repos.  —  Sup- 
posons un  bloc  pesant  placé  sur  une  table  horizontale  :  le  sjslèmc 
est  en  équilibre  el,  par  suite,    les  actions  de  la  table  sur  le  bloc. 
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onl  actuellement  une  résulLaiilc  N  normale  à  la  table,  égale  et 
opposée  au  poids  P  du  corps  {fig-  i37)-  Appliquons  maintenant 
au  corps,  dans  un  plan  vcrticai  du  centre  de  gravité,  auss^i  près  que 


possible  de  la  table,  une  force  borizonrale  Q  dont  nous  ferons 
croître  graduellement  l'intensité  à  partir  de  zéro.  Quand  cette 
force  Q  est  très  petite,  le  corps  ne  glisse  pas  :  il  reste  en  équi- 
libre. 11  faut  donc  que  k  réaction  R  de  la  table  sur  le  corps 
soit  égale  et  opposée  à  la  résultante  du  poids  P  et  de  la  force  Q  ; 
cette  réaction  peut  se  décomposer  en  deux,  l'une  normale  N, 
égale  et  directement  opposée  à  P,  l'autre  tangenlielle  F,  égale  et 
opposée  à  Q  :  cette  composante  taiigentiellc  est  la  force  tic  frofie- 
menl.  L'angle  ^  de  R  avec  la  normale  JN  osl 

Si  l'on  fait  croître  graduellement  Q,  il  arrive  un  niomcnt  où, 
cette  force  ajanl  acquis  une  intensité  '5,  le  corps  se  met  eti  mou- 
vement. La  valeur  correspondante  de  F,  F  =  $,  s'appelle  le 
frottement  au  départ;  la  valeur  eorrcspoiidantc  s  de  l'angle  p, 


s'appelle  angle  de  frottement. 

Coulomb  a  mesuré  <&  et  o  à  l'aide  d'une  disposition  expérimen- 
tale (chariot  tiré  par  des  poids  croissants)  peimeltaitt  de  réaliser 
les  conditions  précédentes;  il  a  trouvé  les  trois  lois  suivantes  : 

i"  Le  frottement  au  départ  est  indépendant  de  l'étendue  des 
jîurlaces  en  contact; 

■>."  il  dépend  de  leur  nature; 

?i"  Il  est  proportionnel  à   la  coniposaïUe  norioyle  de  la  réacLioii 
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tîlUPlTRE    Vin.       -    NOTIONS    SUR    LE    F  BOTTEME  NT.  -^.-/'à 

OU,  ce  qui  revient,  bu  mèoie,  à  la  composanli:  normale  de  la  pres- 

Le  rajjpoiL  constant  f  àa  froUemenL  au  départ  'ï»  avec  la  réac- 
lion  normale  N  ou  la  pression  normale  P  s'appelle  coefficient  de 
frottement 

*  _  *  _   , 

i\j  -  p  -  J*- 

L'iingle  de  frollenienl  o  est  alors  donné  par 


l'angle  ^,  Lant  que  l'équilibre  siibsisLc,  est  moindre  que  ». 
Par  exemple,  si  le  corps  el  la  table  sont  en  métal  sec,  on  a 

/=o,i9,        ■.=  =.  (o''4G'. 

Remarque.  —-  Notis  avons  dil  plus  liant  qu'il  faut  appliqiici- 
la  force  Q  aussi  près  que  possible  du  plan.  Voici  la  raison  de 
cette  restriction  :  si  la  force  Q  était  placée  trop  haut,  avant  qu'elle 
atteigne  la  valeur  limite  'I'  produisant  le  glissement,  la  résaltanti; 
de  Q  et  P  pourrait  tomber  en  dehors  de  la  base  du  corps  ;  clic  ne 
serait  plus  détruite  et  le  corp?  basculerait. 

193.  Équilibre  des  solides  natm-els  avec  frottement.  —  i"  Un 
point  (^ectJ/Ktrci.  — Considérons  un  corps  S  reposant  sur  un  autre 
S'  qu'il  louclie  par  une  portion  de  surface  très  petite  que  nous  sup- 


poserons réduite  à  un  point  A.  La  réaction  RdeS'  sur  S  se  compose 
{Jig-  128)  d'une  réaction  normale  N  et  d'une  réaction  tangenticHc 
F,  dont  la  direction  est  inconnue  et  dont  le  maximum  est /IN; 
l'angle  ^  de  R  avec  JN  est  donc  moindre  qrie  l'angle  de  frottement  ts. 
I.  18 
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l^oiir  que  le  corps  S  rioil  en  équilibre,  il  faut  qu'il  y  ail  i';f]iiiliiu-c 
entre  les  forces  directemenl  appliquées  au  corps  S  cl  la  riîaclion  K, 
ou  encore  que  les  forces  appliquées  au  corps  aient  une  résultanljî 
unique  égale  eL  directement  opposée  à  R,  c'est-à-dire  ;  i°  passanl. 
par  le  point  A;  3°  faisant,  avec  la  normale  AN,  un  angle  moindre; 
que  l'angle  de  frottement. 

Ces  conditions  nécessaires  sont  suffisantes,  car,  si  elles  sont 
remplies,  on  peut  supposer  la  résultante  des  forces  directement 
appliquées  transportée  au  point  A,  et  la  décomposer  en  deux 
forces,  l'une  normale  P  et  l'autre  tangentielle  Q  sous  l'action  des- 
quelles le  glissement  ne  se  produira  pas,  car,  l'angle  de  la  résul- 
tanfe  avec  la  normale  étant  moindre  que  o,  on  a  {/îff-  ''^7) 

1<f.       Q     ■■/; 

et  la  composante  langcntielle  est  plus  petite  que  le  frotlcraent  au 
départ. 

Si  l'on  considère  le  cône  de  révolution  G  d'iise  AN  engendré 
par  une  droite  AD  faisant  avec  AN  l'angle  eî,  il  faut  et  il  suffit 
pour  l'équilibre  que  le?  forces  admettent  une  résultante  passant 
par  A  et  située  dans  le  cône  C. 

On  peut  conclure  aussi  du  raisonnement  précédent  que  toute 
force  appliquée  au  corps  S  qui  passe  par  le  point  A  et  dont  lii 
direction  fait  avec  la  normale  un  angle  moindre  que  f,  c'est-à-dire 
est  dans  l'intérieur  du  cône  C,  est  détruite  par  la  réaction  de  S'. 
car  on  peut  décomposer  celle  force  comme  on  vient  de  l'expli- 
quer. 

2"  Plusieurs  points  de  contact.  ■—  Imaginons  un  solide  3 
reposant  sur  plusieurs  solides  S,,  S^,  -  .  ■ ,  S^  par  des  points 
Âj,  A2,  ....  A^,  les  coefficients  de  frottement  sur  S),  Sa,  ■  .  -,  S^, 
étanl/1,/3,  .  .  .,/p  et  les  angles  de  frottement  »,,  ?=i  ■  ■  ■  1  ?/>î  'i' 
solide  S  étant  sollicité  par  des  forces  données  F),  F^,  .  . .,  F„, 
(jherchons  les  conditions  d'équilibre.  La  réaction  de  Sy  sur  S  est 
une  force  Ry  appliquée  au  point  Ay  et  faisant  avec  la  normale  Nv 
un  angle  moindre  que  l'angle  de  frottement  rs,„  c'est-à-dire  située 
dans  le  cône  C,  de  sommet  Av,  d'axe  Nv  et  d'angle  tp^.  Pour  qu'il 
y  ait  équilibre,  il  faut  etil  suffitque  le  système  des  forces  données 
Fi,  Fs,  . . .,  F„  soit  tenu  en  équilibre  par  un  système  de  réuclions 
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Pi,,  Kn,  .  .  ..]\p  satisfaisant  aux  conditions  précédeates,  c'est- 
à-dire  qac  le  système  des  forces  données  soit  cqnivalent  à  uji 
système  de  forces  —  B-i ,  —  E-2,  ■■-,  —  Kp  passant  respective- 
ment par  les  points  A(,  A^,  .  .  . ,  Ap  et  situées  dans  les  cônes 
Ci,  Cs,  .  .  -,  Gp.  Ces  dernières  forces  seront  toutes  déttuites  par 
les  réactions  des  surfaces  Si,  S^,  ....  S^,. 

'à"  Infinité  de  points  de  contact.  —  Si  ie  corps  S  touche  cer- 
tains des  corps  fixes  suivant  des  aires  d'étendue  finie,  il  faut  et  il 
suffît  que  le  système  des  forces  F, ,  Fj,  . .  . ,  F,i  soit  équivalent  à 
un  système  de  forces  en  nombre  quelconque  rencontrant  les  aires 
de  contact  et  faisant,  avec  les  normales  aux  points  de  rencontre,  des 
angles  moindres  que  les  angles  de  frottement  correspondants. 


19-i.  Exemples.  - 

-   i"-  ÉchelU.  —  &Qil  ui 

ic  échelle  AB  appuyée  sur  un 

wl   horlionial  et  co' 

litre  un  mur  vertical;  s 

lupposoas  la  ligne  médiane  de 

réchclle  située  dans 

un  plan  pCL'pendiciilair 

e  au  sol  et  au  mur  (fig.  129), 

pinn  que  nous  prtHC. 

MIS  pour  plan  de  la  figu 

re. 

Appelons  G  le  centre  de  gravité  de  l'échelle  et  d'une  personne  placée  sur 
l'échelle  dans  une  position  variable  et  cherchons  les  conditions  d'équi- 
libre, en  supposant  ijue  les  coel'lîcients  de  frottement  en  A  et  B  sont  égaui 
à  une  mÈme  quantité /el,  par  suite,  les  angles  de  fi-ottcmcnt  égaux  à  un 

Tout  d'abord,  si  Téelieile  fait  avec  le  mur  un  angle  f,  moindre  que 
l'angle  de  frottement  o,  l'équilibre  subsiste,  quelle  que  soit  la  position 
de  G.  En  ellet,  on  peut  toujours,  après  avoir  transporté  le  poids  total  \' 
appliqué  en  G  en  un  point  de  sa  direction,  le  décomposer  en  deux  forces, 
l'une  dirigée  suivant  DB  normalement  au  mur,  l'autre  suivant  DA  faisant, 
avec  la  normale  AN  au  sol,  un  angle  DAN  moindre  que  ^  et,  par  suite, 
moindre  que  l'angle  de  frottement;  ces  deus  composantes  sont  détruites. 

Supposons  maintenam  que  l'angle  de  l'échelle  avec  lemur  soit  supérieur 
à  l'angle  de  frottement  a.  Gomme  le  poids  et  les  deux  réactions  du  mur  et 


y  Google 


ËUXIÈM 


—    STA' 


[QUE, 


du  sol  tloiveot  se  faire  équilibic,  ces  trois  forces  si 
trouvent  situées  dans  le  plan  de  la  figure.  Menons  en  A  et  B  les  normales 
AN  et  EN  au  mur  et  au  sol,  puis  deux  droites  AKM  et  ALQ  faisant  avec  AN 
l'angle  f,  et  deux  droites  lîQ  et  BL  faisant  avec  BN  l'angle  o.  Ces  quatre 
droites,  qui  sont  les  traces  sur  le  plan  de  la  figure  des  cônes  considérés 
dans  le  cas  général,  forment  nu  quadrilatère  MQLK.  Les  réactions  du  mur 
el  du  sol  faisant  avec  les  normales  des  angles  momdres  quu  j  leut  pc  ni 
d'intersection  est  dans  l'intéricut  du  quadrihtprf  MOI  k  1  j  n  is  T 
c'est-à-dire  la   verlîcalc   de  G,  devant  passer   |  cti  n 

cette  verticale  doit  traverser  l'aire  du  quai  \    I  b 

puisse  exister.  Cette  condition  est  alors  suffi'-  I     le  C 

traverse  cette  aire,  en  prenant  un  point  D  sui  I  i   nt 

rieur  du  quadrilatère,  on  peut  suppose    li,  po   la  1    I 
décomposer  en  deus  forces  dirigées  8ui%ani  DA  ctDB  qui 
par  les  réactions  du  mur  et  du  sol 

Prenons  OA  et  OB  pour  axes  Oa^  et  Oy,  en  appelant  n  et  6  les  dis- 
tances OA  et  OB.  Le  point  M  le  plus  près  du  mur  étant  à  l'intersection 
des  deux  droites 


Il  U  et  1< 
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ait  équilibre, 

il  faut  et  il 

suffit  que 

l'abscissi: 
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it  supérieure  à 

X.  Soient  m 

i  la  masse 
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éch( 

dic  ,■( 
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lasse  de  la  pers 
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une  dislance  ^ 

1  <U 

mur 

on  a,  e. 

1  écrivant  ,i.e  i 

:  est  supérieur 

■  à  if, 

'i.^°:->^r 

ce  qui  peut  donner  une  limite  supérieure  pour  xj.  Pour  que  la  stabilité 
soit  assurée,  quelle  que  soit  la  position  de  la  personne,  il  faut  et  il  suffit 

,»  +  .»,  >TT7r' 

formule  déterminant  la  valeur  bmite  de  l'angle  p,  dont  la  tangente  est  -  ■ 

'>."  Corde  enroulée  sur  la  section  droite  d'un  cylindre.  —  Supposons 
uiie  corde  enroulée  sur  la  section  droite  d'un  cylindre 


y  Google 


elle  glisse  avec  fi'ottcmcnt,  le  coefficient  i^e  froUement  étant  /.  Le  con- 
taui  a  lieu  suivant  l'arc  AB  {fiff-  i3o);  la  corde  est  tirée  ù  ses  deux  extré- 
mités Mo  et  Ml  par  dos  tensions  T„  cl  Ti,  T,  >T(,;  cherchons  la  condition 
il'ctjuilihre,  en  supposant  que  la  eordc  soit  sur  le  point  de  glisser  dans  le 


sens  AB;  nous  trouverons  ainsi  la  limite  suporicure  que  ne  doit  pas  dé- 
passer T)  pour  que  l'équîlihre  subsiste.  Soient  s  l'arc  AM;  ds  un  élément 
placé  en  M;  N  ds  !a  valeur  absolue  de  la  réaction  normale  du  cylindre 
qui  est  dirigée  vers  l'eslérieur;  /N  i^.r  la  valeur  absolue  de  la  réaction 
tangentielle  qui  est  dirigée  dans  îc  sens  MA.  On  a,  d'après  les  équations 
intrinsèques  de  l'équilibre  d'un  fil, 

(/s         •'  '  p  ' 

car  la  valeur  da  la  réaction,  estimée  suivant  la  normale  principale,  est 
—  Nrfs,et  suivant  la  tangente  M;,  dans  le  sensde?  arcs  ci'oissîints,— /N  ilt:. 
L'élimination  de  N  donne 

dX        fds       -  , 

-Y  =0     =-^*-'' 

M  désiguiint  l'angle  de  la  tangente  Mt  avec  la  tangente  fixe  ToMo,  car  p  a 

pour  valeur   -^-  Donc,  en  intégrant  depuis  le  point  M»  jusqu'en  Mj,  et 

appelant  B  l'angle  des  deux  tangentes  extrêmes  ou  son  é^Al  l'angle  AOB 
des  normales  extrêmes, 

LogT,— LogTo  =  /e,         T,=.Toe/6. 

Telle  est  la  condition  d'équilibre.  Si  la  corde  est  enroulée  plusieurs  fois 
sur  le  cylindre,  0  peut  être  supérieur  à  sic.  Cette  formule  montre  qu'avec 
une  tension  petite  T„  on  peut  faire  é<juillbre  à  une  tension  considé- 
rable Ti,  en  supposant  0  suffisamment  grand.  (Poissos,  Traité  de  Méca- 
nique, g  303.) 
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■'7«  DlîUXllijrE    PAnTlE.    —    STATIQUE. 

i9o.  FrottemeHl:  de  glissement  pendant  f.e  mouvement.  —  Ddds 
le  cas  du  mouvement,  Je  frottement  est  parCaiLement  déterminé. 
Supposons  qu'on  solide  en  mouYemeiît  terminé  par  une  surface  S 
soit  en  contact  avec  un  solide  S' par  iinpoint  A;  s'il  y  a  frottement, 
la  réaction  de  S' sur  S  se  décompose  en  cîens.  forces  :  l'une  normale 
N,  qui  se  nomme  réaction  normale,  et  l'aatre  tangentielle  F,  qui 
est  la  force  de  frottement  assujettie  aux  ti'ois  lois  suivantes  : 

1°  La  force  de  frottement  est  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vi- 
tesse relative  du  point  matériel  A  par  rapport  à  S'. 

2"  Elle  est  indépendante  de  la  grandeur  de  celte  vitesse. 

3°  Elle  est  proportionnelle  à  la  réaction  normale  :  F  ;=/N.  Ce 
coefficient  /est  le  coefficient  de  frottement  de  S  sur  S';  il  est  un 
peu  plus  petit  que  le  coefficient  du  frottement  au  départ. 

D'après  des  expériences  de  Hirn,  ces  lois  sont  applicables  sur- 
tout dans  le  cas  des  frottements  immédiats  (ceux  où  les  surfaces 
frottantes  sont  sèelies).  Elles  doivent  être  modifiées  si  les  sur- 
faces sont  séparées  par  une  matière  onctiLCuse  ;  le  rapport  —  dé- 
pend alors  de  la  vitesse elàe'H.  (Voir  Comptes  rendus,  t. XCIX, 
p.  1^53. ) 

196.  Frottemsnt  de  roulement  au  départ  et  pendant  le  mouve- 
ment. —  Lorsqu'un  cylindre  peut  rouler  et  glisser  sur  un  plan,  on 
tient  compte,  dans  le  calcul,  de  la  déformation  des  solides  et  des 
vibrations  des  molécules  de  la  façon  suivante.  Négligeons  l'éten- 
due de  la  déformation  et  exprimons-nous  comme  si  le  cylindre 
était  en  contact  avec  le  plan  suivant  une  génératrice  A.  Suppo- 
sons, en  outre,  qu'on  fasse  agir  sur  le  cylindre  des  forces  situées 
dans  le  plan  de  la  section  droite  prise  pour  plan  de  la  figure.  Fai- 
sons la  réduction  de  ces  forces  au  point  A  :  nous  obtiendrons  une 
résultante  unique  AR  appliquée  au  point  du  cylindre  qui  est  en  A, 
et  un  couple  résultant  G  dont  l'axe  AG  est  perpendiculaire  au 
plan  de  la  figure.  Décomposons  AR  {fig.  i3i)  en  deux  forces  ; 
l'une  AP,  normale  au  plan;  l'autre  ÂQ,  parallèle  au  plan.  La 
force  Q  tend  à  faire  glisser  le  cylindre;  le  couple  G  tend  à  le 
faire  tourner  autour  de  la  génératrice  de  contact,  c'est-à-dire  à  le 
faire  rouler  sur  le  plan  ;  car,  dans  le  roulement,  celte  génératrice 
est  axe  instanlané  de  rotation . 


y  Google 


Imaginons  d'abord  le  couple  G  nu!  ;  alors  il  poun-a  se  produire 
uniquement  un  glissemenL  ;  pour  que  ce  glissement  n'ait  pas  lieu, 
il  JaiU  CL  il  suffit  que 

/  étant  le  coefficient  du   frottement  de  gHssement.   Supposons 
cette  condition  remplie,  puis  ajoutons  un  couple  AG  dont  l'axe 


ri  g. 

îi. 

iiTtI' 

^Çi2i 

\^ 

est  jiormul  au  plan  de  la  figure.  S'il  n'y  avait  aucune  résistance 
au  roulement,  ce  couple  si  petit  qu'il  soit  ferait  rouler  le  corps  ; 
l'expérience  montre  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  et  que  le  roulemeni 
ne  se  produit  pas  tant  que  le  moment  G  du  couple  est  inférieur 
à  une  certaine  limite 

(a)  G-:PS, 


dans  laquelle  P  désigne,  comme  plus  haut,  la  composante  normale 
de  la  force  R  et  ô  un  certain  coefficieiit  linéaire  qui  se  nomme 
coefficient  du  frottement  de  roulement.  D'après  Coulomb  et 
Morin,  ce  coefficient  8  est  indépendant  de  la  force  R  et  de  la 
section  droite  du  cylindre  roulant,  du  moins  dans  de  certaines 
limites. 

Ce  coefficienl  o  étant  connu,  on  voit  que  les  conditions  d'équi- 
libre du  cylindre  sur  le  plan  sont  données  par  les  deux  équa- 
tions (i)  et  (a),  exprimant  l'une  qu'il  n'y  a  pas  glissement,  l'autre 
qu'il  n'y  a  pas  roulement  ;  le  plan  développe  alors  une  réaction 
composée  d'une  force  unique  R'  égale  et  opposée  à  R  et  d'un 
couple  G'  égal  et  opposé  à  G,  Cela  s'explique  par  ce  que  le  con- 
tact se  faisant  en  i-éalité  sur  une  étendue  finie  autour  du  point  A. 
en  réduisant  les  réactions  du  plan  c;i  A,  on  siura  une  force  et  un 
couple. 
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On  peut  encore  présenler  ce  résultat  comme  il  siiiL  :  pour 
exprimer  qu'il  y  a  équilibre,  il  fyiil  osprimer  que  lea  forces,  <li- 
rectemcnl  appliquées  au  cj'Undrc  (supposée!;  situées  dans  an  plan 
de  section  droite),  sont  tenues  en  équilibre  par  une  force  nor- 
male N  (égale  et  opposée  k  P),  une  force  tangentielle  F  (égale  cl 
opposée  à  Q),  appliquées  en  A,  et  un  coiiple  de  moment  G'  et 
d'asc  parallèle  aux  génératrices,  avec  les  conditions  d'inégalité 

F<N/,        G'<No. 

II  peut  se  faire  que  Tune  des  eouditious  (i)  ou  (i)  ^oit  remplie 
et  pas  l'autre  :  alors,  au  premier  instant,  le  cylindre  roule  sans 
glisser  ou  glisse  sans  rorrler.  Si  aucune  des  deux  conditions  n'est 
remplie,  il  y  a,  à  la  fois,  roulement  et  glissement,  en  cî;  sens  que 
le  déplacement  élémentaire  du  cylindre  est  le  déplacement  résul- 
tant d'un  glissement  et  d'une  rotation  autour  de  la  génératrice  de 
contact. 

Une  fols  le  cylindre  en  mouvement,  on  admet  que,  s'il  y  a  rou- 
lement, la  réaction  du  plan  s'opposant  au  roulement  atteint  con- 
stamroenl  son  maximum,  de  sorte  que,  peudant  le  roulement,  le 
couple  représentant  le  frottement  de  roulement  est  égal  conalam- 
ment  à  N  o,  N  désignant  la  composante  normale  de  la  réaction  du 
plan,  de  même  que,  s'il  y  a  glissement,  la  composante  tangentielle 
F  de  la  réaction  est  constamment  égale  à  N/  (n"  i0o).  S'il  y  a, 
a  la  fois,  roulement  et  glissenaent,  il  faut  introduire  simultanomenl 
les  deux  frottemenls.  Dans  ce  cas,  on  néglige  i}al)!lueIloment  lu 
frottement  de  roulement. 

197,  Prottemeat  da  pivotemant.  —  Nous  avons  vu  (n"  S3)  que, 
si  deux  solides  sont  en  contact  par  un  point,  Is  déplacement  re- 
latif de  l'un  par  rapport  à  l'autre  est  le  déplacement  résultant  d'un 
glissement  et  d'une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le  point 
de  contact  :  cette  rotation  se  décompose  en  deux  autres,  l'une 
autour  d'un  axe  situé  dans  le  plan  tangent  commun,  ce  qui  con- 
stitue un  roulement,  l'autre  autour  d'un  axe  normal  au  plan  lan- 
gent, ce  qui  constitue  un  pivotement.  On  voit  donc  que  les  résis- 
tances à  un  déplacement  relatif  quelconque  sont  un  frottement  de 
glissement,  un  frottement  de  roulement  et  un  frottement  de  pi- 
votement. La  théorie  du  frottement  de  pivotemeat  a  été  exposée 
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j.>;tL-  M.  Léautc  dans  sa  Thèse  de  Doctorat  (18^6)  :  nous  nous 
bornerons  à  indiquer  le  résultat  principal  qu'il  a  obtenu.  Sup- 
posmiH  un  solide  mobile  S  en  contact  avec  nn  solide  fixe  S' 
pau  un  point  géométrique  A;  faisons  agir  sur  le  solide  S  des 
forces  admettant  une  résultante  unique  P  passant  par  A  et  nor- 
male au  plan  tangent  commun  en  A  :  l'équilibre  s'établit  alors, 
les  deux  corps  se  déforment  et,  au  lien  de  se  loucher  par  un  simple 
point,  se  louchent  suivant  une  aire  que  l'on  peut  regarder  comme 
limitée  par  une  petite  ellipse  de  centre  A  dont  nous  appellerons  E 
le  périmètre.  S'il  n'y  avait  pas  de  frottement  de  pivotement,  on 
détruirait  l'équilibre  en  faisant  agir  sur  le  solide  mobile  un  couple 
quelconque  g  dont  l'axe  serait  dirigé  suivant  la  normale  com- 
mune aux  deux  surfaces  en  A;  mais,  à  cause  de  îa  résistance  au 
pivotement,  le  mouvement  ne  se  produit  que  si  le  moment^  du 
couple  est  supériciir  à  une  limite  P}.,  où  ).  désigne  un  coefficient 
iinéaire  qui  est  le  coefficient  du  frottement  de  pivotement  au  dé- 
part. Le  coefficient  \  est  donné  par  la  formule 


X    : 


AL^. 


/désignant  ie  coefficient  du  frottement  de  glissement  de  S  sur  l 
Si  maintenant  ie  pivotement  se  produit,  la  résistance  au  piv 
temenl  esL  à  chaque  instant  représentée  par  un  couple  de  mome 
PX,  \  avant  la  valeur  ci-dessus  qui  est  variable,  car  l'ellipse  E 
déforme  d'une  manière  continue  pendant  le  mouvement  suiva 
une  loi  qu'il  serait  trop  long  d'indiquer  ici. 


EXESGIC 

lES. 

i.  Un  Cl 
son,  pcou' 
ogale  ou  . 

1.   Equil 

faces  du  c 
tTOttemeiii 
limite  où 

■  ei'  que  le  glissement  se  pvoduit 
upérieure  à  l'angle  de  frottement, 
ibrc  de  la  presse  à  coin  quand  on 
uin  sur  les  madiiei-s   (n=  ITT,  fig 
,  des    deux  faces   suc  les   deux  i 

Il  ini;lii.c 
qaaud  1 

«eot  cou 
.116).  E! 

'hiclinaison  du 

(ipte  du  l'rotten 
1  appelant /le 
on  trouve  que 

plan  di 

lent  des 
coeffici^ 
,   dnns  ! 

^  =  '*^^T^ 

^- 

3.  Posil 

ions  d'équililjve  d' 

une  bai-rc  liomo 

■gène  pea 

ante  .41i  dont 

les  eïtvt 

y  Google 


iHiiî  la  verticale  du  centre  de  gravité  passe  dans  la  partie  commune  bus  deui. 
cônes  de  révolution  de  sommets  A  et  B  ayant  pour  axes  les  normales  aus  deux 
plans,  et  pour  dcmi-aiiglcs  au  sommet  les  angles  de  frottement). 

!i..  Dan?  le  problème  précédent,  on  suppose  le  point  B  par  lequel  la  barre  s'ap- 
puie sur  le  plan  vertical  assujetti  â  se  déplacer  sur  une  verticale  du  plan  ; 
déterminer  :  i"  les  points  limites  entre  lesquels  B  doit  se  déplacer  sur  cette  ver- 
ticale; î°  la  coarbe  à  l'intérieur  de  loiiuelle  doit  se  trouver  le  point  A  pour  que 
l'équililire  ait  lieu. 

5.  Un  cylindre  de  révolution  homogène  pesant  est  posé  sur  un  plan  incliné  de 
façon  que  ses  génératrices  soient  horizontales.  On  connaît  le  coefficient  B  du  frot- 
tement de  roulement  :  quelle  valeur  minimum  faut-il  danner  â  l'inclinaison  du 
plan  pour  que  le  roulement  se  produise?  (On  admet  dans  cet  exercice  que  le 
roulement  se  produit  pour  une  inclinaison  moindre  que  le  glissement.) 
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TROISIÈME   PIRTIE. 

DlNAMiei^E  m  FOllVL 

CHAPITR!']    )A. 

GÉNÉRALITÉS.  ÈlÛUYEMEi\T  RECTILIGNE. 
MOUVEMENT  DES  PROJECTILES. 

I.  -  THÉOEÈMES  GÉNÉRAUX. 

198.  Équations  du  mouvement,  intégrales.  —  Nous  avons  vu  dans 
ie  Chapitre  III  que,  si  un  mobile  M  est  en  mouvement  sons  l'ac- 
tion de  certaines  forces,  dont  la  résultante  est  F,  l'accélération  J 
du  mobile  et  la  force  F  ont  même  direction  et  même  sens,  et  que 
leurs  grandeurs  sont  liées  par  la  relation 

F=  m.], 

m  désignant  la  masse  du  mobile.  C'est  en  traduisant  algébrique- 
ment ce  fait  que  nous  avons  obtenu  les  équations  différentielles 
du  mouvement. 

Soient  X,  j,  z  les  coordonnées  du  mobile  par  rapport  à  trois 
axes  quelconques  ;  X,  Y,  Z  les  composantes  de  F  suivant  ces  trois 
axes;  les  projections  de  F  sont  égales  à  celles  de  J  multipliées 
par  m,  on  a  ainsi  ies  trois  équations  du  mouvement 

[1)  m  ^^,    -A,  ^^^        1,         m  ^^^^ 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile  sont,  dans  le  cas  le  plus 
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■>.8i  TUOlStliME     ['.VBTEE,     —    DTSAMIQUE    DU     POINT. 

'général,  dos  fonctions  de  sa  position,  de  sa  vitesse  et  du  temps  : 
les  |irojections  X,  Y,  Z  de  la  résultante  sont  donc  des  fonctions 

données  de  x,  y,  =,  -r^.  ^-,  -,-  et  t.    Les   équations  (i)    forment 
'  ■'  dt     dt     ai  '  ^  ' 

isfoi-s  Où  système  de  trois  équations  diffoi'en  lie  Iles  simultanées  du 

second  ordre,  définissant  x,  y,  z  en  fonction  de  t.  Les  intégrales 

^énéralefl  de  ces  équations  contiendront  six  constantes  arbitraires  : 

iNles  seront  de  ta  forme 


:=o  (i,  C,,  Gs,  Gs,  G,v,  Ci,  C„), 
.-  i^it,  G|,  Gs,  Cs,  Gv,  C.;.  C,). 
-.w{_t.  C|.  G„  G,.  C,,  Ci,  Ct); 


1  g  =  "'('- »•■ 


»',  i',  cy' désignant  les  dérivées  de  '5,  iJj,  eî  par  rapport  à  t. 

Dans  chaque  proJjlème  parficidier,  les  constantes  arbitraires 
doivent  être  déterminées  à  l'aide  des  conditions  initiales.  On  se 
donne  ia  position  du  mobile  à  l'instant  t=^tn  et  su  vitesse  :  il 
faut  alors  déterminer  C,,  C:,,  ...,  Co  de  telle  façon  que,  pour 
i  :^  ï|),  X,  y,  s  prennent  des  valeurs  données  d'avance  Xq^  fa-,  ^o  ^l 

'-,-'  -^1  -T-  des  valeurs  données  x'.,  y',  s'.  Pour  que  eette  déter- 

dt      dt     fit  0'  ./  0'     0  I 

mination  soit  possible,  quelles  que  soient  les  valeurs  initiales  don- 
nia  pour  X,  y,  ,-,  J,  f ,  J,  il  faut,™  Ton  pui.se  résoudre,  a» 
moins  tliéoriquement,  le  système  des  six  équations  (a)  et  (3)  par 
rapport  à  C(,  Cj,  . .  ..  Co,  c'est-à-dire  que  ces  équations  (a)  et  (3), 
dans  lesquelles  G,,  C^,  . .  .,  Cr,  sont  regardées  comme  des  incon- 
nues, ne  soient  ni  incompatibles,  ni  indéterminées.  On  en  tirera 
alors,  pour  ces  six  constantes,  des  valeurs  de  la  forme 

,.   /  ,  dx     dv    d3\ 

qui    donneront  immédiatement  les  valeurs  numériques  des  uon- 
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stanlesf|iiancl  on  donnerales  valeurs  initiales  de^,  y,  s,  -rt-^i-r- 

On  admeL  que  :  à  des  conditions  initiales  données  correspond 

un  seul  mouvement.  Ce  fait,  que  nous  vérifierons  sur  tons  le,-. 

exemples  qui  seront  traites,  résulte  du  théorème  de  Ganchy,  tani 

que  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  réfftilières  àa  se,  y,  s,  ■  ,-i  -r>  -77'  '; 
^  '      '  °  ^  ■^  ^    ^  dt     dt    d/ 

si  les  six  eonslantes  arbitraires  sont  œo,  ya,-^-o,  -^'a'j'w  ^'a>  on  peu  1 

résoudre  les  intégrales  par  rapport  à  ces  constantes.   (Golrsat, 

Leçons  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles.)  Par  eonsé- 

quent,  si  l'on  trouve  par  dea  considérations  quelconques  un  certain 

mouvement  possible,    e'est-à-dire    satisfaisant  aux  équations  (in 

mouvement  et  ans  conditions  initiales,  ce  mouvement  est  celui 

(jue  prendra  réellement  le  mobile. 

'199.   îatégralss  preraièrea.  —  On  appelle  intégrale  pz-em/èn- 

des  équations  du    mouvement    une  équation  entre   (,   x,  y.  z-.. 

dx    dy    dz  ^      ^  i.-^      ■  •         .  ,-  !■  -, 

-.-, -^, -=- et  ««e  constante  arbitraire  qni  se  trouve  s;atisiait< 
(it    dt     dt  ^ 

en  vertu  des  équations  du  mouvement,  quelles  que  soient  les  eon- 

dilion^.  initiales. 

,  /  dx    dy    ds    ^  \ 

On  peut  toujours  imaginer  cette  équation  résolue  par  r^ippoit  a  < 
/  dx    dy     dz\ 

'-'--=-^V-'-^y--'Wdvriy 

Voici  comment  on  vérifiera  immédiatement  qu'une  relation  di- 

cette  forme  est  une  intégrale  première  ;  en  différentiant  par  rap- 

,  ,      ,      .  I       1 .  ■    .      dx    dy    ds 

port  a  i,  on  aura,  en  appelant  x\  y',  s'  Jes  dérivées  ■^-  ;  j-  ?  ^-  j 

ôf       Of  dx    _    df  dy    ,    df  dz  ^  d,f_  rPx_         dj_   <Py        ^L  ^  - 
ùt        dx   dt    '    Oy   dt        Oz   dt     '    àx'    df         dy'    dt^         ùz'   dt' 

ou,  en  remplaçant  les  dérivées  secondes  de  x,  y.,  s   par  leurs  v<i- 
leurs  tirées  des  équations  du  mouvement, 

ai     '    dx  dt        Oy   dt    '    dz  dt    '    m  \àx'  '     '    Oy'  àz'    ')  " 
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Cette  dernière  reUlion  ne  contient  plus  que  les  quantités  t,  x, 
y,  s,  -^ ,  -f ,  -y- }  et,  comme  elle  doit  avoir  lieu  qneilesque  soieni 
les  conditions  initiales,  c'est-à-dire  quelles  que  soicnl  les  valeurs 
attribuées  à   toutes  ces  quantilt^s,  elle  devra  être  identiquement 


vérifiée. 


remièros 


dx     dy     dz\ 

"'y'"--  dï'ift'di)' 

"'■■''  ^'  Ji'  ~di'  dt)' 

CM-    l\.     1.  . 

dx    dy     dz\ 

sont  distinctes  quand  on  ne  |jeul  |ius  éliminer  entre   elles  loules 

,  -,  dx    dy    riz       .        ,,       .1-     -      ,■  r,    . 

les  quanUtEB  «.  r,  i,  y,,  ^.  3-:  si  celle  el.mm.l.nn  elailpos- 

sible,  elle  conduirait  à  une  relation  entre  les  constantes  C,  G", 

C''''j  relation  qui  évidemment  ne  pouri'ail  pas  contenir  la  variable 
indépendante  i  qui  est  arbitraire.  Il  résulte  de  là  que  le  nombi'e 
des  intégrales  premières  distinctes  qu'on  peut  ti-ouver  est  égnl  îi 

,    ,  dx     dy    d^ 

„squ.nl,lési,,-,j,^,^,3;. 

Par  exemple,  les  sis  équations  (/\),  obienrics  en  résolvant  les 
intégrales  générales  des  équations  du  mouvement  par  rapport  aux 
constantes  arbitraires,  forment  sis  intégrales  premières  distinctes. 

Réciproquement,  si  l'on  possède  six  intégrales  premières  dis- 
tinctes telles  que  (5),  l'entier  v  étant  égal  à  6,  ces  équations  réso- 
lues par  rapport  à  x,  y.  z,  ~j~,  -^-,  --  fourniront  les  intégrales 
générales  des  équations  du  jiiouvement. 

200.  Équations  intrinsèques  (Rulcr).  —  Prenons  sur  la  trajee- 
ioire  une  origine  O  des  arcs,  le  mouvement  sera  défini  sur  cetle 
courbe  si  l'arc  0M^5  est  connu  en  fonction  de  (.  Menons  la 
tangente  Mï  {Jig-  i3a)  du  côté  des  arcs  positifs.  Nous  convien- 
drons de  compter  la  vitesse  positivement  si  le  mouvement  se  fuit 
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dans  le  sens  Mï,  elné^ativemenl  dans  le  cas  conlraira;  la  vit(;a; 
sera  en  grandeur  et  signe 


Soil  J  i'nccéléinlion  du  mohilo;  on   ,^ait  que  les  jimierlHHis  do 


celle  accéiéralion  sur  la  tangente  el  la  normale  |ii-iiu;lpale  son! 
respectivement  (n"38;i 

■''-  dt  -  dl'-'      ■""-  p  ' 

el  que  sa  projeclion  sur  la  binormale  esl  nulle.  Comme  le  seg-- 
menl  représonlatif  de  !a  force  est  égal  au  segment  représenlalif 
de  l'accélération  multiplié  par  la  masse,  on  a,  en  appelant  V,. 
F„,  Fj  les  projections  de  F  sur  la  tangente,  la  normale  princi- 
pale et  la  binormale 


dl  " 


Ces  trois  équations  forment  un  système  équivalent  aux  trois  équa- 
tions du  mouvement.  Comme  F,,  est  toujours  positif  et  Fj  nul, 
on  voit  que  la  force  est  toujours  située  dans  le  plan  osculateur 
de  la  trajectoire  du  côté  de  la  concavité. 

Si  la  force  esl  constamment  normale  àla  trajectoire,  F;  =--  o,  la 
vitesse  est  constante  et  la  force  varie  en  raison  inverse  du  rayon 
de  courbure. 

Si  la  force  esl  constamment  tangente  à  la  trajectoire,  on  a 
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et,  comme  v  n'est  pas  util,  p  rcsLe  infini,  c'esl-à-dirc  que  la  Ira- 
jectoire  est  rectiligne. 

On  peut  faire  d'intéressants  rapprochements,  déjà  signalés  par 
Mac-Laurin,  entre  ces  équations  et  celles  de  l'équilibre  des  (ils. 
Mobius  en  a  indiqué  un  grand  nombre  dans  sa  Statique,  ainsi 
que  Ossian  Bonnet,  dans  le  Tome  IX  du  Journal  de  Mathéma- 
tiques, et  M.  Paul  Scrret  dans  sa  Théorie  nouvelle  dex  lignes  à 
double  coi(/*i(re  (Mallet-Baciielier,  i8fio).  {Voir  les  Exercices." 

Nous  allons  établir  maintenant  des  ibéorèmcs  qui,  dans  beau- 
coup de  cas,  permetlent  de  trouver  des  intégrales  premières. 


201.  Quantité  de  mouveîneiîE.  -  -  On  appelle  quantilé  de  mo 
vement  d' un  point  M  un  vecteur  MQ,  qui  a  même  direction 
même  sens  que  la  vitesse  et  dont  la  longueur  est  égale  au  piodi 
de  la  vitesse  par  la  masse  :  jn\  (fig.  i34)-  Les  projections  do 


mouvement  s 
(MQ) 


t  -r,  '  -f7>  -77  '  celles  de  la  (idautife  {li- 
di     dl     d  ' 


les  moments  de  la  q 
axes  sont  de  même 


tité  de  mouvement  i 


(OC) 


"  dtj' 


\  dt     dl  j 


''-.£)■ 


de  sorte  que  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapporl 
au  point  O  est  un  vecteur  OG'  ijig.  i33),  aj-aiit  pour  projection;: 
les  trois  quantités  ci-dessus. 
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202.  Théorème  de  la  projection  de  la  quantité  de  mouvement. - 
\,a  prnmiôr*;  dos  (k|iiaLions  du  mouvement  pcvit  s'ncrii-e 


comme  l'iixe  des  x  est  arbitraire,  celte  PC|uatioo  exprime  que  ; 

La  dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  projection  de  la 
quantité  de  mouvement  sur  un  axe  est  égale  à  la  somme  des 
projections  sur  le  même  axe  des  forces  appliquées  au  mobile. 

En  particulier,  si  la  somme  des  projections  des  forces  sur  un  axe 
est  constamment  nulle,  ce  théorème  fournil  une  intégrale  pre- 
mière. En  effet,  en  prenant  cet  axe  pour  axe  Ox,  on  a 


if      ^\ - 

r(  v"  de)  "'^ 


la  valeur  de  la  constante  A  étant  la  projection  sur  Ox  de  la  qni 
tité  de  mouvement  initiale.  En  intégrant  de  nouveau,  on  a 


la  projection  du  ujouvcment  sur  0^  est  donc  alors  un  mou  veinent 
uniforme. 

exemple.  Forces  parallèles.  —  Supposons  la  force  F  paral- 
lèle à  une  direction  fixe.  La  trajectoire  est  alors  dans  un  plan 
parallèle  à  cette  direction.  En  effet,  prenant  pour  aie  Os  une  pa- 
rallèle à  la  direction  de  la  résultante  F,  on  a  constamment  X  ^==  o, 
Y  3^0.  Donc 

de  dt 

k  dy  -Bdcc  =  o,         A  j  -  Bx  ^  C, 

équation  d'un  plan  parallèle  à  l'axe  Oz.  Ce  plan,  dans  lequel  se 
fail  le  mouvement,  est  détermioé  par  les  conditions  initiales  : 
c'est  le  plan  mené  par  la  vitesse  initiale  parallèlement  à  la  direc- 
tion constante  de  la  force. 

203-  Théorème  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement.  Prin- 
cipe des  aires.  —    On  peut  aussi,  des  équations  du  mouvement, 
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(Séduire  un  théorème  analogue  au  précédent  reJalif  li 
des  quantitéi^  de  mouvement.  Les  deux  équations 


nissent  la  combinaison 


-m^ 


La  dérivée  par  rapport  au  temps  du  i 
de  mouvement,  par  rapport  à  un  axe  {l'a. 


lent  de  la  qiiaïUiJ.é 
Oz),  est  égale  au 


moment  de  la  résultante  des  forées pav  rapport  au  même  axe. 

Ce  tiiéorème  donne  une  intégrale  première  des  équations  du 
mouvement  dans  le  oas  oi'i  xY  — y'K^  est  constamment  nul,  c'esl- 
à-dîre  quand  la  résultante  des  forces  appliqiiées  au  point  maté- 
riel est  constamment  dans  un  même  plan  avec  l'axe  O:.  Cette  in- 
tégrale est 


r^_ 


..  C; 


tlon  géométrique  très  simple.  Soient,  en  clTet 


Us-  ' 


oblin  M  sur  le  j)l;i[i  des  .':y  et  \\ 
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la  posiùon  initiale  de  ceLtc  projection;  considérons  le  secteur  11- 
miié  par  la  projection  de  la  trajectoire  et  les  denx  rayons  OPq, 
OP;  en  appelant  S  la  surface  de  ce  secteur  comptée  positivement 
dans  le  sens  positif  des  rotations  autour  de  Os,  on  a 

lis  =-j[^  df  —  y  dx): 

l'cfjur.Lioo  prccéciciitc  devient  donc 


d'où,  en  iiUéffraiil, 


autrement  dit  :  l'aire  S  est  proportionnelle  au  temps  employé  à 
la  décrire.  On  dit  alors  que  le  théorème  des  aires  s'applique  à  la 
projection  du  mouvement  sur  le  plan  «O^. 

La  constante  des  aires,  C,  qui  entre  dans  la  formule  précédente, 
est  le  rapport  du  double  de  l'aire  balayée  par  le  vecteur  OP  aii 
temps  employé  à  la  décrire;  elle  sera  déterminée  par  les  con- 
ditions initiales  du  mouvement  :  ce  sera  !a  valeur  que  prend 
x-^  —  r  -^  au  début  du  niouveroent,  c'est-à-dire  le  moment  de 
la  vitesse  initiale  par  rapport  à  O^. 

Inversement,  si  le  théorème  des  aires  s'applique  à  la  projection 
du  moiivement  sur  un  plan  xOy  autour  du  point  O,  la  force  est 
dans  un  même  plan  avec  Os,  car  l'équation  x  -j-  — y  ^  =  C 


lUne  par  difï'érentialion 


■rx  = 


exemple.  Forces  centrales.  —  Supposons  que  la  résultante  F 
des  forces  appliquées  au  point  soit  centrale,  c'est-à-dire  que  sa 
direction  passe  constamment  par  un  point  fixe  O.  Si  l'on  prend 
ce  point  pour  origine,  le  moment  de  F  par  rapport  à  chacun  des 
trois  axes  coordonnés  est  nul  et  le  théorème  des  aires  s'applique 
à  la  projection  du  mouvement  sur  chacun  des  trois  plans  coordon- 
nés. La    trajectoire   est  dans  un  plan  passant  par  le  centre  des 
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1  clt'eL,  les  Iroi^  équation:^ 
dy         dx      f. 


i\iitiLJpliaoL  piiT  ;,  x^  y  et  ajoulanl,  on  trouve 

Aa;-!-B/-!-C«  =  o, 

équation  d'un  plao  passant  par  le  point  O.  <]e  plan  est  détermin( 
par  la  vitesse  iniùale  et  le  point  O. 

20L  Interprétation  géoméfriqwe  des  deux  théorèmes  précédeats. 
Menons  par  l'origine  0  un  Yecteur  OR  égal  et  parallèle  à  la  résultante  de.' 
forces  appliquées  au  point  et  un  vecteur  OR'  égal  et  parallèle  à  la  quantité 
de  mouvement  du  point.  Le  point  R'  a  pour  coordonnées 


Les  équations  du  mouvement  exprimant  le  théorème  de  la  projeeliou  dr 
la  quantité  de  mouvement  sur  chaque  asc  s'écrivent 

dt  '  dt  '  dt  "~     ' 

équations   qui   signifient  qiit  ia  vitesse  V  du  point   géométrique  R'  est  à 
chaque  instant  égale  et  parallèle  à  R  (voir  Jl^.  i33). 

Soient,   de   mêm.e,  OG  le  moment   de   la   résultante   des   forces   appli- 
quées au  point  M  par  rapport  au  point  0  et  OG'  le  moment  de  la  quantité 
.   Les  coordonnées  X,  [i,  ■/  du 


de  n 
poin 

t  G'  sont 

t  par 

rapport  ai 

1   même  point.   Le 

/     ds           dy\ 

;G') 

1 

\     dt          </iJ' 
/     dy           dr\ 

:l  le 

s  projeeti 

ons  ai 

>0G 

G) 

],  = 

y2'- 

-sY,        M 

=  z\-a:'/.. 
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;  IX.    —   GBSER.VLiTBS.  iroir 
s  d'établir  l'équation  -^  —  N: 


dt  '       '         dî  ' 


i^qualions  qui  espiiment  que  le  point  G'  possède,  à  chaque  instant,  une 
vitesse  V  égale  et  parallèle  à  OG;  ce  qui  confirme  l'analogie  entre  les  deu\ 
théorèmes  précédents. 

Par  exemple,  si  la  résultante  des  forces  agissant  sur  le  mobile  passe  par 
le  point  fixe  O.  les  quantités  X,  ji,  v  sont  constantes,  le  segment  OG'  est 
fixe  pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Nous  avons  vu,  que  la  trajec- 
toire est  alors  pliinei  elle  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  ce  segment 
OG', 

203.  Cas  où  la  force  appartient  à  un  complexe  linéaire.  —  On  obtient 
encore  une  intégrale  première  dans  le  cas  sniiant,  qui  comprend  comme  cas 
particuliers  ceux  que  nous  venons  de  traiter:  Si  la,  résultante  F  desforces 
agissant  sur  le  mobile  appartient  à  un  complexe  linéaire,  le  moment 
de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  à  ce  complexe  est  constant. 
En  effet,  la  force  F  appartenant  à  un  complexe,  les  six  coordonnées  X,  Y, 
Z,  L,  M,  N  du  vecteur  F  vérifient  une  relation  de  la  forme 

pX-■^qY-.-rZ-■-a{y^-zY^^bizX^xZ)-^r-c{^\-yX^    -o, 
/j,  (/:  r,  c,  b,  c  désignant  des  constantes.  Remplaçant  X  par  -y-  I  m  -,-  j , 

jï-.Y  l>"s;['»(j-S-^f  )] «f^..  o».™  &I™tiond„„l 

tous  les  termes  sont  des   dérivées  exactes  et   qui   donne  par  l'intégration 

[dx  dy  dz  /     dz  dy\ 

P~dt'''^'^'dt'^''di~^^Ydi~'^~dt) 

,  I    dx  dz\         I     dy  dx\'\ 

■^''\'Tt~'di)-*-'\"dt~''-d,)\'-'"""'- 

Cette  intégrale  première  exprime  que  le  moment  relatif  du  vecteur  MQ 
(quantité  de  mouvement)  et  d'un  système  de  vecteurs  dont  les  coordon- 
nées seraient  a,  b,  c,  p,  q,  r  est  constant.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  au  complexe 
considéré  est  constant  (n-  24  bis). 

206.  Théorème  des  forces  vives.  -  Reprenons  Jes  équations  du 
mouvement 

m'^-'  ^\  m--y  -\  /«-'-    -Z 

dt'        '  '  dl°-  '  dl^ 


y  Google 


îQi  rROISIÈMB    PARTIE.   —    DVNAMIQUB    DU    POINT. 

et  a]ontons-les  membre  à  menibrc  après  avoir  multipli<i  ia  pre- 
mière par  dx,  la  deuxième  par  dy,  la  troisième  par  dz  ;  il  vient 

en  rcmarquanl  que  te  carré  de  la  vitease  est 


-(S)' 


on  peut  écrire  cette  équation 


(0 


-.Xdx-i-^  dy-'-J.ds. 


On  appelle /o/'ce  uzee  le  pioduii  de  la  masse  par  le  carré  de 
la  vitesse  mv^  :  l'équation  ci-dessus  s'énonce  alors  de  la  façon 
suivante  : 

La  différentielle  de  la  demi-force  vive,  pendant  l'intervalle 
de  temps  dt,  est  égale  au  travail  élémentaire  de  la  résultante 
des  forces  agissant  sur  le  mobile  pendant  le  même  intervalle . 
Le  second  membre  de  l'cqualion 

X  (fc  -H  Y  dy  -V-  Z  dz 

est,  en  effet,  le  travail  élémentaire  de  la  force  X,  Y,  Z  con-espan- 
danl  au  déplacement  réel  dx,  dy,  dz  que  subit  le  mobile  pendant 
le  temps  <^?î;  on  peut,  comme  nous  l'avons  va(n"  82),  remplacer  le 
travail  de  la  résultante  X,  Y,  Z  des  forces  appliquées  au  point  par 
la  somme  des  travaux  des  composantes. 

L'équation  (i)  résulte  aussi  immédiatement  de  la  première  des 
équations  intrinsèques  du  mouvement 


dt 


Multiplifint  par  ds  et  reoqjla 


équation  dont  le  deuxième  membre  estlc  t 
correspondant  au  déplacement  ds. 


I  élémentaire  de  F 
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criAPITRE    I^.       -    GÊKÉHALITÉS.    MOUVEMENT    nBcriLlGKE.      ■',9.') 

Si  l'on  Intègre  l'équation  (i)  depuis  l'instanL  l,,  jusiju'à  t,  on  a, 
en  appelant  l'o  fa  vitesse  à  l'instant  t„, 

(■>.,  -,~  —  "-"-  -    f  '^dx-    1  dj  -    ■/.,!z: 

d'où  ce  théorème  : 

La  variation  de  la  demi-force  vive  du  point,  pendant  un 
intervalle  de  temps  quelconque,  est  égale  au  travail  total  des 
forces  appliquées  au  point  pendant  le  même  intervalle. 

Au  point  de  vue  de  l'évaluation  du  travail  total,  il  faut  distiii- 
gnor  trois  cas,  comme  nous  l'avona  montré  dans  le  Chapitre  IV  : 
i"  Dans  le  cas  le  plus  général  on  X,  Y,  Z  dépendent  dea;,  ^y,  ^, 

--.— ,  -,->  -j-,  i,  il  faut,  pour  évaluer  le  travail  total,  connaître  Icfi 
dt     dt     dt       '  ^  '^  ' 

expressions  de  x,  y^  z  en  l'onction  de  t,  c'est-à-dire  le  mouve- 

■i"  Dans  le  cas  où  X,  Y,  Z  dépendent  de  x,  y,  z  seulement,  il 
suffit,  pour  évaluer  le  travail  total,  de  connaître  la  trajectoire  du 
mobile  entre  la  position  M,,  qu'il  occupe  à  l'inslant  („  et  la  posi- 
tion M  qu'il  occupe  à  l'instant  f, 

3"  Enfin,  si  la  résultante  X,  "Y,  Z  ne  dépend  que  de  la  position 
lin  mobile  eldérive  d'une  fonction  de  forces  \J{x,y,  s) 

X  d^  -■- Y  rfy  -^7.ds  =  dV{x,j,zh 

00  peut  évaluer  le  travail  tolal  en  connaissant  uniquement  les 
deux  positions  Mfi  et  M.  Dans  ce  cas,  le  théorème  des  forces  vives 
fournit  une  intégrale  première:  on  ii,  c.a  effet,  eu  lntéj,'rant  h; 
deuxième  memhre  de  l'équation  (2), 

'J}^  _..  '^.^..v  (^,  r ,  s)  -  U  i^<>,  ro,  ^0 ) 

h  désignant  la  constante  arbitraire  — ^  —  t  (xu,  j^,,,  Sg)  ;  cette 
constante  se  nomme  constante  des  forces  vives.  D'après  celte 
équation,  la  vitesse  du  mobile  redevient  la  même  chaque  fois  que 
\j{x,_y,s)  reprend  la  même  valeur.  èiU[x,y,  3)  est  une  fonction 
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uniforme  de  x,  y,  s,  on  peut  dire  que  la  vitesse  du  niolillo  re- 
devient la  même,  quand  le  mobile  revient  sur  la  même  surftice  de 
niveaix  U(^,  y,  z)  ^=  const.  Quand  la  fonction  U  est  à  détermina- 
tions midtiples,  comme,  par  exemple,  U(a',_j',  z)  =  arc  tang- ^ 
la  vitesse  ne  redevient  pas  nécessairement  la  même  quand  îc  point 
revient  sur  la  même  surface  de  niveau,  car,  sur  une  surface  de 
niveau  déterminée,  \J(x,y,z)  et,  par  suite,  le  travail  total,  pren- 
iienl  des  valeiirs  différentes  suivani  le  cliemin  suivi  (voir  n°  87). 

Exemples.  —  r  Cousidéions  un  point  pcsanl  entièremeat  libre,  mobili; 
flans  le  yide.  Si  nous  prenons  un  axe  0^  vertical  et  dirigé  vers  le  haut,  l^i 
seule  force  appliquée  au  point  est  1c  poids  dotil  les  projections  si>nC 


équation  dont  le  seeujid  membre  est  une  diflérenticlle  [otaiû  exacte,  ce  (jLii 
montre,  comme  nous  l'avons  déjà  plusieurs  fois  remarqué,  que  le  poids 
dérive  d'une  fonction  de  forces.  En  intégrant,  on  a 

f-Z-A^^gi^z-z,)        ou        y^^aC-é-^  +  Zt). 

Cette  équation  montre  que  la  vitesse  reprend  la  même  valeur  nuiiiériqiie 
chaque  fois  que  le  mobile  repasse  à  la  même  hauteur,  c'est-à-dire  revient 
sur  la  même  surface  de  niveau;  car  ces  surfaces  sont  aetuellement  deii 
plans  horizontaux. 

Plus  généralement,   si   le   mobile   était  solhcité  par  une  forée  verticide 
fonction  de  a, 

X^-o,         Y^.  o,         Z^.v(z\ 


'^j^    ',iz)dz; 


!es  surfaces  de  niveau  seraient  encore  des  plans  horizontaux.   Dans  tous 
ces  mouvements,  la  trajectoire  serait  plane  (n°  202,  ex.). 

•t."  Considérons  un  point  M  attiré  par  un  centre  fixe  O  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance.  La   force  attractive  aura   une  expression  de  la 

forme  —^  ,  jj.  étant  une  constante  et  r  la  dislance  OM.   l-a  valeur  aigé- 
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iiiique  de  cette  force  estimée  dans  le  sens  de  OM 
(|iie  Lions  avons  vn   dans   le  n"  89  Je  travail 
~  dr.  Le  tliéorème  des  forces  vives  donne  (Ji 


tECTr[.[GNE.  ■'97 
i^  et,  d'a|irês  eu 
di>  cette  furcc  esi 


-  dr, 


l.es  surface;  de  niveau  sont  les  sphères  -  —  const.  ;  la  vitesse   reprend   la 

même  valeur  numérique  à  la  même  distance  du  centre  attractif  O. 

Plus   généralement,   si  le  point  M   est  sollicité  par  une   force   centrale 
fonction  de;',  dont  la  valeur  algcbritfue  estimée  dans  le  sens  OM  est  rp(r), 


)  dr. 


Les  surfaces  de  niveau  sont  encore  des  sphères  de  c 
iiouvements,  la  trajectoire  serait  plane  (n°  203,  es., 
3°  Considérons  un  point  pesant  M  attiré  par  un  c 
nverse  du  carré  de  la  distance  et  repoussé  par  un 
[.ionncllemeûl  à  la  dislance  {Jig-  i35).   Nous  prend 


;re  fixe  A'  propor- 


;  ha  m 


de  s 


rte  que  le  travail  éiéraenta 
/■  la  distance  AM,  la  valeu 


algébrique    de 


—  ing  dz\  si  nous  appeler 

la   force   attractive  F  estimée   positivement   dans   le   sens  AM  est -j- 

et  son  travail  élémentaire j  "^''î  enfin,  si  nous  appelons  /■'  la  distance 

MA',  la   valeur  algébrique   de  la  force  répulsive  F'  proportionnelle  à  la 


distar 


n  travail  élémentaire  m  ft!  r'dr'.  D'après  le  théorème 
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des  forces  vives,  la  différentielle  d est  égale  au  travail  éléniciuaii'i 

la  résultante  des  forces  appliquées  au  point  M,  e'cst-à-diro  à  k  somiiii; 
travaux  des  composantes,  et  l'on  a 

d- —     - mg  dz J-  dr  -:-  in<i.'r' dr'. 

Le  sceuiid  membre  de  cette  ex-pressiou  est  unu  différouticUe  exacte  f 
existe  une  fonction  des  forces;  c'est  ce  dont  on  était  certain  à  !'a\ai 
d'après  les  théorèmes  établis]  dans  le  Cliapitre  IV.  On  a  dyne  eu  intégn 


^  forces  est  encore  ici  une  fonction  uniforiii 
inie  chaque  fois  que  le  mobile  repasse  sur  hi 


surfaces  sont  du  sixième  ordre; 


207.  Remarque  sur  l'iiatégrale  des  forces  vives.  -  -  L'inLégrali! 
(les  forces  vives 

iiRiiiLi'i'  f|[if:  ie  irtolnlc  ne  peut  pas  sortir  de  la  l'égion  de  l'espace 
dans  laquelle  \^[x,  y,z)  +  h  est  positif,  car  le  premier  membre 
est  essentiellement  positif.  Quand  cette  région  ne  comprend  pas 
tout  l'espace,  elle  est  en  général  limitée  par  la  surface  de  niveau 
ajauL  pour  équalion 

\:{r,,y.,z,  +  h-.-.<., 

surface  dont  la  nature  dépend  de  la  constante  des  forces  vives, 
c'est-à-dire  de  la  position  initiale  et  de  la  grandeur,  mais  non  de 
la  direction  de  la  vitesse.  On  cherchera,  à  titre  d'exercice,  ce  que 
sont  ces  surfaces  pour  les  exemples  traités  ci-dessus. 

Cette  remarque  évidente,  dont  on  trouvera  quelques  applica- 
tions dans  nn  Mémoire  de  M.  Bohlin  (Acta  maihematica,  t.  X). 
donne  immédiatement  le  théorème  de  Lejeune-Dirichlcl  sur  la 
stabilité  de  l'équilibre. 


y  Google 


208.  stabilité  de  î'éqiiilîfcre  d^m  point  matériel  libre.  Théorème 
de  Lejôune-Diriclileto  —  SoJl  un  poini.  libre  M(3;, y,  s)  sollicité 
par  des  forces  dont  la  résultante  (X,  Y,  X)  dérive  d'une  fonction 
de  forces  \J{x,  y,z) 


àV 


"y 


Les  positions  d'équilibre  du  point  s'obtiennent  en  égalant  à  «éru 
X,  Y,  Z,  c'est-à-dire  en  cbercliant  les  masima  et  minima  deU. 
Si  dans  une  position  donnée  O  du  point  la  fonction  U  est  réel- 
lement maximum,  l' équilibre  correspondant  est  stable .Ptf.aom 
cette  position  O  pour  origine  et  siipposons  que  la  fonction  U  s'an- 
nule au  point  O,  ce  qui  est  toujours  permis,  car,  la  fonction  U  n'é- 
tant déterminée  qu'à  une  constante  additive  près,  on  peut  disposer 
de  cette  constante  de  façon  que  U  s'annule  en  un  point  donné. 
Pour  préciser  ia  notion  dn  maximum,  décrivons  du  point  0 
comme  centre  une  spbère  dont  le  rayon  p  est  inférieur  à  une  cer- 
taine limite  assez  petite  pour  que,  dans  la  sphère  et  sur  la  sphère 
la  fonction  {}[x,y,  :i)  soit  négative  et  non  nulle,  l'origine  seule 
où  la  fonction  devient  nulle  étant  exceptée. 

Le  rayon  p  étant  choisi  aussi  petit  qu'on  le  veut,  nous  allons 
montrer  qu'il  existe  deus  nombres  positifs  s  et  («possédant  la  pro- 
priété suivante  :  en  plaçant  Je  point  mobile  dans  une  position  ini- 
tiale distante  de  O  de  moins  de  s  et  lui  imprimant  une  vitesse 
initiale  moindre  que  u,  on  obtient  un  mouvement  dans  lequel  le 
mobile  reste  à  l'intérieur  de  la  sphère  de  rayon  p.  En  effet,  \;\ 
l'onction  U  est,  sur  la  surface  de  k  sphère  p,  négative  et  différente 
de  zéro;  on  peut  clone  assigner  un  nombre  positif/*  assez  petit 
pour  que,  sur  la  surface  de  la  sphère  p,  on  ait  constamment 

—  \3>p,      U  ^p  :o. 

Uonooris  alors  au  point  M  une  position  initiale  Mc(a^(|,  jKo,  So) 
à  l'intérieur  de  la  sphère  p  el  imprimons-lui  une  vitesse  initiale  v„. 
Dans  le  mouvement  qui  prend  naissance,  on  a,  d'après  le  théo- 
rème des  forces  vives 


-(-:--)■ 
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Jlio  TaOISIElIK    PARTIE.      -    DYNAMIQUE    DW    POINT. 

U'o  désignant  la  valeur  de  U  au  point  Mo,  valeur  négative.  Déter- 
minons la  position  et  la  vitesse  initiale  par  !a  condition 

pour  cfiia,  il  SLifiit,  par  exemple,  de  prejidi'C 

°i■<^    -"•■'■ 

La  première  Inégalité  donne  pour  u^  n'it;  llmllc  siipéilcure  ii  égale 
^\/  --;  pnis,  la  fonction  U  étant  continue  els'annulant  à  l'origine, 
il  existe  un  nombre  positifs  assez  petit  pour  qne,  la  distance  OM,, 
étant  moindre  que  £,  —  Uo  soit  moindre  que  -■  Alors,  en  donnant 
au  mobile  une  position  initiale  distante  de  O  de  moins  de  s  et  une 
vitesse  initiale  moindre  que  1/ —  '  on  satisfait  à  l'inégalité  (a)  et 
par  suite,  d'après  le  théorème  des  forces  vives  (i),  à  l'inégalité 

et)  -^'  :v  -p.. 

qui  montre  que  le  mobile  ne  peut  pas  sortir  de  la  sphère  p;  en 
effet,  si  le  mobile  arrivait  sur  la  surface  de  la  sphère,  U  -+-p  de- 
viendrait négatif  et  la  demi-force  vive,  qui  est  une  quantité  essen- 
tiellement positive,  deviendrait  moindre  qu'une  quantité  négative  ; 
ce  qui  estabsurde.  Le  théorème  estdonc  démontré.  Par  exemple, 
si  le  point  est  attiré  par  0  proportionnellement  à  la  distance,  O  est 
une  position  d'équilibre  stable  (n"  QA). 

On  peut,  dans  le  mouvement  obtenu,  assigner  une  limite 
supérieure  à  la  vitesse,  car  U  étant  négatif,  d'après  la  for- 
mule (3),  ^'  est  inférieur  à  p  et  v  à  j/^- 

Remarque.  -^  Lorsqu'un  mobile  sollicité  par  une  lorce  ne. 
dérivant  pas  d' une  fonction  de  forces  est  en  équilibre  dans  une 
certaine  position,  on  reconnaît  si  l'équilibre  est  stable  ou  non  en 
étudiant  le  mouvement  que  prend  le  point  quand  on  l'ëcarte  infi- 
nùnent  peu  de  sa  position  d'équilibre  et  qu'on  lui  donne  une 
vitesse  infiniment  petite. 
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H.  -  MOUYEMEPIT  RECTÎLIGME. 

209,  Cas  général  où  la  trajectoire  est  plane.  —  Lorsqu'un  mo- 
bile est  sollicité  par  une  force  constamment  parallèle  à  ttn  plan 
fixe  n  et  que  sa  vitesse  initiale  Vq  est  parallèle  à  ce  plan,  la  tra- 
jectoire est  située  dans   le  plan  mené  par  t'o  parallèHcment  à  H. 

On  peut  regarder  ce  théorème  comme  évident,  par  raison  de 
symétrie,  parce  qu'il  n'y  a  aucune  raison  poitr  qne  le  mobile 
quitte  ce  plan  d'un  côté  ou  de  l'autre.  On  peut  aussi  le  déduire 
des  équations  du  mouvement  :  supposons  la  force  parallèle  an 
plan  des  scy,  et  le  mobile  placé  en  Mo(a^D)  J'oi -^o)  et  lancé  paral- 
lèlement au  plan  des  xy.  On  aura  alors  Z  --  o  ut  la  troisième 
équation  du  mouvement  donnera 

d^  _  dz  _  ,, 

df  '"    '         dt  '    ""' 

z'^  désignant  la  projection  de  la  vitesse  initiale  sur  Os.  Mais,  par 
hypotiièsc,  cette  projection  est  nulle;  donc 


eqir 


I  fallal 


210.  Cas  général  où  le  mouvement  est  rectîlîgne-  —  Si  la  force 
qui  agit  sur  un  mobile  est  constamment  parallèle  à  un  axe  et  si  la 
vitesse  initiale  est  parallèle  à  cet  axe,  le  mobile  décrit  la  droite  v^ 
parallèle  à  la  même  direction.  Ce  théorème  résulte  du  précédent, 
puisque  la  trajectoire  doit  se  trouver  dans  tout  plan  mené  par  ('„ 
parallèlement  à  l'axe.  On  peut  le  démontrer  comme  le  précédent 
en  supposant  la  force  parallèle  à  Ox;  on  aura 

d^z  _  d^r  _ 
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eL  Oji',  |)!'ojectiotis  qui  sont  nuDfis  par  hjpoLlièse;  «Som 
Jouant  de  nouveau, 


^i  1 .  Équations  du  mouvement  rectiligiie.Cas  simples  d'inlégra- 
bilité.  —  Piaçons-nous  dans  ce  cas  particulier  où  le  mouvement 
est  rectiligne  et  prenons  pour  axe  O^^  la  droite  que  décrit  !c 
moijile;  l'équntion  unli|ue  du  motivemenl,  s'écrira 


Le  cas  le  plus  } 
de  t>  et  de  i  ;  on  i 


■néral  est  celui  où  X  est  à  la  fois  fom 
ira  dans  ce  cas 


car  la  valeur  algébrique  de  c  est  -j  ■  C'est  une  équation  dilféreii- 
liellc  du  second  ordre,  qui  permettra  de  calculer  x  on  fonction  de 
t.  L'intégrale  générale  contiendra  deux  constantes  urbitraîrew 

0(i  tlélcrmincra  les  constantes  par  les  conditions  initiales 
a^»  =/('»,  c,c')        ,.„=//((„,c,c'). 

li  peut  arriver  que  l'expression  analytique  de  la  force  change 
suivant  la  position  du  mobile  ou  le  sens  de  la  vitesse.  Un  exemple 
de  ce  fait  se  rencontre  dans  l'exercice  3"  du  n"  212. 

L'intégration  de  l'équation  différentielle  (i)  se  ramène  à  des 
quadratures  si  X  contient  seulement  l'une  des  quantités  x,  !>,  t. 

i"  La  force  dépend  uniquement  de  la  position.  —  Soii 
d'abord 


;pi;o„ 

s  les  deir 

-!  membres  p 

d^œ  d^ 
"^"^df    dt 
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i"i(i  peut  intégrer,  cl  l'on  a 

(jfjiiiiLion  qui  n'est  autre  que  l'équation  des  forces  vives  appliquée 
tiii  cas  particulier  actuel;  pour  déterminer  la  constante,  faisons 
.çc^Xbj  noiis  obtenous  pour  h  la  valeur  «if^,  La  quadrature  ci- 
dessus  étant  effectuée,  on  trouve  une  équation  de  la  forme 


(S)' 


Î-VÏW^ 


il  n'y  a  aucune  ambiguïté  sur  le  signe  à  prendre,  car  pour  x  ^^  x^ 
on  doit  avoir  (  -jt  )  =:  l'o  ;  on  doit  donc  partir  avec  le  signe  de  c,, 
devant  le  radical  ;  si  v^  était  nul,  le  mouvement  se  ferait  dans  le 
sens  de  la  force,  ce  qui  déterminerait  encore  le  signe  du  radical. 
On  ;''crira  alors 

.    ^        dx  t—t-    f'—~^      ■ 

cette  équation,  résolue  par  rapport  à  a;,  donnerait  la  loi  des  espaces  ; 
elle  exprime  directement  le  temps  nécessaire  pour  parcourir  un 
espace  donné.  Nous  la  discuterons  plus  loin  (n°âl§,  CKemple  5°), 
après  avoir  étudié  quelques  cas  particuliers  simples. 

2°  La  force  dépend  uniquement  de  la  vitesse.  —  Supposons 
rnainleiiant  X  fonction  de  c,  on  écrira 

dv         ^    ,  ,,       mdv 


■/,.   9(^) 


_    /•"mvdv 


.-r  et  e  sont  alors  exprimés  en  fonction  de  la  variable  i 
La  dernière  équation  me  dv  =:  «(c)  dx  résulte  aussi  d 
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3o4  TROISIÈME    PARTIE,     —    DYNAMIQUE    I)«    POINT. 

des  forces  vives,  car  (s(<')  f^a^estle  travail  élémentaire  de  la  force  el 
mv dv^  -----  ■ 

i"  Lfi  force  dépend  uniquement  du  lemps.  —  Si   enfin  '%.  est 
fonction  de  t  seulement,  on  a 

liiL(%i'0]is  nue  première  fois,  il  vient 
cnlln  une  nouvelle  iiUéffration  donne 


;ix-.J   dA     f    >i^t)dt^.: 


"21%.  Applications  à  des  mouvenieats  produits  ^par  une  force  dépen- 
dant de  la  seule  position. 

I"  Mouvemenl  vertical  d'un  corps  pesant  dans  le  vide 
Nous  prendrons  pour  axe  la  verticale  passant  pai  la  posztion  initialp  dn 
mobile  el  dirigée  vers  le  haut.  Déaigoons  par  Po'a  calcul  algébiique  'le  la 
\-itesse  ioitiale,  supposée  verticale,   La  force  qui  agit  lui   le  mobile  e=t     \ 
chaque  instant,  —  ing\  l'équation  du  mouvement  e-t  dnnc 

(  ') 

[lne  première  intégration  donne 
dx 

en  comptant  le  temps  à  partir  de  l'instant  où  le  mobile  s 
nient.  En  intégrant  une  dei 


en  comptant  les  ili'-tances  à  partir  de  la  position  initiali:  du  mobile.  Si  t 
est  positif,  la  vitesse,  d'abord  positive,  va  constamment  en  diminuant  i 
s'annule   au  bout  du  temps  — ;  à  partir  de  cet  instant,  la  vitesse  qui  e: 
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négative  croît  indcfiniment  e 
éqaaLions(2)et(3),  ontrou■ 


2é'■'■- 


0]i  arriverait  à  celle  relalioii  en  appliquaiiL  le  théorème  des  forces  vi\es, 
c'esL-à-dire  en  multipliant  les  deus  membres  de  (i)  par  h  --=7  et  intégranl. 
On  a  donc 

Dans  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons,  Va  >  o,  le  corps  est  d'ahord  lancé 
vers  le  haut  et  au  déhut  du  mouvement  la  vitesse  est  positive;  on  devra 

donc  prendre  te  signe  +  devant  le  radical.  Lorsque  ai  croit  jusqu'à  -î-, 

V  diminue  jusqu'à  o;  à  partir  de  ce  moment,  le  corps  retomhc  et  l'on 
prend  a  1       ^ne  —     J       p     s    on  q  o         eions  de  trouver  pour  la  vi- 

tesse no  e  jue  lo  que  I  mol  I  [  a  se  j  une  position  déterminée,  sa 
vite  se  e  la  n  en  a  eur  ab  olu  lu  1  lonte  ou  qu'il  descende  :  il 
repas      alo  s  pa    une      cme        fac      le  n     eo 

■2k     W     ve     e        l     njo     t  lu  ou  repoussé  par  un  centre 

fixe  O proportionneUemirit  a  la  distança. 

Prenons  pour  origine  !e  point  O  {fig.  i36)  el  pour  a\c:  la  droite  0M„, 


[ui  sera  la  trajectoire  ;  choisissons  pour  sens  positif  le  sens  OMo,  Mo  dési- 
;nant  la  position  initiale,  et  désignons  par  Co  la  vitesse  initiale. 

Prenons  d'abord  le  cas  de  l'attraction  :  la  force,  à  un  instant  quelconque, 
icra  —-(ta:,  fi  étant  positif,  et  l'on  aura  pour  équation  du  mouvement,  en 

)osant  —  =  k^, 


on  convient,  que  le  point  mobile  soit  à  droite  ou  à  gauche  du 
nt  0.  Le  deuxième  membre  ne  dépendant  que  de  x,  nous  in- 

[  multipliant   par  2  -r-  >  ce   qui  revient  à  appliquer  le   théo- 
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h  cm  une  quantité  essentiellement  positiie  et  supérieure  à  k^xl  :  noiiâ  [ 
rons  donc  poser  h  égal  à  un  carré  /c^a^,  avec  a'p-  J^„.  L'équation  du  n 

CE  le  fcrap?  sera  donné  par  une  quadrature  élémentaire 


<■ 


W^. 


Supposons  le  mobile  lancé  avec  une  vilesse  initiale,  v^,  positive,  il  faudra 
jjvendre  au  déLut  le  signe  -i-  devant  lo  radical;  lorsque  a;  augmente,  la  vi- 
tesse diminue  et  s'annulerait  pour  s;  ^  a\  nous  allons  établir  que  nous 
pouvons  effectivement  faire  ic  =  «,  c'est-à-dire  que  le  temps  qu'il  faut 
au  mobile  pour  décrire  l'espace  «  —  .ro  est  fini.  Tout  d'abord,  le  mobile 
pourra  s'approcter  autant  qu'on  le  voudra  du  point  A,  e'est-à-dire  qu'il 
arrivera  nécessairement  en  tout  point  B  de  l'intervalle  Mo  A,  car  l'abscisse 
de  B  étant  b,  la  vitesse  du  mobile  esi  constamment  supérieure  à  k  \/a^  —  h^ 
lorsqu'il  se  trouve  entre  Mo  cf.  B;  donc  au  bout  du  temps  — -  -       '    ■ .    il 

aura  décrit  une  longueur  plus  grande  que  b  —  œ^sl  aura  dépassé  le  point  U. 
En  outre  le  mobile  arrive  au  point  A  lui-môme,  car  l'intégrale  (i),  qui 
donne  le  temps  employé  à  arriver  au  point  d'abscisse  x,  reste  finie  lorsqueic 
teud  vers  a.  Le  mobile  s'éloignera  donc  du   point  O  pendant  le  temps 


U' 


dx 


Au  bout  de  ce  temps,  la  vitesse  s'annulera  et,  la  force  étant  attractive,  I 
mobile  se    rapprochera  du  point  0;  il  faudra  changer  le  signe  de  v  i 

lo   mobile  se    lapproclicra  constamment  du  point  O   avec  uni;  vitesse  q 
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CHAPITRE    lï.    —    GEI>f]!RAHTl!S.   WOUVEIIH: 
lîtra  jusqu'à  ka  et  y  arrivera  au  bout  du  temps 


1      /"■_     d(n        _ 


ie  mobile  dépassera  alors  le  point  0  et  cette  nouvelle  phase  du  moure- 
ment  sera  inverse  de  celle  qui  l'a  amené  de  A  en  O;  il  s'^oignera  donc 
jusqu'en  A',  symétrique  de  A,  où  il  s'arrêtera  pour  revenir  vers  0,  et  ainsi 
dû  suite.   Le   mobile  sera  donc   animé   d'un   mouvement  d'oseillation,   la 

durée  d'une  oscillation  simple  étant  t- 

lîn  supposant  la  vitesse  initiale  nulle,  on  trouvera 

et  le  mobile  étant  place  en  un  point  quelconque  a^o  de  la  droite  sans  vitesse 

initiale  arrivera  en  O  au  bout  do  temps  — r  indépendant  de  ^o;  on  dit 

alors  que  le  mouvement  est  taïUochrone. 

Pour  avoir  dans  ce  mouvement  la  relation  qui  osiste  entre  s:  et  t,  oa 
pourrait  eifectuer  la  quadrature  que  nous  avons  considérée  plus  liant  cl 
qui  donne  un  arc  sinus;  on  y  arrivera  plus  simplement  en  remarquant  que 


'équation  du  mouvt 

imcflt 

S— 

■st  linéaire  et  du  se 

cond  ( 

irdre  à  coefficients  cnii 

léraie  est  donc 

œ 

=  Acosif^-B5in/i:(, 

l'où,  en  ditférentian 

^  = 

—  A/.sinA-i;-!-B/.cos; 

e  /ci  soit  égal  à  -  ;  donc  le  temps  que  mei  li: 
t  bien  — ^  ,  valeur  indépendante  de  la  posi- 
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--    DYNAMIQUE    DU    POIKT. 
(  la  force   est   fépuhive;   l'équation   du 


Muiii|)lions  les  deux  memti'es  par  a  -y-  et  intégrons,  ii  vient  (  ihéori: 
des  forces  vives) 


ck=--i'l  -k^xl;  doi 


dt 


Supposons  rt'abord  f,  >  o;  le  mobile   s'éloigne  e 
attractif  et  sa  vitesse  croît  indéfiniment  avec  *■- 

Supposons  maintenant  co  ■<  o;  an  début,  la  vitesse  sera  négative:  il  faudra 
donc  prendre  le  signe  —  devant  le  radical.  Snpposons  A  >  o  ;  à  mesure  que 
le  point  s'approche  de  0,  sa  vitesse  diminue  jusqu'à  ^/Â  ;  le  mobile  dépas- 
sera le  point  0  avec  cette  vitesse  et  s'éloignera  avec  une  vitesse  indéfini- 
ment croissante.  Si  k  est  négatif  on  peut  poser  h  égal  à^-  k^a^  et  l'on  a 


-^t^^- 


ut  moindre  que  ico,  car  pour  ic  =  jEo  la  vitesse  Vi,  est 
réelle  ;  le  mobile  s'approcbera  donc  du  point  A  d'abscisse  a  et  Ton  dé- 
montre facilement  qu'il  atteindra  tout   point   B  situé  entre    la   position 


iale  Mo  et  A;  d'ailleurs  il  arrivera  en  ce  dernier  point  en  un  temps  fiui 
le  temps  qu'il  lui  faut  pour  parcourir  l'espace  a'o—  x 


I     /""'     —  <& 


tend  vers  une  limite  T  lorsque  x  tend  vers  «.  Au  bout  de  ce  temps  T,  b 
vitesse  changera  de  signe  et  le  point  s'éloignera  indéfiniment  de  a  a\ei 
une  vitesse  toujours  croissante. 

Il  est  intéressant  d'étudier  le  cas  intermédiaii'e  ft  =  o.  Dans  cette  hypn 


y  Google 


RALITE 


S(H' 


La  vitesse  diminue  constamment  à  mesure  que  le  point  se  rapprocke 
de  l'origine;  on  démontre,  comme  précédemment,  que  le  mobile  s'appro- 
chera indéfiniment  du  point  0,  mais  il  ne  pourra  l'atteindre  dans  un 
temps  fini,    car  le  temps  qu'il  lui  faut  pour  arriver  à  une  distance  rc  de 


et  cette  expression  croît  indéfiniment  lorsque  m  tend  vers  o  Le  point  O 
se  distingue  par  cette  particularité  qup  c  est  nnp  position  d  équilibre  in- 
stable; le  mobile  placé  en  0  sans  vitesse  initiale  lesterait  au  lepos;  mais  si 
on  l'en  écartait  un  peu,  la  répulsion  1  ccaiterait  danntig-e  le  plus  souvent, 
lorsqu'un  mobile  s'approche  d'une  position  dequilibie  instable  avec  une 
vitesse  qui  tend  v 
jamais  l'atteindre. 

Si  dans  te  problème  que  nous  venon 
tion  entre  t  et  a:,  il  faudrait  efi'eetuei 


>,  il  s'approelie  indéfini  n 

s  de  tiailLi  0 


ette  position  s 


d'^x 


:/c2^ 


cile  a  pour  intégrale  g 


-B,  A  =  ^..H-Î),  B.l(..-Ï). 


n  supposait  les  conditions  initiales  telles  qne  A  =  o,   c'est-à- 
kx^  et,  par  conséquent,  /(  =  o,  le  mouvement  serait  donné  par 


et  (  croisant  indéfiniment  x  tendrait  vers  o 
trouvé  plus  haut. 

V  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  e 
du  carré  de  la  distance. 

f.orsque  ce  est  positif,  la  force  est 

X  =  -  -j  ; 
>i  X  était  négatif,  il  faudrait  prendre 


t  bien   le  résultat 
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Nous  trailcrons  le  premier  c 
[)Ose  [A  —  mk-, 


intégrons  (tlicorèrae 


nù  /i=  vl —  — ^  ■  Supposons  que  !e  mobile  parle  de  P 
pQ  négative,  c'esL-à-clire  dirigée  vers  le  point  O  ou  are< 
il  faudra,  au  ()ébut,  prendre 


i/? 


et  le  mobile  s'approchera  de  0  avec  une  vitesse  croissant  indéfiniment, 
circonstance  qui  ne  peut  Évidemment  pas  se  réaliser  physiquement  ;  il  y 
aura  choc  avant  que  la  distance  des  deux  eorps  s'annule.  Si  le  mobile  était 
lancé  (Ions  le  sens  positif,  il  faudrait  prendre  d'abord 


toujours  supérieur  à  ^t;  le  mobile  s'éloignera  donc  indéfiniment  ;  et 
comme  sa  vitesse  tend  vers  ^h.  on  peut,  après  un  certain  temps,  cunsi- 
dérer  le  mouvement  rcctihgno  comme  uniforme. 

Si  h  est  nul,  le  mobile  arrive  nécessairement  en  tout  point  de  la  droite, 
si   éloigné  soit-il,  car,  entre  Mo  et  un  point   quelconque  P  d'abscisse /), 

sa  vitesse  est  supérieure  à  |/ ;  il  s'ensuit  qu'il  s'éloigne  indéfiniracni 

Si  k  est  négatif,  on  posera  k  = ■  et  l'équation  du  moiivemcni.  sera 


d'ailleurs  a  >  aïo  (\oir  Jîff.  i.S6),  car  lo  radical  doit  être  réel  poura; 
la  vitesse,  d'abord  dirigée  vers  la  droite,  va  donc  d'ahord  en  dimin 
mesure  que  «■  croit.  On  verrait,  comme  précédemment,  que  le  mobil 
proche  autant  que  l'on  veut  du  point  A  d'abscisse  «  et  y  arrive 
temps  fini;   au  bout  de  ce  temps,  le  mouvement  change  de  sens, 


y  Google 


foLCC  est  attracLive  et  elle  ramène  le  mobile  vers  le  point  0,  comme  • 
le  premier  cas  C(  ^-o. 

0»  pourrait  discuter  autrement  le  problome  en  eiïecmaiit  la  quadra 
ijui  dorme  C  en  fonction  de  a:  ;  ou  a  en  effet 


Si  l'on  pose  alors  ■ — --i-h—i'',    on    est    rnmciii'   à   rinlégvalion 

IV.iction  rationnelle. 

(i"   '■l'ohile  attiré  par  un.  centre  fixe  proportionnel leineiit  à  In 
puissance  de  la  distance 

On  trouvera  que,  si  le   mobile  est  abandonné  sans  vitesse  hiilialo 
distance  ^^  de  l'origine,  il  y  arrive  au  bout  du  temps 


TV''^n(^^-'<'-  =  '- 


expression    dans    laquelle    l'intégrale    définie    est    l'intégrale    euiérienin; 

lî  (  — ,  -  ]■  Par  conséquent,  la  seule  valeur  de  n  pour  laquelle  T  est 

indépendant  de  x^  est  n  =  i  (exemple  a"). 
S°  Discussion,  du  cas  général. 
L'équation  du  mouvement  étant 


■(§)"=»/■?(-""-"=/"> 


Pour  fi\er  les  idées,  supposons  /(a^)  une  fraction  rationnelle;  le  signe 
di!  radical  au  débat  du  mouvement  sera  donné  par  le  secs  dans  lequel  le 
mobile  com.mence  à  se  déplacer. 

Imasinons,  par  esemple,  qu'il  faille  prendre  le  signe  -I-;  ic  mobile 
s'éloigflcra  vers  la  droite.  Les  seules  singularités  sont  les  zéros  et  les  infinis 
de/;  supposons  qu'en  faisant  croître  x  on  arrive  d'abord  à  un  infini  de/: 
dans  ce  cas,  le  mobile  ira  tomber  sur  le  point  A  correspondant  à  cet 
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.  Supposons  mamtcnani 


nent,  et  le  problém 
nière  singularité  so 


f(a^)^(a^^)-^{:^), 


W(3;)  cLant  posilif  de   ù 

aussi  près   qvie  l'on  veu 
M„B  (fig.   i3B)  la  vite: 


/Tii'S^^^W^, 


t  du  point  A  d'abscisse  a 
isc  ne  s'annule  pas  :  elle   i 


un   segment 
supérieure  à 


une  certaine  limite  Ci  et  le  mobile  arr 
d'ailleurs  en  A  en  un  temps  fini,  car  Je  temps 


r^^ 


V'a-"i/w(^") 


qu'il  lui  faut  pnur  parcourir  l'espace  de  a:^  à  x  reste  fini  quand  a:  tend 
vers  a  ;  il  arrive  eu.  ce  point  avec  une  vitesse  nulle  et  le  sens  du  mouve- 
ment est  ensuite  déterminé  par  le  sens  de  la  force;  le  mobile  reviettt  né- 
cessairement sur  ses  pas,  car,  si  x  dépassait  a,  -y--  deviendrait  imaginaire. 
e  double  ou  multiple,  le  moLile  s'approche 
[l'y  arrive  pas  en  un  temps  fini,  car  ou  u,  en 


Si  la  singularité  m  =  a  est  rac 
indéfiniment  du  point  A,  mai 
supposant  la  racine  double, 


\'{x)  étant  enct 
mobile  pour  par 


!  positif  dans  l'intervalle  a^o 
lurir  l'intervalle  Xi,^ 


.lie  temps   q.'il  fuu 

/^  Ç'' dx 

quf  .r  tend  \ers«.  On  peut  remarquer  que  si  x 
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;  racine  double.  la  position  correspondante  est  une  posîi 
istable;  en  effet,  on  a 


/i^',-(«-,r)^iV(^); 


fini'  '-uilp,  en  dcvivsnt  les  deus  memb^'ea  pai- rapport  à  a',  on  a  |>nuvla  force  X 

et  cette  expression  s'annule  bien  pour  3:^  a.  La  force  s'annulant  pour 
ai  ^  a,  la  position  A  correspondante  est  une  position  d'équilibre.  Elle  est 
instable,  car,  si  l'on  écartait  infiniment  peu  le  mobile  de  cette  position,  en 
flounaLit  à  ce  une  valeur  infiniment  voi.sine  de  a  plus  petite  que  «,  l'expres- 
sion ci-dessus,  dans  laquelle, 'F  (ic)  est  positif  au  voisinage  de  x  =  a. 
montre  que  X  deviendrait  négatif;  le  point  tendrait  donc  à  s'approcher  de 
l'origine  et  à  s'écarter  encore  davantage  de  la  position  d'équilibre. 

Un  cas  particulier  qui  se  présente  fréquemment  est  le  suivant  :  le  mo- 
bile  partant  de  la  position  initiale  3;„  avec  une  vitesse  Vd,  les  p 
valeurs  remarquables  que  l'on  rencontre  en  faisant  croître  et  dée 
à  partir  de  Xo,  sont  deux  zéros  simples  de  /{x),  a  ei  c,  a  >  a^o 
peu  «lor,  dcrire 

t'(,T  )  resiaiit  positif  eiUre  a  et  o.  On  a,  tlatis  ce  cas, 


^■^ 


v)ix^c)^W(x) 


lu  le  signe  doit  être  cboisi  alternativement  positif  et  négatif,  car,  d'jprès 
e  qui  précède,  le  mobile  oscille  entre  les  deux  points  A  et  C  d'abscisses  a 
X  c  (-voir ylff.  i38).  La  durée  de  l'oscillation  (aller  et  retouri  est 


c)  /'r(^) 


Si  donc  l'on  conçoit  x  comme  fonction  de  t  (inversion  de  l'intégrale), 
7!  est  une  fonction  périodique  de  l  avec  la  période  T.  D'après  le  théo- 
rème de  Fourier,  on  peut  développer  x  en  une  série  trigonométrique  de  la 
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con\c!'gcMite,  (fuel  qun  soit  (.  I.a  de  terminal  ion  des  coerficioats  a„  cl  b„,\in:- 
scnte  (le  grandes  dimcoUéf!,  sauf  dans  le  cas  où  il'(ar)est  un  polynôme  eu  a." 
(ie  degré  égal  ou  inférieur  à  •>.,  cas  dans  lequel  œ  est  une  fonction  circu- 
laire ou  elliptique  (Je  (.  Pour  le  calcul  des  coefficients!  dans  le  cas  générai, 
nous  renverrons  à  un  JI(;moire  de  M.  Weierstrass  :  Ueber  eine  Got/rui,r 
reell  periodlsr.hcr  Functionen  (Monatsbcricht  der  ALa'h:inie  dur  Wis- 
senschaften  :u  Berlin,  i86r>). 

213.  Mouvements  produits  par  ims  force  dépendant  de  la  seule 
vitesse.  —  Mouvement  vaiti'col  des  projectiles  dans  un  niilieii 
résistant.  —  Nous  avons  jusiju'à  présent  Irai  le  des  exemples  daus 
lesquels  !a  force  ne  dépend  que  de  la  position  du  point.  Voici  tin 
genre  de  questions  dans  lesquelles  on  a  à  considérer  un  point 
matériel  sollicité  par  une  force  dépendant  de  la  viterise.  Imaginons 
un  corps  pesant  mobile  dans  un  milieu  résistant  comme  l'air.  Le 
milieu  exerce  sur  chaque  élément  de  surface  du  corps  une  certaine 
action,  et  toutes  ces  actions  se  composent  en  une  force  et  un 
couple  appliqués  au  eoi'ps.  Dans  le  cas  particulier  où  le  projectile 
est  de  révolution  cl  est  animé  d'un  mouvement  de  translation  pa- 
rallèle à  l'axe  de  révolution,  il  est  évident,  par  raison  de  symétrie, 
que  le  couple  est  nu)  et  que  la  résultante  des  actions  du  milieu  sur 
les  éléments  superficiels  du  corps  est  une  forée  dirigée  suivant  Taxe 
et  en  sens  contraire  du  mouvement.  Cette  dernière  circonstance 
se  présente,  par  exemple,  lorsqu'on  laisse  tomber  dans  l'air  immo^ 
bile  une  splière  ou  un  projectile  cvlindro-conique  d'axe  vertical. 

Plaçons-nous  dans  ce  cas  particulier;  d'après  le  théorème  du 
mouvement  du  centre  de  gravité,  que  nous  établirons  plus  tard,  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  est  le  même  que  si  toute  la  masse 
du  corps  ^  était  condensée,  et  si  toutes  les  forces  extérieures 
appliquées  au  corps  étaient  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  ce  point.  Le  centre  de  gravité  se  meut  donc  comme  un 
point  pesant,  sollicité  par  une  l'orce  verticale  II  dirigée  en  sens 
contraire  de  la  vitesse.  On  est  ainsi  conduit  à  étudier  le  mouvement 
d'un  point  matériel  sollicité  par  son  poids  el  gêné  dans  son  mouve- 
ment par  une  résis  tance  R.  L'expérience  a  montré  que,  pour  des  vi- 
tesses très  faibles,  la  résistance  est  sensiblement  proportionnelle  à 
la  vitesse  c  ;  si  la  vitesse  est  notable,  mais  encore  inférieure  à  soo'" 
par  seconde,  la  résistance  varie  comme  v^\  an  delà,  il  faut  intro- 
duire un  terme  en  v'-'  ou  v^.  Nous  nous  placerons  dans  l'iij'pothèse 
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gônécale  que  la  résistance  esi  donnée  en  ronctîon  de  la  vitesse  pai 
la  formule 

R  -  //^^v", 


i"  Moin>ement  descendant.  ~  Le  mouvement  éiaotdcscciidani 
Pis-  "Sg. 


par  hypothèse,  prenons  pour  origine  la  position  initiale  du  mo- 
bile et  un  axe  vertical  dirigé  vers  le  bas.  L'équation  du  mouve- 
ment sera 


^m 


et  nniifi  obtenons  l'équation 

on  en  déduit,  par  une  quadrature,  le  temps  (?n  ibnction  do  lu  vitesse, 

on  a  d'ailleurs,  en  reuiplaçant  dans  (i)  dt  par  — , 
kdx  = ; 
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l'espace  sera  aussi  déterminé  en   fonclion  de  la  vitesse  par  une 
c|iiadralure 

La  formule  (i)  montre  que  -^  a  le  même  signe  que  a"—  v" . 
Supposons  que  la  vitesse  initiale,  qui  est  positive,  soit  inférîeiire 
h  IX,  -j-  commence  par  être  positif  el  c  croît  avec  le  temps  depuis 
sa  valeur  initiale  l'o  ;  la  vitesse  croîtra  tant  que  a"  —  v"  sera  po- 
sitif. Nous  allons  montrer  que  c  ne  peut  devenir  égal  à  a  en  un 
temps  fini.  En  effet,  dans  l'équation  (2),  l'élément  différentiel 
-,^_  -  devient  infini  pourc^  a,  et  cela  de  façon  que  —;-_-—;;  ("^  —  ^) 
tende  vers  une  limite —;;,--j  :  par  conséquent,  l'intégrale  devient 
infinie  pour  c  :=  a:  l'équalton  (3)  montre  de  même  que  x  devient 
infini  pour  cette  valeur;  de  là  résulte  que  la  vitesse  croît  con- 


nt,mais  tend  vers  la  limite  finie  a=  {^-.\" 


Si  la  vitesse  initiale  v^  était  plus  grande  que  a,  au  début  ^ 
serait  négatif,  la  vitesse  irait  en  décroissant  et  se  rapprocherait 
de  œ;  on  verrait,  comme  précédemment,  que  t  el  x  croissent  indé- 
finiment lorsque  v  tend  vers  cl. 

En  résumé,  quelle  que  soit  la  vitesse  initiale,  la  vitesse  tend  vers 
la  même  limite  a,  et,  au  bout  d'un  temps  suffisamment  long,  le 
mouvement  est  sensiblement  uniforme  et  de  vitesse  a.  De  là 
résulte  que,  si  la  vitesse  initiale  est  précisément  a,  le  mouvement 
sera  rigoureusement  uniforme;  d'ailleurs  l'équation  différentielle 
du  mouvement  -=-  =  A'{a"  —  i"")  admet  bien  la  solution  f  =  et. 

Supposons  qu'on  laisse  tomber  dans  l'air  deux  sphères  homo- 
gènes égales  de  masses  différentes;  à  vitesse  égale,  la  résistance 
de  l'air  sera  la  même;  nous  aurons  donc 
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les  coefficients  /.',  k'  ; 
on  a  posé 


ec  L|iiJ  montre  cju'à  la  plus  grande  masse  corresponrl  la  plus  graride 
vitesse  limite,  résultat  d'accord  avec  ce  fait  d'expérience  que  les 
corps  les  plus  lourds  tombent  le  plus  vite. 

Lorsque  n  est  entier,  les  quadratures  que  nous  avons  à  effec- 
tuer portent  sur  des  fractions  rationnelles;  si  n  était  rationnel 
n=  -!  on  poserait  c  =  u'>  et  l'on  serait  encore  ramené  à  des  dif- 
férentielles  rationnelles. 

Faisons,  par  exemple,  ii  ~  i;  réquation  {'i)  s'iiUÈgi'e  immédiatement  et 


pai'  suite,  nous  avons  i'inlégiale  première 

nous  retrouvons  bien  ici  les  résultais  généraux  :  a  —  v  a  toujours  le  signe 
de  a  —  vt,;  et,  lorsijue  ï  croit  indéfiniment,  l'esponentielle  tend  vers  iséro, 
elc  tend  vers  a.  Celle  dernière  équation  s'intègre  facilement,  en  yremplaçanl 
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Nous  allons  vérifier  que,  si  l'on  fait  tendre  A  vers  ïéro,  l'équalion  qui 
définit  3-  se  réduit  à  l'équation  ce  =  Wo  '  -H  kffi^  q"i  donne  la  chute  libre  dans 
le  vide.  En  effet,  si  dans  la  formule  précédente  nous  remplaçons  e-*'  par 
son  développe  m  eut  en  série,  nous  avons 

si  tioii'^  faisons  alors  k  --=  o,  il  reste  bien 


1°  Mouvement    ascendant.    —    Nohs    prendrons    main 
l'axe   Ox  dirigé  vers  te  haiil  {Jig-    ii\o).    Nous    aurons    ■ 


ivemeiiL  sera 


le  précédemment, 


d'où  l'on  dcdnu,  ec 

—       f"       '^'^  -_  f"      '"^'' 

Dans  ce  cas,  -j-  est  toujours  négatif  :  la  vitesse  va  donc  constam- 
ment en  décroissant;  elle  s'annulera  au  bout  du  temps  fini 


X,    g--^kv" 
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et  la  plus  grande  hauteui'  à  laquelle  le  mobile  peut  monter  est 

r"      V  dv 


si  k  était  nul,   on  aurait  les  formules  clu  mouvement  dans  le  vide 

Lorsque  k  n'est  pas  nul,  il  est  positif;  par  suite,  ies  éléments  de  H 
sont  toujonrs  plus  petits  que  les  éléments  eorrespondants  de  H(  ; 
donc  H  est  inférieur  à  H,,  et  le  mobile  monte  moins  haut  dans 
l'air  que  dans  le  vide;  on  voit  de  même  que  T  est  inférieur  à  T), 
et  le  mobile  met  moins  de  tetnps  pour  arriver  à  sa  hauteur  maxima 
que  si  le  mouYeraent  avait  lieu  dans  le  vide. 

Au  bout  du  temps  T,  le  mobile  s'arrête,  puis  il  redescend  en 
suivant  les  lois  déjà  vues  du  mouvement  descendant  sans  vitesse 
initiale.  Lorsque  le  mobile  repassera  par  sa  position  initiale,  il 
aura  une  vitesse  moindre  que  i',,;  en  effet,  il  est  monté  moins  haut 
que  s'il  avait  été  lancé  dans  le  vide  avec  la  même  vitesse  initiale; 
et,  de  plus,  il  est  retombé  moins  vile  que  si  sa  chute  avait  eu  lien 
à  l'abri  de  l'air;  pour  ces  deux  raisons,  la  vitesse  au  retour  sera 
moindre  que  celle  qui  correspondriul  au  mouvement  dans  )e  vide, 
c'est-à-dire  que  r„. 

Nous  pouiTons  inîégvei'  facilement  dans  le  cas  di  ;i  ^  i  ;  nous  aEiioui 

..'„„  g-^kt'  ^  g-.-  I:h 

[lassant  des  loganthmes  aii\  nombres 

le  mobile  arrivera  à  la  (lautciir  maxima  au  bout  du  lemps 
gt  ^  kx  =  {g  ■^- kv>i)  — j — ; 
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"o'—  i,^ï^. 


-\/ -.""""']/ i 


On  déiernii Liera  îaconsianie  p  par  la  condition  initiale  ^oi/  —  - 
Le  temps  T  que  met  le  projectile  y  arriver  au  point  le  plus  haut  c 

a 

T=  JJ--  Partant   du  l'expression  de  la  vitesse  dans  larfiiclle  t 
ou  a,  par  une  quadrature, 

j„  ■  |„.°»'(P-'v'5) 


sctUigne  d'an,  point  matériel  pesant  mobile  ove 
tentent  sur  un  plan  incliné  dans  un  milieu  7-ésistant.  —  Le  pniii 
lancé   du   point  0   {Jlg.   i4')i  suivant   une  ligne   de  plus   grande 


pente 


du  plan  Ocû,  décrira  cette  ligne  dont  nous  appellerons  i  l'inclinaison  sur 
l'horizon.  Les  forces  appliquées  au  point  mobile  m  sont  le  poids  ing,  la 
résistance  do  milieu  R  =  nike"  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse,  la 
réaction  normale  N  du  plan  et,  enfin,  la  force  F  de  frottement  dirigée  éga- 
lement en  sens  contraire  de  la  vitesse.  D'après  les  lois  expérimentales  du 
frottement  (n"  19S),  cette  force  est  indépendante  de  la  vitesse  du  point; 
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elie  est  proportionnelle  à  la  réaction  normale  N  :  F  =/N, /étant  oc  que 
l'on  appelle  le  coefficient  de  frottement. 

Traitons  en  détail  le  mouvement  deseendanl.  Nous  prendrons  alors 
l'axe  Ox  dirigé  vers  le  bas,  comme  dans  la  figure,  et  un  ase  Oy  perpen- 
diculaire. En  écrivant  les  deux  équations  du  mouvement,  on  a 


d'^x 


,;_R_F,         ,„^- 


î  R  par  sa  valeur  inkv'^,  on  a  i'cquation 


ig;>/.   —   Le   premier   ter 
positive;  en  l'appelant  ^,  o 


a  est  positif,  né- 


tique  à  celle  du  mouvement  descendant  étudié 
;rtica!e  dans  un  milieu  résistant,  sauf  le  cliangc 


Deuxième  cas. 
l'appelant  ^1,  on 


tend  donc  vers  une  limite 
,  Ui.si</.   -  Le   prcmi., 

dl^  "^ 


m- 


équation  identique  à  celle  du  mouvement  ascendant  étudié  dans  le  cas 
du  mouvement  vertical  dans  un  milieu  résistant,  sauf  le  ettangement  de  g 
en  ^1.  La  vitesse  diminue  et  s'annule  au  bout  d'un  temps  fini  T  :  le  moLiie 
arrive  donc,  au  bout  de  ce  temps,  dans  une  position  A,  où  la  résistance  de 
l'air  et  le  frottement  de  glissement  s'annulent,  car  la  vitesse  devient  nulle. 
Le  point  restera  indéfiniment  dans  cette  position;  car,  s'il  tendait  à  se 
remettre  en  mouvement,  les  forces  de  résistance  et  de  frottement  de  glis- 
sement apparaîtraient  immédiatement  pour  réduire  de  nouveau  sa  vitesse 
à  zéro.  Dans  cette  position  A,  il  y  a  donc  équilibre  entre  le  poids  et  une 
réaction  oblique  du  plan,  due  au  frottement  au  repos  examiné  dans  le 
Chapitre  VIII. 

I.  21 
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lEME    PARTIE.    —    DYNAMIQUE 
tangï'=  /.  —  I.'équauoLi  est  alors 


a  donc  en  diminui 


;  négath'e.  Peut-ellu 


/>ï  =  los-, 

si  ii  —  i.  Donc,  si   n  est  supérieur  ou  égal  k   i,  t  augmente  indéfini 
{|uaiid  V  tend  vers  zéro  :  le  mouvement  continue  indéfiniment  avec 
vitesse  tendant  vers  zéro. 
Si  n  est  moinfJre  que  i,  (  tund  vcn  une  limite  T  quand  v  tend  viïrs 


Ail   bout   de  ce   temps,  la   vitesse  s'annule  et  lu  mobile  s'arrête  ;  car,  la 
vitesse   étant  nulle,  la  résistance  s'annule  aussi  comme  dans  le  cas  précé- 

L'espacH  parcouru  a;  est  fini  ou   infini,  suivant   que  «  est  inférieur  ou 


21 -i.  Mouvement  rectîlîgne  taotooîiroae.  —  On  dit  qu'un  mou- 
vement recliiigne  est  taulochrona  quand  le  mobile,  abandonné  à 
lui-même  sans  vitesse  sous  Taction  de  forces  données,  emploie 
le  même  temps  pour  atteindre  un  point  déterminé,  quel  que  soit  ie 
point  de  départ. 

1°  La  résultante  des  forces  dépend  uniquement  de  la  posi- 
tion du  mobile  (méthode  de  Puiseus),  —  Prenons  le  point  d'ar- 
rivée ou  point  de  tautochronisme  ponr  orig'ine  O  ;  soient  X  la 
résultante  des  forces  appliquées  au  point,  Xq  l'abscisse  de  la  posi- 
tion initiale  supposée  positive.  Le  ibéorème  des  forces  vives  doniu' 


-x: 


Xrfa;; 


X  est  par  hypothèse  une  fonction  de  x  évidemment  négative  pour 
les  valeurs  positives  de  x,  car,  le  mobile  devant  se  mouvoir  vers 
t'origioe  O,  quelle  que  soit  la  position  initiale,  la  force  doit  èti-f' 
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touimirs  dirigée  vers  0.  Posons,  pour  abréger, 

■5  {x)  étant  une  foncvion  posiiivc  croissant  avec  x  ei  s'annulani 
pour  X  ^o;  i'équalion  devient 

et  îe  temps  T  que  met  le  mobile;  k  arriver  au  point  0  Càl  donné 
par  la  forniTiie 

Posons 

o{x)^^,         <p{^o)-:„,  x.-^(z), 

•i  désignant  la  fonction  inverse  de  a;  it  vient 

T.,/™risi. 

Pour  que  le  mouvement  soit  lanioehrone,  il  faut  et  H  suffit  f|ur 
T  soit  indépendant  de  x^,  c'est-à-dire  de  Zq.  Nous  exprimerons^ 
ee  fait  en  écrivant  que  la  dérivée  de  T,  par  rapport  au  paramètre 
3„,  est  nulle.  Pour  éviter  des  termes  infinis  dans  l'expression  de 
eette  dérivée,  rendons  les  limites  indépendantes  de  ^i,  en  posani 
;  :=3uH;  alors 

ou,  en  remettant  la  variable  z-^^  z,^u. 
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Cette  expression  doit  être  nulle  quel  que  soit^o,  ce  qui  esigc 
que  la  fonction  soumise  à  l'intégration  soit  identiquement  nulle  ; 
car,  si  elle  ne  l'était  pas,  on  pourrait  prendre  Zq  assez  petit  pour 
que,  entre  les  limites  o  et  z^,  cette  fonction  garde  un  signe 
constant  et,  par  suite,  que  l'intégrale  ne  soit  pas  nulle.  La  fonc- 
tion i  doit  donc  vérifier  l'équation  diflerentieile 


tW  =  ic,'j  . 


Comme  ^(s)  s'annule  avec  3,  car  les  variables  3  el  ^  s'annu- 
lent en  même  temps,  on  a  C'^^o,  ^(^■)  =  2C\/z.  L'équation 
.»  =  '}(:)  donne  enfin 

ce   qui  montte  que  la  fonction  ■^(^)  est  vv^  et  que  la  force  X  est 
donnée  par 

La  seule  loi  de  force  fonction  de  x  produisant  un  mouvement 
rectiligne  tautochrone  est  donc  une  attraction  proportionnelle 
il  la  dislance  ;  ce  mouvement  a  été  étudié  précédemment  (n''2'I2). 


■2°  La  résultante  des  fc 
du  mobile.  L'équation  du  i 


dépend  de  la  position  et  de  la  t 
est  alors  de  la  forme 


"  df   -^J\^'   dt) 


et  l'on  pourrait  se  proposer  de  déterminer  la  loi  de  la  force  de  telle  façon 
qu'il  y  ait  tautochrouisme.  Ce  problème  ne  paraît  pas  avoir  été  résolu  ; 
nous  en  indiquons  une  solution  avec  uue  fonction  arbitraire  de  deux  va- 
riables dans  les  exercices  3  et  S  bis  placés  à  la  fin  du  Chapitre.  Actuelle- 
ment nous  nous  bornerons  à  traiter  deux  cas  particuliers  importants,  que 
nous  rattacherons  ensuite  à  une  formule  de  Lagrange. 


Appelons  y  la  \ 


da^ 


suppos 


i    (Jll  0 


prei 


:  poui 
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point  que  le  mobile  atteint  toujours  dans  ie  même  temps  {point  de  tau- 
tochronisme).  En  appliquant  îe  théorème  des  forces  vives,  nous  mettrons 
l'équation  du  mouvement  sous  la  forme 

l-i)  d'^  =f{w.v)dx, 

i^quation  différentielle  entre  x  et  !>.  Nous  examinerons  les  deux  cas  sui- 
vants ;  l'équation   est  homogène   en   v   et  œ;   l'équation  est   linéaire 

a.  Véqaation  est  homogène  en  v  et  x.  ^-  Si  l'équation  précédente  (i) 
est  de  la  forme 


a  Lautothi-onisiiie,  à  condition  que  le  temps  employé  pur  le  mobile  à 
rclre  l'origine  soit  réci  et  fini.   En  effet,  posant  v  =  v,x ,  on  a 

dx  du 


et  en  miegrar 
suppose  nul,  ' 


If,"  —  ^    f         ^'"^ 
On  tire  de  là  ((,  c'est-à-dire  -  en  fonction  du  seul  rapport 


eu   résolvant   par  rapport   i\   dl   et  intégrant  de 


■l.  '''-{S-.} 

à  atreindre  1 
faisant  x  = 

.',    SU!) 


pour  le  temps  que  met  le  mobile  à  atteindre  l'origine.  Si  ee  temps  est  fini 
il  est  indépendant  de  rn,  car,  en  faisant  x  =  x^^,  on  a 


valeur  qui  ne  contient  plus  37d, 


y  Google 


:la6  TROISliilAIR    rABTIE.      -    nVNAKTOUE    DU    POINT. 

l'ar  csemple,  si  l'on  prend  'î'(-)  =  —  k'  -  7  k  désignant  une  constîinic, 
on  a  pour  l'ûquation  du  mouvement 

lia  retrouve  ainsi  l'attraction  proportionnelle  à  la  distance  précéclomment. 
f>.  L'équation  est  linéaire  en  0^.  —  Si  l'cquation  du  mouvemeiU  (1)  OM 

fi  et  q  étant  des  fonctions  de  x.  Clierchons  quelle  relation  il  doit  exister 
encre  ces  fonctions  pour  qu'il  y  ait  tautochronisme,  le  point  de  tauto- 
elironisme  étant  l'origine.  S)  nous  posons,  pour  abréger, 

{■^)  e-l   '"'%P(^),  -J  yP(^)rf^  =  Q(^), 

l'intégrale  de  l'équation  linéaire,  qui  s'annule  pour  x  =  x^,  est 

V.n  remplaçant  ["î par  {-^j    <^^  résolvant  par  rapport  à  ci';,  pui:;  inti'graiii 

T-     /""'— ^(EHH^^— . 

les  radicaux  étant  ptïs  positivement,  car,  comme  le  mobile  s'approche 
de  l'origine,  il  faut  prendre  pour  --j-  la  valeur  négative  et  intégrer  de  cr^ 
à  o.   Celte  valeur  T  doit  être  indépendante  de  ^n-  Faisons 
(3)  Q(^)  =  ^,         Q(;^„)=ao,         ^/¥{^)dx  =  ^■i:l)dz, 

et  elle  doit  être  indépendante  de  s^.  Pour  cela,  il  faut  et  ii  suffit,  d'après 
le  calcul  fait  pour  le  cas  où  la  force  dépend  uniquement  de  x,  que 


-.)d^ 
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condition  qui  devient,  d'après  les  notations  (3), 

(4)  v'>(i)Q(»)  =  CQ'(i). 

Comme  Q(3')  s'annule  avec  sr,  cette  relation  montre  que  Q'(iK)  ou  son 
égal  —  qP{x)  s'annule  avec  ^,  et  comme  P{o)  est  égal  t.  ',  g  s'annule 
avec  X,  ce  qui  peut  être  regardé  comme  évident,  car  le  point  de  tauto- 
chronisme  étant  une  position  d'équilibre,  la  force  doit  y  être  nulle  pour 

Remplaçant  P  et  Q  par  leurs  valeurs  (■5),  on  aura  la  condition  cherchée 
cntrejs  et  ç  compliquée  de  signes  de  quadratures.  On  peut  obtenir  cette 
i-elation  entre  les  coefficients  p  et  q  sous  une  forme  plus  simple,  en  re- 
marquant que  les  relations  {2)  donnent  par  différent iat ion 


(S)                 P'= 

=  -/>?,         Q--ÇP, 

Q-._,P^_pg. 

La  relation  ( 

;4),  résolue  par  rapport  à 

L  Q,  puis  différentice,  donne 

Q'^c.(42! 

-2^). 

d'où   enfin,   et 
leurs  (5), 

1  divisLuit  par   Q',  puis  r 
dq 

cni|>laçant  P',   Q',  Q"  par  leu 

Donc,  pour  qu'il  y  ait  tautochronisme,  il  faut  et  il  suffit  que  q  s'annule 
au  point  de  tautochronismc  et  que  {pq^^~f-\  soit  une  constante  po- 
sitive. Posant  q  —/{w),  on  a   immédiatement  p  et  l'on  trouve,  pour  l'é- 


-/(^). 


d^        y    f{œ)         CV(^)J 


avec  une  fonction  arbitraire. 

c.  Formule  de  Lagrange.  —  Lagrange  a  donné  {Mémoires  de  Berlin, 
1765  et  1770)  une  loi  générale  de  force  pour  laquelle  le  tautochronisme  a 
lieu  née  es  s  ai  rem  eut  et  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  les  lois  précé- 
dentes ;  mais,  comme  l'a  remarqué  M.  Bertrand,  la  formule  de  Lagrange  ne 
donne  pas  toutes  les  lois  de  force  pour  lesquelles  le  mouvement  est  tauto- 
chrone.  M.  Bertrand  rattache  îa  formule  de  Lagrange  au  cas  que  nous 
avons  traité  ci-dessus  (a)  d'une  équation  homogène  en  v  fX  ce,  à  l'aide  de  la 
remarque  suivante. 

Supposons  qu'on  ail  trouvé  une  loi  de  force  fi  ce.  —  j  pour  laquelle  le 
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rit  {léfiiii  par 


dt^        ■>  \    '  dt  ) 


ioil,  laulochrone,  le  point  de  tau  toch.ro  ni  s  me  que  Immobile  atteint  loujour- 
dans  le  même  temps  étant  37  =  o. 

Considérons  un  second  mobile  dont  l'abscisse  x'  est  liée  à  ce  par  une  lo 
quelconque  a!  =  <^{ce'),  ç(af')  désignant  une  fonction  déterminée,  x'  va- 
riant de  x'ij  à  a  quand  x  varie  de  Xa  à  o.  Le  mouvement  da  second  mobili 
est  défini  par  une  équation  de  la  forme 


"  dt'-    -J\^'    dt  ) 


déduite  de  la  première  par  le  changement  de  fonction  m  ==^{x").  Le  mou- 
vement de  ce  second  mobile  est  également  tautochroiie,  le  point  de 
tautochronisme  étant  le  point  d'abscisse  x' =  a  correspondant  à  x  =  o.  En 

effet,  la  vitesse  du  premier  mobile  étant  c  =  -7-  et  la  vitesse  du  second 
r'=  --1— >  on  a,  en  différentiant  la  formule,  x=  rp(iF'), 

JjE  temps    que   met  le    premier  mobile   à   aller  sans  \itcssc   initiale  du 
point  x„  au  point  0  est 

intégrale  qui,  par  hypothèse,  est  indépendante  de  w^.  Si  l'on  j  fait 
X  =  o{x' ),  les  limites  pour  x"  sont  x'„  et  a  et  l'on  a 

f'(.T"}da^'  _ 


r^  rVf£>^=  f 


où  la  dernière  intégrale  donne  le  temps  que  met  le  deuxième  mobile  à 
aller  sans  vitesse  initiale  du  point  d'abscisse  x'^,  au  point  d'abscisse  a.  Ce 
temps  T  est  indépendant  de  x'^,  et,  comme  nous  l'avons  dit,  le  second 
mouvement  est  tautochrone. 

Ainsi,  de  toute  loi  de  force  donnant  un  mouvement  tautochrone,  on 
peut  en  déduire  une  autre  plus  générale  par  un  changement  de  fonction 
a:  =  tf  (o)').  Apphquons  cette  transformation  au  cas  de  l'équation  homogène 

dv        ,/i.\ 
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m  remplaçant  i^par-^, 

d-T,  _  dx  ^   i  \   dx\ 
'dF  "  li'^Xx  Itj' 

iftulioji  x  =  <^{'x')  (loiino 

'^  "dï^        *  V"^/    ~  W°  '^\f   ~dt  )' 


Dons  le  demie 

r  terme,  le  coefficie 

nt  (le  -y-  est  une  fontlion   qu 

ekon 

*7S'-^^» 

ous  supprimons  l'ac 

:cent  de  x\  nous  avons  finale. 

™„. 

quation  d'un  me 

luvement  tautoclirn 

ne  sous  la  forme  générale 

dt'      \di/  f^x)  ^  dt    \f{^)  dtj' 


avec  deux  fonctions  arbitraires/ et  F  d'ii 
de  Lagrange. 

Si  l'on  fait  en  parliculiev 


/     I       dx\  _  I  dx        i    /(a') 

\J\x)   dt)  ~~  2C^/(x)   dt^'i     dx     ' 


identique  à  celle  que  nous  avons  obtenue  direcieraent  page  337. 

Remarque.  —  Celte  dernière  équation  restant  linéaire  en  c*  quand  on 
fait  un  changement  de  fonction  a;  =  tp  {a;')  doit  conserver  la  même  forme 
après  ce  changement.  En  effet,  en  partant  de  l'équation  linéaire 

di>i 
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=  a'[3/)v',  la  nouvelle  équation 


■'^,jOi  et  qi  ayant  les  valei 


Les  (leu^  mouvements  cianc  tau  toc  h  roue  s 

en  mèm 

condition 

^y_3^  =  cor 

,.,., 

i]ui  exprime  que  le  premier  mouvement  eçt 
tion  analogue  pour  le  deusiôme 

tautoohr 

.„,..; 

ce  qu'on  vérifie  aisément,  car  on  a,  quel  que  soit  a, 

d</, 

-3. 

lie  sorte  que  cette  expression  est  un  invariant  absolu  de  l'équation  diffé- 
rentielle pour  tous  les  ciangemenls  do  fonetions. 

Signalons,  en  terminant,  un  article  de  M.  Briosclii  contenant  une  for- 
mule plus  générale  que  celle  de  Lagrange  (Annad. .  .da  TortoUui;  Rome, 
i853,  et  Mécanique  de  JulUeii,  t.  I)  et  un  artiele  de  M.  Haton  de  la  Gou- 
pillièro  (Journal  de  Liouville,  t.  XIII,  2°  série).  {Voir  Exercices  S  et  3  bis.) 

9tS-  Étant  donnée  la  loi  d'un  mouvement  rectilîgne,  trouver  la  force, 
—  Ce  problême  est  déterminé  ou  non  suivant  qu'on  donne  la  loi  générale 
d'un  mouvement  reetiligne  avec  deux  constantes  arbitraires,  ou  seulemeni 
un  mouvement  particulier. 

Supposons  qu'on  donne 

(1)  37  =  -^{tyXo,  Va), 

Xn  étant  la  position  initiale  du  mobile  pour  i  =  o  et  Co  sa  vitesse  initiale. 
On  se  propose  de  trouver  la  loi  de  la  force  eapable  d'imprimer  au  mobile, 
placé  dans  la  position  arbitraire  Xo  et  lancé  avec  la  vitesse  arbitraire  y,,! 
le  mouvement  donné.  Ce  problème  est  déterminé.  On  a 

(.)  g  =  ,'(<, ..,..), 
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Exemple.  —  Si  le  mouvement  donné  est  défini  par 


Si,   au  contraire 
constantes  arjjitrai 
n'est  pas  délermin 

,  on  donne  seulement  un  mouvement  particulier  sans 
res,  ou  avec  une  seafe  constante  arbitraire,  la  problÈmc 
é.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  n'y  ait  pas  de  constontf 
.  se  donne 

Ci) 

x  =  o{t), 

nn  aura 

.■  =  o'(0,         •S.  =  mo-{t). 

On  pourra,  à  l'a 

.ide  de  ces  équations,  exprimer  X  en  5^,  c  et  i  d'une  infi- 

nilé  de  manières;  on  aura  donc  une  infinité  de  lois  de  forces  capables 
produire  le  mouvement  particulier  donné. 

La  question  pourrait  être  précisée  si  l'on  imposait  d'avai 
conditions  à  X;  ainsi  en  imposant  à  X  la  condition  de  dépendre  unique- 
ment delà  position  x,  on  aurait  un  problème  précis,  ear  il  faudrait  tirer  ( 
de  l'équation  du  mouvement  (3)  et  le  porter  dans  l'expression  de  X.  De 
même  on  aurait  un  problème  précis  en  imposant  à  X  la  condition  de  dé- 
pendre de  p  ou  t  seul, 

■o  =  I.  Cette  équa- 


Exemph 
lion  donne 

■.  —  Soit  ; 

r  =  sini;  pour  (  =  o,  on  a  a-u  =  o 

On  aurai 

t  donc  cou 

nmc  lois  de  forces  X  les  suivantes 

(c=)  -«(Si; 

ni,     (13)  - 

.;MV'I-|^^     (ï)  -"'^.     (3)  - 

où  l'on  peut  varier  les  combinaisons  à  l'infini.  Si  l'on  cberclie  le  m 

le  plus  généra!  produit  par  une  de  ces  forces,  on  trouve  des  n 

très  différents  qui,  tous,  pour  les  conditions  initiales  particulières  3!o  = 
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co=  I,  donnent  le  mouvement  proposé  w  ~  suit.  On  trouve,  par  exenipl 
pour  Jes  quatre  premières  lois  de  forces,  les  mouvements  suivants  ; 

(a)  a^  =  smî-i-G!-h-G', 

(P)  a.::=sin(i  +  C}  +  C', 

(f)  ^■  =  Gcosi  +  C'sin!, 

(3)  ^  =  Ccos^_^C'sin-i^sin. 

qui,  tous,  pour  des  déterminations  convenables  des  constantes  C  et  C, 


réduisent  a  ce  —  sin(. 

m.  -  MOUVEMENT  CURVILIGNE. 

POINT  PESANT  DANS  LE  VIDE  ET  DANS  UK  MILIEU 

RÉSISTANT. 

âlô.  Force  de  direction  constante.  —  Supposons  que  la  force 
qui  agit  sur  le  mobile  soit  constamment  parallèle  à  une  cUreclion 
fixe  :  la  trajectoire  sera  dans  le  plan  contenant  la  vitesse  initiale  et 
la  direction  de  la  force.  Ce  résultat,  qui  peut  être  considéré 
comme  évident  par  raison  de  symétrie,  a  été  établi  plus  haut;  nous 
prendrons  le  plan  de  la  trajectoire  pour  plan  des  xy  et  l'axe  Oj' 
parallèle  à  la  force.  Les  équations  du  mouvement  seront  alors 


la  première  dû  ces  équations  donne 

-,-  —a,         X  =  at-\'  h  : 
di  ' 

la  projection  du  mobile  sur  l'axe  OiC  est  animée  d'un  motivemeni 
uniforme.  On  déierminera  des  constantes  «  et  6  en  écrivant  que 
pour  £=  te  on  bl  x  =  x„  et  (~j  —  a:^.  Dans  le  cas  le  plus  gé- 
néral, on  aura  pour  la  seconde  équation 

d^y^  _       /  dx    dy      \ 

"' "^  '^    r ' ■'''  Tt'Tn'  )■ 

En  remplaçant  x  par  at  +  b,  cette  équation  prend  la  forme 
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c'est  une  équation  de  même  forme  que  celle  qu'on  trouve  dans  le 
cas  d'un  mouvement  rectiligne;  si  l'on  sait  l'intégrer,  le  problème 
est  complètement  résolu. 


217.  Equations  iiitriiisèçiues.  —  Les  tqu; 
inent  vont  ici  se  simplifier,  l'rcnon^  des  asc: 


;cLai"iguiaires;  soit  si  l'angle 


c  0,r  {fiff.  143);  projetons  ia  fore 


En  projetant  sur  la  tangente,  nous  aurions  une  deuxième  équation, 
il  est  plus  simple  d'obsen-er  que  l'on  a  trouvé  plus  haut  que  la  projec 


iiiiinoiis  la  vitesse  ei" 
irinséque  fie  la  trajec 


s  pour  oqui 


Si,  par  exemple,  on  suppose  Y - 


c'est  l'équation  intrinsèque  d'une  parabole,  1 


équation  de  la   courbe 
il  résulte  du  problème 


218.  Mouvement  d'un  point  pesant  dans  le  vide.  —  Nous  prendrons 
pour  origine  la  position  initiale  du  mobile,  pour  axe  des  y  une  verticale 
dirigée  vers  le  haut,  et  pour  axe  des  x  une  horizontale  dans  le  plan  de  la 
trajectoire;  les  équations  du  mouvement  seront 


y  Google 


(2' 


r  = 


gi"- 


-hv^tsi 


Les  équations  (i),  (i')  donnent  la  vitesse 
(3)  pî  =  ^l  cogî«  +  ((.„  sina  -  gt)''  =  "?  -  i^y; 

la  valeur  numérique  de  la  vitesse  à  chaque  instant  est  la  mÈiue  i^uc  si  li: 
mobile  tombait  sans  vitesse  initiale  d'un  point  dont  l'ordonnée  serait  -— ■ 
l'ésulte  immédiatement  du  tiiéoième  des 


Cette  formule  donnant  la  v 

Entre  les  équatious  (2},  (2'),  éliminons 
tiou  de  la  trajectoire 

^ ffSL-  ^ 


mps,  n 


5  obie 


equa- 


C'est  une  parabole  d'axe  vertieai  qui 
le  coefficient  de  a:'  est  négatif. 


Si  Cl  était  négatif,  -j-  serait,  d'après  (i'),  toujours  négatif  :  donc  y  ii 

jonstammeni  en  décroissant  et  le  mobile  ne  passerait  pas  par  le  somi; 
de  la  parabole. 
Supposons  maintenant  a>  o,  -^  C' 

A. 


par  être  positif  et  le  mobili' 


e  jusqua 


e  que- 


mulci  c 
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CHAPITRE    IK,    ■—■    GBKEBALIT 

il'un  temps  ('  donné  par  l'équation 
—  fft'^v^siaa  = 

le  mobile  étant  arrivé  à  sa  hauteur 

vertu  de  la  relation  (3),  Les  coordonnées  du  point  le  plus  haut  S,  ^uiiim 

de  la  parabole,  seront 


Après  cet  iustant  (',  -^  devient  négatif  et  le  mobile  redescend.  Lorsqu'il 

repasse  à  la  même  hauteur,  la  valeur  numérique  de  la  vitesse  rederient  la 
mÉme.  En  particulier,  il  repasse  au  point  A  au  niveau  de  O  ayec  la  vitesse 
!!(,.  La  portée  horizontale  OA  est  double  de  l'abscisse  ^'  da  soninicL 

0A=  ''^""■'^?. 
g- 

Pour  que  OA  soit  le  plus  grand  possible  avec  une  vitesse  initiale  donnée, 
il  faudra  que  siu2a  soit  maximum,  c'est-à-dire  que  a  soit  égal  à  j-  Sup- 
posons que  l'on  veuille  atteindre  un  point  B  de  0^  d'une  abscisse 
moiiidj-e  que  —  >  l'inclinaison  dn  tir  sera  donnée  par 

sin2a=  40B. 

On  voit  qu'il  y   a  deus  solutions  également  distantes   de  ^-  On   atteindni 

donc  le  point  B  par  deus  paraboles  ;  on  verrait  aisément  que  c'est  par  lu 
parabole  inférieure  qu'on  y  arrive  dans  le  temps  le  plus  court. 

On  peut  déterminer  géométriquement  la  position  de  la  parabole  eorres- 
jiondant  à  un  angle  donné  a;  pour  cela,  nous  allons  d'abord  établir  que 
toutes  les  paraboles,  obtenues  en  faisant  varier  a,  ont  pour  directrice  la 
droite  D, 

En  effet,  le  paramètre  de  ia  parabole  décrite  par  le  mobile  e>{ 
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c'est  doaû  Lien   la   droite  D,  située  à   la  hauteur  à  laquelle   monterait  11; 

mobile  s'O  était  lancé  verticalement  avec  la  vitesse  v^. 

Ceci  posé,  supposons  donnée  la  tangente  à  l'origine  ;  le  foyer  devra  se 
trouver  sur  la  droite  OF  telle  que  Oco  soit  bissectrice  de  l'angle  FOD;  il 
devra  de  plus  se  trouver  sur  le  cercle  décrit  de  0  comme  centre  avec  OD 
pour  rayon  :  il  est  doue  à  leur  intersection.  Cette  conslructiou  nous  montre 
en  passant  que  le  lieu  des  foyers  de  ces  paraboles  est  le  cercle  de  centre  0 
et  de  rayon  OD. 

Proposons-nous  de  chercher  sous  quel  angle  il  faudrait  lancer  le  projec- 
tile pour  atteindre  un  point  donné  Mi  (3^1,^1)  du  plan.  En  posant  tauga  =  u, 
l'équation  de  la  trajectoire  devient 

(0  j=-ff^(i  +  "=)+"^; 

cvi  exprimavit  qd'elle  passe  par  (a^n/i):  **'^  "■  pour  déterminer  u  l'équation 
du  second  degré 

La  condition  de  réalité  des  racines  est 

Pour  l'intei-préler  géométriquement,  considérons   la   parabole  ayant  pour 

Cette  parabole   a   pour   paramétre—  et  pour   sommet   ie   point  ^  =  o, 

y  =  —^  )  c'est-à-dire  le  point  D;  elle  a  donc  pour  foyer  l'origine.  La  con- 
dition de  réalité  (2)  exprime  que  le  point  Mi  doit  être  dans  ou  sur  celte 
parabole  {parabole  de  sûreté).  Si  le  point  Mj  est  dans  la  parabole  de 
sûreté,  l'équation  en  u  a  deux  racines  réelles  distinctes,  et  il  y  a  deux 
façons  d'atteindre  le  point  Mi  en  lançant  le  projectile  sous  deux  angles 
différents  (Jîg'  i43)'  Si  Mi  est  sur  la  parabole  de  sûreté,  l'équation  en  u 
a  une  racine  double  et  il  n'y  a  plus  qu'une  façon  d'atteindre  le  point  Mi. 
Dans  le  cas  où  l'équation  en  u  a  deux  racines  distinctes,  il  y  a  deux  trajec- 
toires passant  par  Mi,  correspondant  aux  deux  valeurs  ai  et  a',  de  l'angle 
a;  les  temps  mis  à  arriver  au  point  IVIi  par  les  deux  trajectoires  sont  res- 
pectivement 
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le  plus  court  de  ces  deux  temps  est  celui  qui  correspond  au  plus  petit  des 
angles  a,,  a.\. 

La  parabole  de  sâreté  est  l'enveloppe  des  trajectoires  obtenues  en 
faisant  varier  a,  o'est-à-dire  u.  En  effet,  pour  trouver  l'enveloppe  des 
(tourbes  représentées  par  l'équation  (i),  dans  laquelle  u  est  un  paramètre 
variable,  il  suffit  d'exprimer  que  eelte  équation,  considérée  comme  une 
t'quation  en  «,  admet  une  racine  double,  Or  c'est  ce  que  nous  avons  fait 
pour  trouver  la  parabole  de  sûreté. 

Les  mêmes  résultats  s'obtiennent  facilement  par  une  méthode  géomé- 
iriquc,  1!  faut  construire  une  parabole  passant  par  deux  points  et  ayant 
une  directrice  donnée.  Le  foyer  sera,  comme  nous  l'avons  tu,  sur  le  cercle 
de  centre  0  et  de  rayon  OD.  Il  sera  de  même  sur  un  cercle  ayant  pour 
rentre  le  point  Mi,  par  où  doit  passer  la  parabole,  et  pour  rajonla  pci'- 
peiidieulaire  Mil'  abaissée  du  point  M,  sur  la  directrice  D.  Ces  deux  cer- 


:   couper  en  deux   points  F,  F';  il  peut  donc  y  a 


paraboles.  Pour  q"-'  • 
des  centres  soii   |  1  i     ; 
des  rayons;  la  ,1m  ,  ■   ■ 
A  OMi>OQcL  rid  , 

1  ..    Il  'omme  et  plus  grande  qu 
Imitions  est  évidemment  r 

1   1,1  .lilMv.Lio  des  rayons.  Ilsuflitdor 

OM,  <OD-^M,P. 

distance  OM, 
la  différence 
mplie,  car  on 
c  d'écrire  que 

.Menons  la  droite  Aùi 
iusqu'ou  poinl  de   rcn 
le\ieni 

ne  distance  2OD  de  l'axe  des  œ  et  pro 
contre  II   avec  celte   droite,  fa    condil 

HiO  <Min. 

engconsM.l' 
on  à    rempli]' 

Or  le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a  MjO  =  HIiII  est  la  parabole  ayant 
pour  foyer  l'origine  et  pour  directrice  i  :  c'est  la  parabole  de  sûreté.  Si  le 
point  Ml  est  à  l'intérienr  de  cette  parabole,  on  pourra  l'atteindre  de  deux 
façons  :  s'il  est  snr  cette  parabole,  il  n'y  a  qu'une  trajectoire  qui  y  passe; 
d'ailleurs,  pour  un  tel  point  M,,  le  foyer  de  la  trajectoire  et  le  foyer  de  la 
parabole  de  sûreté  sont  en  ligne  droite  avec  M,.  La  construction  élémen- 
I.  23 
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taire  qui  détermine  la  tangente  en  Mj  montre  immédiatement  que  ccll<: 
tangente  est  la  même  pour  les  deux  paraboles;  de  là  résulte  qui;  la  piira- 
holc  de  sûreté  est  l'enveloppe  des  trajectoires. 

219.  Détermination  de  la  force  parallèle  quand  on  connaît  la  trajec- 
toire. —  Nous  avons  traité  le  problème  qui  consiste,  étant  donnée  unf 
force  parallèle  à  un  axe  0^,  à  trouver  le  mouvement  qu'elle  imprime  à 
un  point  matériel.  On  peut  se  proposer  le  problème  inverse  :  connaissant 
un  mouvement  plan,  tel  (jue  la  projection  du  mobile  sur  l'axe  des  x  soit 
animée  d'un  mouvement  uniforme,  trouver  une  loi  de  forces  parallèles  à 
Oy  qui  puisse  produire  ce  mouvement. 

Donnons-nous  la  trajectoire  jf  =y(fl?),  que  nous  supposons  parcourue 
par  le  mobile  sous  l'action  d'une  force  parallèle  à  Oy.  Nous  avons,  par 
liypotbèse,  !c  =  a(-+-  6,  et  l'équation  de  la  trajectoire  définit  ^y  en  fonction 
de  t,  en  y  remplaçant  x  par  sa  valeur.  On  a  alors 


dt-' 


^^f\cc). 


On  pourra  transformer  cette  expression  de  la  force  en  tenant  compte 
de  l'équation  de  la  trajectoire;  on  pourra,  par  exemple,  tirer  de  cette 
équation  x  en  fonction  de^  et  exprimer  la  force  à  l'aide  de  cette  seule  va- 
riable; mais  on  pourrait  encore  remplacer  ic  partiellement  en  fonction  dej'. 

ou  de  t,  ou  de  ■—)  et  d'une  façon  générale  on  aurait  la  loi  de  force 


"•/•«-"•(-^■S'Î")[^-^">J' 


qui  se  réduit  bien  à  ma^/'{x)  sur  la  trajectoire  proposée.  Si,  part 
d'une  quelconque  de  ces  distributions  de  forces,  on  cbercbe  la  trajectc 
d'un  mobile  qui  y  est  soumis,  en  particularisant  convenablement  les  c 
ditions  initiales  du  mouvement,  on  devra  nécessairement  trouver  la  i 
jectoire  donnée  :K=/(a;), 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  do  cercle 

^  =  /Ri-r^; 
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GHiPITBE  IX.   —  CBKÉRALITliS.  MonVEMEKT    CURVILIGNE.      SSg 

Pour  ces  deus  lois,  on  trouve  deux  systèmes  de  coniques  absolument  dif- 
férents, mais  cliaeun  d'eus  contient  le  cercle  y  —  /R'  —  x^. 

220.  Mouvement  curviligne  d'un  corps  pesant  dans  un  milieu 
résistant.  —  Lorsqu'un  projectile  est  en  mouvement,  son  centre 
de  gravité  se  ment  comme  si  la  masse  du  corps  y  était  concentrée 
et  toutes  les  forces  extérieures  appliquées  an  projectile  transpor- 
tées parallèlement  à  elles-mêmes  en  ce  point. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  centre  de  gravité  est  sollicité 
par  deus  forces  :  le  poids  du  projectile  et  la  résistance  du  mi- 
lieu R,  qui  est  la  résultante  des  pressions  superficielles  transpor- 
tées parallèlement  à  elles-mêmes  au  centre  de  gravité.  Les  pres- 
sions en  elles-mêmes  n'ont  pas  de  résultante  :  elles  peuvent,  en 
général,  se  réduire  aune  résultante  R  appliquée  au  centre  de  gra- 
vité et  à  un  couple.  Si  la  forme  du  projectile  est  quelconque,  on 
ne  sait  rien  sur  la  direction  de  cette  résistance,  qui  peut  faire 
sortir  le  centre  de  gravité  du  ]>\&.a  vertical  dans  lequel  il  est  lancé 
à  l'instant  f=^  o.  Mais,  lorsque  le  projectile  est  sphérique  et  ne 
tourne  pas,  la  résistance  est  dans  le  plan  vertical  contenant  la 
vitesse  du  point  G  et,  par  raison  de  symétrie,  la  trajectoire  est 
plane.  Nous  admettrons  de  plus,  pour  simplifier  autant  que  pos- 
sible, que  cette  résistance  est  une  force  R  dirigée  en  sens  contraire 
de  la  vitesse  du  centre  de  gravité:  ce  sera  une  fonction  de  cette 
vitesse  v  assujettie  à  croître  avec  c. 

Si  l'on  admet  que  la  résistance  est  dans  le  plan  vertical  passant 
par  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  on  peut  démontrer  anaiylique- 
ment  que  fa  trajectoire  est  plane.  En  effet,  rapportons  le  mouve- 
ment à  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz,  l'axe  Os  étant  une 
verticale  dirigée  vers  le  haut.  En  appelant  Rj,,  Rj-,  Rj  les  projec- 
tions de  la  résistance,  les  équations  du  mouvement  du  centre 
de  gravité  seront 

Des  deux  premières,  on  déduit 
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i.iu  TROISIEME    PAliTIiJ.    —    DÏXASIIQl'E    DU    POIKT. 

Oi-,  le  jilaii  projetant  liorizontalement  !a  résistance,  coïc 
avec  le  plan  projetant  la  vitesse,  W^  et  R_,.  sont  propottioi 
-j-  et  -^'  La  relation  précédente  devient,  par  suite, 


inbres  et  intégrant  de  nouveau,  il  v 


la  courbe  est  plane  et  son  plan  est  vertical;  ce  plan  0=1  craillunr> 
celui  qui  projette  horizontalement  la  vitesse  initiale.  Prenons  ce 
plan  pour  plan  des  xy,  la  position  initiale  du  moljile  pour  ori- 
gine, Oy  vertical  dirigé  vers  le  haut,  et  Ox  situé,  par  rapport  à 
Oy,  du  même  côté  que  la  vitesse  initiale. 

Nous  partirons  des  équations  intrinsèques  du  mouvement.  Dé- 
signons par  s  l'arc  de  trajectoire  OM,  par  a  l'angle  de  la  vitesse  c 
a\ec  Ox,  et  par  p  le  rayon  de  courbure  J\IG  (Jig-  i45)'  Les  forces 


qui  agissent  sur  le  point  sont  la  résistance  R  et  le  poids  mg; 
leur  résultante  est  toujours  située  du  côté  des  y  négatifs  par  rap- 
port à  la  tangente  R.  Or  la  direction  de  la  force  entraine  le  sens 
de  la  concavité;  il  en  résulte  que  la  trajectoire  tournera  sa  con- 
cavité du  côté  des  y  négatifs.  L'angle  a  va  donc  constamment  en 
diminuaDl;  if  pari,  d'une  valeur  connue  a„,  il  s'annule  au  point  le 
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plds  hiuil  de  la  Irajectoire  et  diminne  ensuite,    et  nous  verrons 
plus  loin  que  sa  limite  est  —  -■ 

Projetons  les  forces  sur  la  tangente,  nous  aurons  (n"  200) 

Dans  celte  é<|uation,  R  esL  une  fonction  de  la  vitesse,  que  nons 
écrirons 

l\  -».,.-  =  (eli 
par  .1,110 


'^  ~"'~d'j.  ~~  di  ~'H  ~        "  il'j.' 

on  doit  [^rendre  le  signe  —  puisque  a  décroît  lorsque  s  croît,  et 
que  p  est  ia  valeur  absolue  du  rayon  de  courluire.  Portant  celte 
valeur  dans  l'équation  précédente,  elle  devient 

Les  équations  (i)  et  (2)  permettent  de  troavei'  C  cl  e  en  fonction 
de  a;  éliminons  dt  en  les  divisant  membi'e  à  membre;  nous  ob- 
tiendrons l'équation 

cctie  équation,  du  premier  ordre,   donnera  v  en  fonction  de  7. 
l'équation  (''.)  donnera  alors 


—i.C 


"ïîJa. 
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'ài-t  TBOISIÈIIE    PABTEE.    —    DYNAMIQUE    DU    POINT. 

On  peut  exprimer  aussi  a:  et  /  en  fonction  de  a  |iar  de  nouvelle^ 
quadcalures;  on  a,  en  effet, 


lors  donc  que  l'on  a  trouvé  '!''(«),  on  aclicvc  le  problùmo  au  moyeu 
de  simples  quadratures. 
L'expression  qiii  donne  dt 


temps  va  bien  en  croissant  quand  a  diminue;  il  en  est  de  même 
pour  X,  car  dx  ^  vco&rj-dt.  Quaut  ky,  il  commence  par  croître 
jusqu'à  a==o,  puis,  -~  cliangeantde  signe,  il  décroît  ctle  mobile 
redescend.  On  obtient  les  valeurs  de  ^,  y,  t  qui  correspondent 
au  point  le  plus  haut  en  faisant  a  =  o  dans  les  intégrales  précé- 
dentes. 

Une  fois  connue  la  fonction  y",  on   aura  aisément  l'équation 
intrinsèque  de  ia  courbe;  nous  avons  en  effet  trouvé 


Nous  traiterons  couiplctemeui  le  cas  (LBGE.VDTin)  où  lu  ['ppistunci^   i^si 
,up,.osé.  dormÈt:  pLiv  ./^j^^^^,. 

1,  b,  n  étant  tous  trois  positifs.  Nous  supposerons  a  inférieur  à  l'unité, 
ians  quoi,  en  abandonnant  le  corps  sans  vitesse  initiale,  la  résistance  mg-a 
îerait  plus  grande  que  le  poids  et  le  projectile  ne  tomberait  pas. 
L'équation  (3)  deviendra  dans  ce  cas 
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pour  inlégrer  cette  équation  linéaire,  popo 


do  dp  I  «    \         "^ 

isposoiis  de  q  (le  façon  à  annuler  le  coefficient  de  p,  nous  avons  l'équa- 


'1  '    "  to^^i  ' 

logç  =Klogcosî-ft«logtangf^  +  ij)' 

l'ii  adoptant  cette  valeur  do  q,  il  nous  reste,  pour  déterminer /i,  réquatioii 
dp nb_ 

cfj.-         f/"cOS7' 

d'où,  en  intégrant  de  sa  à  a  el  appelant  q^,  la  vulcur  de  q  ponr  a  =  ao  et  c'„ 
la  vitesse  initiale, 

a  =  do.  La  fonction  q  étant  remplacée  par  sa  valeur  trouvée  plus  haut,  oit 
aura  i"  en  fonction  de  h;  on  obtiendi-a  ensuite  s:,  y,  t  par  les  formules 

Nous  allons  ikablii-  que,   lorsque  ï  iléci'oU  jusqu'à  —  I-" .  le  temps  croît 
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3i4  TROlSlBHli    PARTIE.    —    DYNAMIQUE    DU    POIKT. 

indéfi njmenl,  y  devient  infini  mais  négatif,  tandis  que  v  et.  a:  ont  tous  dcu: 
une  limite  :  la  courbe  a  une  asymptote  verticale  à  distance  finie,  et  1 
mouvement  tend  à  devenir  recliligne  et  uniforme. 

En  effet,  l'espression  qui  donne  ■ — -^  peut  s'écrire,  en  mnllipliaiU  pai   q 


e  part,  l'intégrale  du  second  membre  devient  infinie.  Comme  le  terme 
lend   vers  zéro,  il  suffit  de  cberchcr   la   limite  du  second  ternie  du 


.  la  forme  —  •  Le  rapport  des  dériv. 
nb(]€h. 

jre,  en  rompiaçiint  -  -;-  par  sa  volei 


s  la  limite 


"  =  {-i^- 

)"■ 

.'inlégraic  qui  donne  x 

" 

-lO 

'-'  dx 

■estera  finie  lorsque  «  tendra 

yev,-'^;e 

.a  efl'et,  v  a  i 

ine  limite  finie  c,  et, 

'élément  de  l'intégrale  restai 

ut  fini,  il  en 

est  de  mémi 

i  de  3!  qui  lend  vers 

...-A  /    %.„ 
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CHAPITRE    IX.    —    OliNER.VLETIÎS.    UOUVEIIEN 

il'aillcui's  t  devient  infini  pour  %  =  —  "  ;  on  a,  en  elT. 


/""  I'  (!■>. 


■•\.  l'élément  différentiol  (kvlcjit  InfiTii  pou,,  a^—-,  maib  do  f.i^oii  (|m,' 
— —  I  a-^  -1  lentle  \ers  la  liniito  finie  ci;  cette  intéjrrale  se  comporte  tlono 
an  voisina-c  de    !i=—^  comme     f  ^—    au  voisina-e  de  -j.  =  -~\ 

i'c  =  t-à-(Iiie  'iLi'clIc  dc>:cnt  infinie.  Pour  la  même  raison,  l'expression  de/ 

j-     -'-^    j     ..Uangarfa 

jdus  haut  sont  donc  établies. 

Remarque.  —  Si  l'on  voulait,  dans  un  cas  particulier  détermine,  cfl'ee- 
tuer  les  quadratures,  ou  du  moins  ealeuler  appros-imativement  les  valeurs 

lie  c,  a',  y,  t  dans  le  voisinage  de  a  = >  le  plus  simple  serait  de  poser 


a  variable  u,  d'abord  positive,  est  égale  à  i  pour  ï  =  o  et  tend  vers  xé 

quand  a  tend  vers -'■ 

La  valeur  (ie  q  devient 

'exposant  ii'  étant  positif,  car  a  est  inféiicar  à  i.  Portant  dans  l'c\prc 


m^'ti:^ 


expression  dans  laquelle  on  pourrait  effectuer  la  quadrs 
entier.  Cette  espressionse  prêle  facilement  au  développen 
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221.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  incliné  avec  frotte- 
ment et  résistance  de  milieu.  —  L'inclinaison  du  plan  siii'  j'iiorizon 
étant  i,  prenons  pour  origine  la  position  initiale  du  mobile,  pour  axeO^ 
la  ligne  de  plus  grande  pente  dirigée  vers  le  haut,  pour  axe  Oa;  une  hori- 
ïontaie  du  plan  et  pour  axe  Oa  une  normale  au  plan.  Les  forces  qui  agis- 
sent surine  mobile  sont  le  poids,  mg,  la  résistance  de  milieu  R  dirigée  en 
sens  contraire  de  la  vitesse,  la  réaction  normale  N  du  plan,  et  enfin  la 
force  de  frottement /N  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse,/  désignant 
le  coefficient  de  frottement. 

Gomme  -j-j  est  évidemment  nul,  on  a,  en  (trojttant  suv  O;, 

o  =  N  — w^cosj"; 

[a  force  de  frottement /N  est  donc  constante  et  égale  kfmgcosi.  La  réac- 
tion normale  N  étant  égale  et  opposée  à  la  composante  normale  du  poids, 
on  peut  supprimer  ces  deux  forces  qui  se  font  équilibre  et  il  reste  à  cher- 
cter  dans  le  pJan  le  mouvement  d'un  point  m  sollicité  par  les  forces  sui- 
vantes :  1°  la  projection  du  poids  mg  sur  le  plan  qui  a  pour  valeur 
;n^sînjet  qui  est  dirigée  en  sens  contraire  de  Oy;  2"  la  résistance  de 
milieu  R  et  la  force  de  frottement  fmg  cos  i  qui  sont  dirigées  toutes  deux 
en  sons  contraire  de  la  vitesse  et  qui  se  composent  en  une  seule  force 

R|  =/'"§■  cos  £-i-B. 

Si  l'on  désigne  ^sint  par^i,  on  a  à  chercher  le  mouvement  d'un  point 
sollicité  par  une  force  nig,  parallèle  à  Oy  et  une  résistance  Rj.  On  a  donc 
les  mêmes  équations  que  dans  le  problème  précédent,  sauf  le  changement 
de  g  en  g-,  et  de  R  en  R,. 

Par  exemple,  si  la  loi  de  la  résistance  R  est  la  même  que  dans  le  cas 
précédent  m^(a-i-  bv"),  avec  nïo.  On  a 

R,  =  niffi  f/coti-!-  -~.  +  YYl  "*")  =  '"5'i("i  -+■  ^:<"')j 

ay  et  bi  désignant  deux  nouvelles  constantes.  11  suffira  donc,  dans  le  caii 
qui  a  été  traité  en  détail,  de  remplacer  ff,  a  ti  b  par  gi,  ft|  et  i,.  Précé- 
demment a  était  inférieur  à  i,  mais  actuellement  «1  peut  être  inférieur, 
égal  ou  supérieur  à  i,  suivant  les  valeurs  de  i  et  /.  Nous  nous  bornons  à 
indiquer  les  résultats  que  nous  proposons  de  démontrer  à  litre  d'exercice. 

Si  «I  <  I,  on  trouve,  comme  ci-dessus,  que  la  trajectoire  a  une  asym- 
ptote parallèle  à  Oy  et  que  la  vitesse  a  une  limite. 

Si  ai  >  I,  on  trouve,  par  une  discussion  analogue  à  celle  que  nous  avons 
faite  plus  haut,  que  la  vitesse  s'annule  «w  bout  d'un,  temps  fini  :  la  force 
de  frottement  de  glissement  et  de  résistance  de  milieu  s'annulent  alors  cl 
le  point  reste  indéfiniment  immobile,  en  équilibre  sur  le  plan  incliné  avec 
froilemeni  statique. 
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CHAPITRE    IX.  —   GBNÉHALITÉS.    MOUVEMENT    CuaVlLIGNE.      3^7 

Si  «1  =  I,  la  vitesse  s'annule  au  bout  d'un  temps  fini  ou  infini,  suivant  que 
Il  est  inférieur  ou  non  à  i  ;  a;  tend,  vers  une  limite;  y  reste  fini  ou  devient 
infini,  suivant  que  n.  est  inférieur  ou  non  à  a.  Ces  dilTéientes  circonstances 
se  reconnaissent  sur  les  formules  du  numéro  précédent,  so 
soit  en  introduisant  à  la  place  de  a  la  variable  auxiliaire  m  i 


EXERCICES. 

1.  Mouvement 

recii ligne  d'un  point 

attirô  par  lui 

centre  r 

ixe  w  ,■= 

,isûn  inver: 

1  cube  de  la  distance,  x=-^. 

"'— ^ 

?+(«.-!-".< 

Y- 

2.  Mouvement 
Lune,  par  exei 

Héponse.  —  Ei 

rectiligr 
mple)  s, 

1  appela 

jpposéa  fixes 
nt  a  la  dista 

eutre  deux  centres  attractifs 
et  attirant  le  point  en  raisoi 

nce  des  deux  centres  fixes  et 

(la  Terre 
prenant  l'i 

Actuellement,  il  y  a  entre  les  deux  centres  une  position  à  équilibre  instable  I  . 
Le  mobile  n'étant  pas  dans  cette  position,  si  on  le  lance  vers  cette  position  a\ee 
une  vitesse  suffisante  poar  la  lui  faire  dépasser,  il  ua  tomber  sur  le  deuxième 
centre  attractif;  si  la  vitesse  du  mobile  s'annule  avant  qu  û  atteigne  le  point  L, 
il  retombe  sur  le  premier  centre  attractif.  Enfin,  si  1  expîe'ision  ilgébnque  de  1 1 
vitesse  s'annule  au  point  E,  le  mobile  se  rapproche  ind<^finiment  de  £  atec  une 
vitesse  tendant  vers  zéro,  mais  n'y  arrive  jamais. 

3.  Soita;=^/{*,ic„  fj  l'équation  du  mouvement  produit  par  une  force  X  =  o(^), 
dûpendant  [uniquement  de  la  position  du  mobile,  l'abscisse  et  la  vitesse  initiale 
étant  a:„  et  Vo~  Démontrer  qu'un  deuxième  point  matériel  de  même  masse  dont 
l'abscisse  est 

1  désignant  une  constante,  se  meut  sons  l'action) ,    la  force  X,  -■-  a'X,  l'iiliscis^c 
et  la  vitesse  initiale  étant:B„  et  v^. 

En  particulier,  si  a.  =  \J—i,  le  point  dont  le  mouvement  est  donné  par  hi 
formule 

se  meut  sous  l'action  de  la  force  X,  =  —  X{Coi>tptes  rendus,  3i>  décembre  1S7S). 
Appliquer  a 

taulochrone  rentre  dans  la  formule  de  Lagvange, 
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UIQl'E    DU    POIC 

e  proportionnelle 


5.  Trouver  l'expression  de  la  viWsse  v  dans  un  mouvement  rectiligne  en  fonc- 
tion de  œ  et  œ,  de  telle  façon  que  le  mouvement  eorrespondant  aoit  tautochrone. 

Réponse,  —  Le  point  de  tautochronisme  étant  k  l'origine,  supposons  l'espreasion 
de  y  écrite  sous  la  forme 


=  N 


•lù  \  désigne  le  rapport  ■ —  Cette  expression  v  est  supposée  s'annuler  pour  x  =  ï;^, 
c'est-à-dire  pour  i,=t.hs  temps  T  employé  par  le  mobile  S  atteindre  l'origine  est 

T /"■t(x.,i)i^--f   •».î(i.,t)tii, 

en  rcmpIaçaHt  x  par  x^\.  L'intégrale  T  étant  indépendante  de  x^^  sa  ilérivéo 
JT_       /■■JK?(^.,5)1  j. 

doit  être,  nulle.  Appelons  0(jr„  \)  l'intégrale  iodcttnie 

de  telle  f.ieon  que 

la  fonction  fl  s'annule  avec  %  et  la  condition  de  tautochronisme  est  que  S  s'annule 
aussi  pour  ?  =  i.  Réciproquement,  si  S  est  une  fonction  arbitraire  de  x„  et  \  s'an- 
nulant  pour  |  =  o  et  ï  =  i,  l'intégrale  -r—  est  nulle.  Intégrant  l'équation  (i)  par 
rapport  à  a:^,  \  étant  regardé  comme  une  variable  Indépendante  de  a^„,  on  a 

î.(()  désignant  une  fonction  arbitraire  et  a  une  constante  arbitraire.  On  a  dorif 

oii  8  est  une  fonction  arbitraire  de  x^  et  %  assujettie  seulement  à  s'annuler  pour 
i  =  0  et  1  =  I.  Après  la  quadrature  il  faut  remplacer  S  par  —  ■  La  vitesse  v  de- 
vant s'annuler  [pour  ^  =  i  et  rester  finie,  il  faut  de  plus  que  le  dénominateur 
devienne  infini  pour  4  =  i  et  reste  différent  de  zéro  quand  ï  varie  de  i  à  o. 
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GUAPITRE    IS.  —    GÉNÉRALITÉS-    UOCVEUENT    CUnVILIGSE.      349 
Une  fois  V  trouvé  cq  fonction  de  ic  etic^,  pour  avoir  la  loi  de  la  force,  il  suffit 
[l'éliminer  ic^  entre  w  et  -j-  i  ce  qui  ne  peut  se  faire  qu'après  un  clioix  déterminé 
de  lafonc(ione{a^„,  ï).  On  oblicnt  ainsi  ~  =/(a',  i')  c(  la  loi  de  la  force  est 

ï  =  „„*,»  „„/(,,,), 

1  dr    \  mple       0  e  t      en    i  cm  nt  nul    on    ctro     e  I    c  s  o       équation  dif- 
e      elle   \  u  e      nt   c      1  o  no^  ne  e     i  e    f    M    B       and   a  remarqué 

0  t  con  en      une  Ion     on  a  1  t     re  de    e  -î    a      I  les 

5  6        Mo     ene    st        cl   o  es  {a     lo  e   I    M    G    cl  n   I)  Considérons 

d  s  nou  euen  s  taotacii  ones  qu  Iconq  es  le  n  ob  1  pa  t  du  point  iE,  pour 
r  ver  a  1  or  g  ne  dans  un  temps  q  on  pe  sup];  se  éj,dl  a  La  ritesse  c^  du 
0  le  à  I  or  ne  ar  e  are  j-  Pre  ns  le  n  em  t  e  e  1  mobile  par- 
ia de  loi  „    e  i  I  n-tan    '      e,   t     c     ne        esse     ar  ab  e  i„    1  atteindra  le 

(0  i'  =  (i-0/((,''.)- 

/  se  réduit  a  1»^  pour  ï  =  o;  de  plus,  /  est  positif,  qiiel  qne  Soil  \\  pour  !■  crmi- 
pris  entre  oet.  i.  On  aura  ensuite,  eu  appelant  y  l'accélération, 

(■<)  ^-/  {'-t)/(i,v,), 

(3)  T  =  (l-0/,(',"J-/(':''J- 

Dcs  formules  (i)  et  (  3  )  tirons  (  et  y„,  puis  portons  dans  la  troisième,  on   aura 
■:  =  U(,ie,v).  En   pi-enant  enfm  F  =  - mn(a:,  c),  on  aura  un  mouvement  tau- 


1.  Un  mobile  animé  d'un  mouvement  rectiligne  est  sollicité  uniquement  par 
une  résistance  de  milieu  R-  nio(c),  fonction  continue  de  la  vitesse  c,  essen- 
Lieilemenl  positive  et  croissant  avec  la  vitesse.  Démontrer:  i°  que  si  rfl_a)  est  dif- 
férent de  zéro,  le  mobile  s'arrête  au  bout  d'un  certain  temps,  après  avoir  par- 
couru un  espace  fwi;  a"  que,  si  !p(o)  est  nul,  de  telle  façon  que  le  produit 
„-n^(ii)  tende  vers  une  limite  différente  de  ïéro  lorsque  v  tend  vers  zéro,  le  mo- 
bile s'arrête  quand  n  est  inférieur  â  i,  et  continue  à  marcher  indéfwiment,  avec 
une  vitesse  tendant  vers  zéro,  quand  ii  est  égal  ou  supérieur  â  i  ;  dans  ce  second 
cas,  l'espace  parcouru  par  le  mobile  est  fini  quand  n  est  inférieur  à  ï  ;  il  est  in- 
fini quand  n  est  égal  ou  supérieur  à  a. 
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35o  TBOISIEME    PARTIE.   —    DYNAJÎIQUE    DU    POINT. 

8.  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  plan  proportionnellement  à  la  distance 

9.  iMouvement  d'im  point  sollicité  par  une  force  parallèle  È  l'axe  Os,  avani 


[i,  A,  13,  C,  D,  E,  V  désignant  des  constantes, 
Bépoiise.  —  La  trajectoire  est  une  conique,  quelles  que  soient  les  condilinn;^ 

10,  Mouvement  d'un  point  pesant  dans  un  milieu  résistant,  la  loi  de  la  résis- 
tance R  étant  donnÉe  par 

R  =  mg(A-+-Blog:'}, 

A  et  B  constantes.  (Loi  ne  pouvant  ôtre  adoptée  que  pour  Oi,  car  autrcmem 
la  résistance  croîtrait  quand  v  diminuerait.) 
Cotte  loi  peut  s'obtenir  comme  cas  limite  de  celle  qui  a  été  adoptée  dans  Ir 

R  =  m§-(a +  *■■»). 

Il  suffit  de  poser  «  -  A  .-    --,  &  ^  -  et  de  faire  tendre  n  vcvs  ïéro. 

11,  Adiever  les  calculs  du  texte  (220)  en  supposant  (i  =  i  et  a  =  j.  On  peul 
effectuer  toutes  les  intégrations. 

12,  Un  point  pesant  se  meut  dans  un  milieu  résistant  :  démontrer  que,  li  dési- 
gnant la  résistance,  on  a,  entre  l'ordonnée  y  et  l'abscisse  x  d'un  point  do  la  i  ra- 
icetoire,  la  relation 

d'y  '2gW 

dx'  ~       y'cos'a' 

V  désignant  la  vitesse  et  a  l'angle  de  la  tangente  avec  l'horizontale  Ox. 

En  particulier,  si  la  résistance  est  proportionnelle  à  v',  l'équation  différentielle 
de  la  trajectoire  est 

dx"        Cos=a  L         \dxj  \ 

iSçis  cl  Mémorial 


13,  Un  point  se  meut  d, 
imposantes  X  et  Y  sont 

jns   un  plan  xQy,  sous  l'actioi 

ùy                    dx 

a  d'une  force  dont  le^ 

étant  une  fonction  de  x 
Démontrer  que  les  équai 

et  j. 

lions  du  mouvement  admettent 
dx  dy       „       , 

l'intégrale  première 
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U-  Un  point  se  meut  dans  un  plan  xOy,  sous  ['action  d'une  force  dont  li 
lomposantes  X  et  Y  sont  des  fonctions  de  3>  Kly  vérifiant  (es deux  conditions 


Démontret  que  l'intégration  des  équations  du  Diouvenient  peut  ûtfe  elïectuée 
l'aide  de  quadratares. 

HÉponse.  —  Dans  ce  cas,  la  quantité  X-s-Yi  est  une  fonction  de  la  rariable 
compleie  s=^  a:  -\-yi,  X  -!- Y!  =  ç[^).  Les  deux  équations  du  mouyement  peu- 


dl' 


=  '?C-0. 


••m^ 


(LECon:iL",  Comptes  rendiis,  t.  CI,  p 
de  l'École  Polytechnique,  LV  ClIi 


■.  Plus  généralcmcn 


dX  _  ^  ^  _  dy 

ùy  ~     i)x  dx""  ùy 

a  lA  b  désignant  des  constantes,  l'intégi'ation  des  équations 
ramène  ù  des  quadratures. 
Béponse.  —  On  ramène  ce  cas  au  précédent  par  les  suljstilntions 

X^\/ÎX',        Y  =  v'^Y',        a^:--=  i/^ai',       y  =  y/^r^,j. 

16.  Un  point  se  meut  dans  l'espace,  sous  l'action  d'une  force  donl 
santés  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  de  x,  j',  s,  vérifiant  les  relations 


Déinonlrer  que  l'intégration   des  éijuations   du 

Béponse.  —  En  appelant  a.  et  a'  les  racines  eubi 
posant 

a:  -\-y  -l-  z  =  p,        ce  -\-  ay  ^  a'z  =  q, 
X+Y  +  Z=  P,        X-i-HY-.'-='Z  =  Q, 


est  fonction  de  p  seul,  Q  de  q,  R  de  i:  Les  équations  du  n 
■s  équivalentes  aux  trois  suivantes 
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{Comptes  rendus,  ig  n 


n.  Éiaiii  donné  un  point  matéviel  soumis  à  une  force  qui  oc  dcîpenil  que  de  sa 
position,  les  intégrales  des  équations  dilTÉi'enticlles  dii  mouvement  restent  réelles 
si  l'on  y  remplace  (  par  t  ^ —  i,  et  les  projections  icj,  jkJj  s^  do  la  vitesse  initiale 
par  —  x\\j—  1,  —  y'a  V*"  '  1  —  ^'i.'i/ — r.  Les  expressions  nouvelles  ainsi  obtenues 
sont  les  équations  du  nouveau  mouvement  que  prendrait  le  mCmc  point  matériel 
si,  placé  dans  les  rafimes  conditions  initiales,  il  était  sollicité  par  une  force  égale 
cl  conlraire  \  celle  qui  produisait  le  premier  mouvement. 

{Comptes  rendus,  3o  décembre  1878.) 


18.   Un  point  pesant 

vitesse  y  et  fonction 
continue,  positive  et 

i"Si»(o)>i,le 


Mit  dans  un  milieu  résistant,  la  résistance  lî  étant, 

le  texte,  une  force  dirigée  en  sens  contraire  de  la 

de  V,   H  =  mg  If  (!')■  Supposons,  de  plus,  la  fonction  ç(y) 

croissante  avec  v.  Déraontrei'  les  propositions  générales  aui- 

oobile  décrit  en  un  temps  fini  un  are  de  trajectoire  fini  qui 

1  point  où  la  tangente  est  verticale  et  oh  le  mobile  arrive  avee 

e  alors  immobiie;  car,  s'il  tcndà  se  remettre  en 

produit  est  supérieure  au  poids.  [Ce  cas  peut  se 

d'un  point  pesant   avec  frottement 


une  vitesse  nulle.  Le  mobile  r 
mouvement,  la  résistance  qui 
présenter,  par  exemple,  pour 
sur  un  plan  incliné  {Tîi)]. 

■i"  Si  9(o)<i  (cas  des  projectiles  d'artillerie),  le  mobile  dijcrit  une  courbe 
avec  une  branche  infinie  possédant  une  asjmptote  verticale,  et  la  vitesse  tend 

admet  évidemment  une  seule  racine,  d'après  les  lij'potliéses  faites  sur  ip{i'). 

3°  Si  ?  (a)  =1,  y  tend  vers  0,  œ  tend  vers  une  limite  finie;  mais,  pour  (  et  ^, 
différents  cas  particuliers  peuvent  se  présenter, suivant  la  façon  dont  a{v)  tend  vers 
I  quand  V  tond  vers  zéro.  Si  «-"[i  — ïï{u)]  reste  fmi,  résultats  de  Tes.  7. 

Indication  sur  la  méthode  à  suivre.  —  L'équation  (3),  page  'i'\\,  dunnc 


.c&- 


l'dsolvant  par  rapport  à  c,  on  a 
forme  -  ■  D'après  les  règles  ordin 
de  i',  la  condition 


19.  Analogies  entre  l'éguitibre  d'un  fil  et  le  mouvement  d'un  point.  - 
analogies  se  révèlent  immédiatement  par  la  comparaison  des  équations  i 
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CllAt'iTlllî  I\.  —  CÉNIÎR.VT.ITÉS.  MOUVEMENT  C  C  n  VIIIGNE.  3l"i3 
BÙques  de  l'équilibre  d'iia  Ql  (n"  118)  et  du  mouvement  dun  point.  On  a  ainsi 
les  théorèmes  Buivanls  : 

(o)  Si  UD  fil  est  en  équilibre  sous  l'action  d'une  force  Fds,  la  tension  étant'!', 
un  point  matériel  de  masse  m,  décrivant  la  courbe  funiculaire  avec  une  vitesse  i' 
égale  à  kT  en  chaque  point  (k  constante),  est  sollicité  par  une  force  "I"  opposci^ 
à  F  d'intensité  mATT  ou  mkl'v.  On  peut  passer  inversement  du  mouvement  du 
point  à  l'équilibre  du  lil  :  Il  suffit  de  supposer  ï  =  v  et  la  force  F  opposée  à  '1' 


V  et  la  force  F 

oppi 

,sce  ; 

icole  dirigée  ve' 

rs  le 

Ijaul 

•  une  force  vert 

icale 

Fds, 

{b)  Un  point  matériel  goUicité  par  une  force  vei 
proportionnelle  à  sa  vitesse  décrit  une  chaînette. 

le)  lin  fil  dont  chaque  élément  ds  est  sollicité  p 
versement  proportionnelle  à  sa  tensionFrfî^  ~T~'  *'^  dispose  suivant  une  para- 
bole. (On  peut  aussi  dire  que  cette  forccFrfs  varie  proportionnellement  a  la  prn- 
jection  horizontale  djc  de  félémenl  ds,   car  T  -y  =  C.\ 

{dj  Si  l'on  transforme  de  cette  façon  les  équations  qui  pour  un  point  matériel 
Cïpriment  le  principe  des  aires  (  n°  203)  et  le  principe  des  forces  vives  (  n'  W:). 
on  trouve,  pour  les  Mis,  les  théorèmes  exprimés  par  les  dcus  équations 

dT  +  Xd^  -\-\ dy  '-r  7-dz  -  u, 

doni    h    pvciniùiT   ,i    lieu   quand  la   force  a,  tout  le  long  du  fil,  son  moment,  nul 
par  rapport  à  O;  (n"  143). 

(e)  Des  théorèmes  analogues  s'appliquent  ù  l'équilibre  d'un  fil  sur  une  surface 
compare   au  mouvement  d'un  point  sur  une  surface.  (  Voyez  Momus,  Statique, 


(BOHNKT,  Note  au  Tome  II  de  la  Mécanique  analytique  de  Lagrange 
rèmesc  démontre  à  l'aide  des  équations  intrinsèques 
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CHAPITRE  X. 

FORCES  CENTRALES.  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE 
DES  PLANÈTES. 


I.  -  FORCES  CENTRALES. 

222.  Équations  du  mouvement.  —  Une  force  esL  diie  cenirak; 
quand  sa  direction  passe  constamment  par  \in  point  fisc  :  ce  point 
est  le  centre  des  forces.  Prenons  pour  origine  le  centre  des  forces 
et  convenons  de  désigner  par  F  la  valeur  absolue  de  la  force  pré- 
cédée du  signe  +  ou  du  signe  —,  selon  qu'elle  est  répulsive  on 
attractive.  Nous  avons  vu  précédemment  {n°  203)  que  la  trajec- 
toire est  une  courbe  plane  dont  le  plan  passe  par  le  centre  des 
Ibrces.  Ce  plan  est  déterminé  par  la  position  et  la  vitesse  initiales 
du  mobile.  Si  la  vitesse  initiale  était  dirigée  suivant  le  rajon  vec- 
teur, ce  plan  serait  indéterminé,  mais  alors  le  mouvement  serait 
rectiligne  et  aurait  lieu  sur  le  rayon  vecteur. 

Prenons  le  plan  de  la  trajectoire  pour  plan  des  xy.  Les  pro- 
jections de  la  force  seront  avec  la  convention  faite  sur  le  signe  de 
F,  — ^  et  -^'  Nous  pourrions  employer  les  équations  générales  du 
mouvement  plan;  il  est  plus  simple  de  partir  des  équations  four- 
nies par  le  principe  des  aires  et  le   théorème  des  forces  vives. 

L'intégrale  des  aires 

dy         dx       -, 
dt      ■'  dt 

s'écrit  en  emplovaut  les  coordonnées  polaires 

Nous  avons  vu  que  G  est  lo  moment  de  la  vitesse  iiiilîale  par 
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■Lipport  à  0;.  SoIc'iU  ^o  lu  vitesse  initiale  et  p^  sa  distance  à  l'ori- 
•inc,  la  conslonte  C  a  pour  valeur  absolue  pn^o!  il  l^^'iL  prendre 
es  signes  +   on  ^,  suivant  que  le  mouvement  se  fait  d'abord 


dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif  des  rotations  antoo 
de  Oa;  soient  /•„,  S^  les  coordonnées  de  M,,,  et  -fi^  l'angle  de  1 
vitesse  initiale  M^t'o  avec  le  prolongement  de  OMn,  on  a 


en    vaIcLir    absolue.    Si   l'on    convient   de    compter   positivement 
l'angle  tjo  à  partir  du  prolongement  Mo  0'  du  rayon  vecteur  dans  le 


silif  des  rotations,  cette  égalité  est  aussi  i 


puisque,  /■(,  et  Va  étant  supposés  positifs,  le  signe  de  C  est  précisé- 
ment celui  de  sinvi,).  Cette  constante  C  ne  peut  être  nulle  qu'avec 
/■,),  fo  oii  sin^/io;  le  mouvement  se  fait  alors  sur  le  rayon  vecteur. 
Appliquons  maintenant  le  tbéorème  des  forces  vives,  nous  ob- 
tenons 


(■'.) 


=  F  dr. 


I,es  équations  (i)  cl  (a)  définissent   entièrement  le 
elles  serviront  à  trouver  /-  et  Q  en  fonction  du  temps. 
La  vitesse  a  pour  expression 


l'aide  de  l'équatiou  (i)  nous  pouvons  éliminer  dans   cette  ex- 
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sioii  dfi  ou  dt,  cela  noua  do 
"  -  [dt)  -^  r^' 


].e  cas  le  plus  simple  eal  celui  où  la  force  dépend  iinlqucnicid 
(le  la  distance  /■  :  on  est  alors  ramené  à  des  quadratures,  car,  Vdr 
(■tant  une  différentielle  totale  exacte,  l'cquation  (a)  donnera  c-  en 
fonction  de  /■;  en  portant  cette  valeur  de  c'-'  dans  les  équatlouH  ('■'•') 
et  (4),  on  trouvera  î  et  9  par  des  quadratures. 

Revenons  au  cas  gênerai.  Kous  pouvons  obtenir  cncor<'  deux 
é(|uations  importantes,  en  remplaçant  i'^  par  la  valeur  (3)  ou  {/\) 
dans  l'équation  des  forces  vives.  En  nous  servant  d'aljord  de  {'■'•']  cl 

écrivant  l'équation  des  forces  vives ,  -  =rF--,  nous  aviuis 

^  3     (II,  dt 

('cst-à-dirc  en  effectuant  la  différenliation  etdivisanl  par     - 


nous  conserverons 


(.'A 


"dv 


Cette  équation  définit  le  mouvement  relatif  du  moiiile  sui' 
rajon  vecteur;  elle  montre  que  ce  mouvement  est  le  même.  <iiii'. 
lit  rayon  vecteur  était  Jixe,  et  si  la  force  qui  agit  sur  le  poli 
était  augmentée  de  m  -j-  Cette  même  relation  donnera  /-  < 
fonction  de  t  lorsque  F  sera  une  fonction  de  la  distance  seule,  i 
plus  généralement  de  /■  et  t. 

Servons-nous  maintenant  de  l'espression  (4)  de  c-  pour 
porter  dans  l'équation  des  forces  vives;  nous  obtiendrons,  en  écr 
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MS)^(-d^^ 


1  eH'ocUiant  la  difTiirenliollon  cl  reniplaçanL  -^  par  sa  valeur 
-  -;  -4'  nous  pouvons  diviser  par  -^  et  il  reste  alors  la  formule 
livaiile,  LJueàBinet. 


mUc  équation  peut  servir  à  trouver  /■  en  fonction  de'),  c'csl-à-dirc 
'équaliou  de  la  trajectoire,  si  F  ne  dépend  que  de  r,  ou  plus  gé- 
léralement  de  r  et  0.  Les  signes  des  deux  membres  de  l'équa- 
ion  (6)  montrent  que  la  force  est  toujours  dirigée  vers  la  concavité 

le  la  trajectoire:  ou  saiL  en  eOct,  que  \  -  ^-  -^j  J  est  négatif  ou 
lOsitiC  selon  que  cette  trajectoire  tourne  ou  non  sa  convexité  vers 
;  pôle;  si  la  force  est  nulle  dans  une  certaine  position  du  mobile. 


il.) 


1  point  d'inflexioi 


r  la  trajectoir 


223.   La  force  est  fonction  de  la  seule  distance.    —   Étudie 


])Dur  avoir  la  relation  entre  /■  et  (,  nous  remplaceron.' 
valeur  (3)  et  nous  aurons  une  équation  de  la  forme 


f dr\^       ,  ,  ,  dr 
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rij8  THOISIÈMK    PAIITIR.    —    DÏNAMIOL"!!    DU    l'OINT. 

t  sera  donc  donné  par  une  simple  qiiadralure.  L'^qualion  de  la  tra- 
jeclolre  s'oLlletiL  alors  aiséinenL;  en  effet  l'<;qiiation(i)nous  donne 

r  C  dr 

dH  =  -,dt=  —  ,    ,ff^ , 
'■-  ±r'-\l^h{r) 

et  9  est  fourni  par  une  quadrature, 

H  faut  mainteuaul  déterminer  le  signe  que   Ton  doit  prendre 

devant  le  radical;  il  sera  déterminé  par  les  conditions  initiales. 

On  sait  que  la  projection  de  Ja  vitesse  sur  le  rayon  vecteur  esi 

-;-;  la  connaissance  de  la  vitesse  initiale  entraînera  celle  du  signe 

ât  (  ~)  ;  au  début,  on  mettra  devant  le  radical  le  signe  de  cette 

\dtja' 
quantité,  el  on  le  gardera  jusqu'au  moment  où  •^{r)  s'anmilera, 
puis  on  déterminera  le  signe  qu'il  faut  prendre  ensuite.  Il  n'y  a 
de  difficulté  que  lorsque  i(/'o)  est  nul,  c'est-à-dire  quand  la  vitesse 
initiale  est  perpendiculaire  au  ra_jon  vecteur.  Considérons  alors 
l'équation  du  mouvement  sur  le  rayon  vecteur;  lu  vitesse  initiale 
(  — ,- )    de  ce  mouvement  est  nulle,  et  ce  mouvement  se  fait  comme 

si,  le  rajon  vecteur  étant  lise,  la  force  était  FH -^  ;  si  donc 

cette  force  apparente  est  positive  au  commencement,  r  va  d'abo.rd 
en  croissant,  et  l'on  prendra  le  signe  +  ;  si  elle  est  négative,  r  va 
d'abord  en  diminuant,  et  l'on  prendra  le  signe  — .  Supposons  enfin 

que  FoH —  =  o  ;  dans  ce  cas,  pour  un  observateur  entraîné  avec 

le  rayon  vecteur,  le  point  restera  immobile,  puisque  le  point  se 
meut  sur  le  rayon  vecteur,  comme  si  ce  rayon  était  fixe  et  si  le 
point  était  abandonné  sans  vitesse  initiale  dans  une  position  où 
la  force  apparente  est  nulle.  La  trajectoire  sera  une  circonférence 
de  rayon  /'o;  et,  en  vertu  du  tliéorème  des  aires,  le  mouvement 
sera  uniforme. 

Voyons  dans  quelles  conditions  initiales  précises  il  fau! 
placer  le  mobile  pour  réaliser  ce  mouvement  circulaire.  Il  faut 
que  la  vitesse  initiale  .soit  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  initial 
T,o^=±  ->  d'où  C^^di  /■oi'u  el  que  FoH ^^  =  o,  d'où  en  rem- 
plaçant G  par  sa  valeur 
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valeur  qui  n'est  réelle  que  si  Fo  est  négatif,  c'est-à-dire  sj  ta  force 
est  attractive. 

Exemple.  —  Les  deus  ajiplications  les  plus  iiiiportantos  de  la  tlitorii' 
précédente  sont  relatives  aux  cas  d'une  force  proponionaelle  à  la  distanee 
et  d'une  force  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance.  Le  se- 
cond cas  sera  traité  en  détail  dans  la  tliéorie  de  mouvement  des  planètes  ; 
occupons-nous  du  premier  et  considérons  d'abord  un  mobile  attiré  par  un 
point  0  ififf-  i47)  proportionnellement  à  la  distance 


Los  mikhodcs  gciicralcs  iiidiquccs  ci-do=sus  donneront  l'ciqualioii  de  bi 
I  lajectoire  et  le  temps.  Mais  il  est  plus  simple  de  partir  des  équations  du 
mouvement  qui  sont,  même  par  rapport  à  des  ascs  obliques, 

l'quationp  linéaires  à  coefficients   constants  doiU   li'^^   intégrales   géuéraios 

X  =x„iio?/.t-^  ^^sin/,(,  j=  j„cos/.i4-  .^sin/.7, 

^'o  ft^5  désignant  les  projections  de  la  vitesse  du  mobile  à  l'instant  ï  =  o 
sur  les  a\es  (n'SlS).  Si,  en  particulier,  on  prend  pour  axe  Ox  le  rayon 
lecteur  initial  et  pour  axe  Oy  une  parallèle  à  la  vitesse  initiale,   on  ti 


ellipse    rapportée    à   deux    diainèi 
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ongiieurs  a'=  i-,,,  (/'  =  ~t'  La  durée  d'une  rùvoluLion  piif  l'ellipse  esL  -j^- 

Comme  un  instant  quelconque  iicut  être  elioisi  comme  instant  initial,  ou 
\  ïit  qiiL  la  \ile'iee  du  mobile  dans  une  position  quelconque  est  égale  à  /cO', 
h  deii„nant  la  longueur  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  vitesse,  c'csl- 
I    Ijrc   eon]u„u     du  n^on  vecteur. 

Si   le   mobile   est   lepoussé   par   0   proporlionaellemcnt   à   la   dislance 

I  —  mA^r   on  trouve  des  équations  qui  se  déduisent  di":  précédentes  par 

II  clnn^Linnu  d(,  /  m  //— -i;  on  a  doue,  en  clmisissant  les  «\gs  comme 
ci-dessus. 


r=  - 


a\aiu  pour  centre  le  priiiit  O  :  la  vitesse  en  un   point  cl  encore  égale  au 
produit  de  /.  par  la  longucuc  du  deini-diiuiictrc  parallèle  à  la  vitesse. 

224.  La  force  est  de  la  forme  i—^a(li),  —  Jacoiji  a  montré  (jin; 
l'on  peut  ramenef  à  des  quadratures  le  cas  où  la  force  centrale  a 
uDC  cspression  de  la  forme  F  := /-"^  i>(9),  c'est-à-dire,  en  coordon- 
nées cartésiennes  x  ely,  une  expression  qui  est  homogène  et  do 
degré  —  ■',  en  x  cly.  Dans  ce  cas,  la  formule 


■":?(^ 


donne,  pour  driinic  la  irajectoîre,  l'équation 


équation  linéaire  à  coefficients  constants  avec  second  lucmlirc 
dont  l'intégrale  générale  est  de  la  forme 

-  --  AcosÛ  +  Bsin(l^'!'(0), 

A  et  B  désignant  des  constanics  arbitraires  et  i(^)  une  intégrait 
particulière  de  l'équation  qiie  l'on  peut  toujours  trouver  par  det 
quadratures. 
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■l'Ilft  posilive  ou  négatiiC.  On  aura  à  intégrer  l'i^quatioii 


V  droites  (»,  MM)  01'  ,;i   00, 


iijimi  ()oui-  équations  a^'^  — ^-=  o,  aux  points  oi!i  elles  sont  ronconlrécs  par 
la  droite  0  =  1  —  Ajt—  iiy  qui  varie  aver,  les  comlitioiis^  ioitiaies.  La  po- 
sition initiaie  du  mobile  se  trouve  nécessairement  dans  l'angle  l'OQ  ou 
dans  son  opposé  au  sommet,  car  l'expression  de  F  serait  imaginaire  à 
l'iixtérieur  de  ces  angles.  Supposons,  pour  fixer  les  îdées,  que  la  courbe 
soit  une  ellipse.  Si  jx  est  positif,  la  trajectoire,  devant  tourner  sa  conca- 
vité vers  0,  se  compose  d'une  partie  de  l'arc  QMP  :  quand  ie  mobile  ar- 
l'ive  en  l'un  des  points  P  ou  Q,  la  fofcc  devient  infliiic  et  le  proLlàme 
n'a  plus  de  sens.  Si  ;j^  csl  négatif,  le  mobile  décrit  une  portion  de  l'arc 
Q\P. 

On  détermine  le  temps  à  l'aide  de  l'équation  des  aires 
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conduit  Ix  une  quadrature  qui  est  elliptique,  sauf  pour  des  déterminatio 
coQvenables  de  A  et  B, 

Remarque.  —  On  ramène,    de   même,  fi   des  quadratures  le  problm 
|)lus  général  où  l'expression  de  la  force  serait  de  la  forme 

F  =  r-=!?(0)-i-/.;-^ 


â2o.  Problème  inverse.  Détermination  de  la  force  centrale 
quand  la  trajectoire  est  donnée.  —  Pro|iosoiiË-iioiis  \c.  |irol)lcmi' 
siiivaiil  : 

Un  mobile  décrit  une  trajectoire  plane  siiïta/U  Ui  loi  i/is 
fiires  autour  d'un  point  fixe,  trous'er  la  force  <jui  jn-odini  cr 
mouvement. 

Tout  (l'abord  la  force  est  centrale;  en  effet,  prenons  le  poJiH 
fixe  pour  origine,  la  loi  des  aires  donne  l'éqiialiOQ 


équalion  qui  montre  que  l'accélération  et,  par  suite,  la  force  pas 
sent  constamment  par  l'origine.  Soit  alors  F  la  valeur  algébriqui 
de  la  force;  on  a,  en  vertu  de  l'équation  (6), 


jiar  hypothèse  on  connaît  l'équation  de  la  trajectoire /(/■,  Û)  qui 
ilt'hoii  -  comjnc  fonction  de  0,  -  =  ¥(^)j  on  aura  donc 

Si  l'on  ne  s'impose  à  l'avance  aucune  forme  pour  l'espression 
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il*'  I',  le  |iroblèiiie  présente  une  indélermînalion,  car,  /■  et  0  clanl 
lli';s  jiai'  nue  équation  donnée,  on  pourra  translbrmer  d'une  inli- 
iiité  de  façons  cetie  expression  de  F.  On  pent,et  c'est  ce  quel'on 
cherche  en  général,  exprimer  F  en  fonction  de  /■  seiilemenl,  ce 
qui  se  faîl  en  éliminant  ')  entre  l'équation  précédente  el  celle  *le 
la  trajectoire. 

Exemples.  —  Prenons  le  tas  û'uac  conk|uc  pLucourue  suivant  Ili  loi  di's 
iiires  rclathemeiit  à  son  foyer  et  tournant  sa  concavité  vers  ce  poinl  ;  l'ii  li" 
prenant  [lour  (lôle,  on  a  pour  l'équation  de  la  conique 


r    ■        M'       -     ,,'  -        pr> 

la  force  est  floue  une  allruelion  (|Lii  \'.i.xu:  en   raison   inverse  ihi  car 
'listancp. 

Si  l'on  traiti!  le  même  problème  poui'  une  branche  crbyperb')lu  t 
sa  convexité  vers  le  foyer  el  dont  i'équalion  est 


pr' 


l.a  plupart  ilcs  eourlies  usuelles  pci 


vaat  la  loi  des  aires  par  rapport  à  l'origine,  on   trouve  pour  loi  de   fin' 
en  fonction  de  r 

(Cas  particuliers  A:—  —  i,  coniques  ayant  le  pôle  pour  foyer,  /ch- 
roniques ayant  le  pôle  poui'  centre,  /,-  =  i  Iiin.ar.on  di:  PaHcaJ.,  /,  =■>.  I>  = 
leinnlscale,   ....') 
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II.  -  MOUVEMENT  DES  PI.AWÈTES. 

2^0-  Conséquences  des  lois  de  Kepler.  --  Dans  louL  co  qui  v:i 
xiivre,  nous  ne  parlerons  que  dn  mouvement  du  centre  de  gra- 
\\t6  des  planètes.  D'après  un  théorème  qne  nous  démonlrei'OHs 
pins  lard,  le  mouvement  de  ce  cenire  de  gravité  est  le  même  que 
>i  loute  la  masse  de  ia  planète  était  condensée  en  ce  point  et 
toutes  les  forces,  appliquées  à  la  planète,  transportées  parallèlo- 
iiient  à  elles-mêmes  en  ce  même  point. 

Les  lois  du  mouvement  des  planètes  ont  été  déduites  par  Képlor 
dns  observations  de  Tjcho  Hralié.  Ces  lois  sont  les  suivantes  : 

i"  Les  planètes  décrh-ent  autour  du  Soleil  des  couiIm's 
planes  suivant  la  loi  des  aires; 

-.i"  Ces  courbes  sont  des  ellipses  ayant  le  Soleil  pour  foye/- ; 

'i"  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  sidérales  sont  pro- 
jiortlonnels  aux  cubes  des  grands  axes  des  orbites. 

IJc  ces  lois  Newton  a  déduit  la  loi  de  la  force  qui  produit  li' 
mouvement. 

Puisque  la  trajectoire  est  plane  et  que  la  loi  des  aites  a  lieu  par 
rapport  an  centre  du  Soleil,  la  force  est  centrale  et  passe  par  ce 
point.  Puisque  la  trajectoire  est  une  ellipse  ajanl  le  Soleil  pour 
loyer,  la  force  qui  agit  sur  la  planète  est  inversement  proportion- 
nelle au  carré  de  sa  distance  au  Soleil;  nous  avons  trouvé  pour  l'ex- 
pfcsslon  (le  cette  force  (premier  exemple  du  numéro  précédent) 

/"■-  ' 
iii'i  il.  est  laçons  tan  le  des  aires  et /j  le  paramètre  delà  conique,  (^u 
peiil  r(';cvLre  en  posant   ;j.  ^=  -'- 


La  dernière  loi  de  Kepler  montre  que  |a  est  indépendant  de  la 
planète  considérée.  La  constante  des  aires  C  est,  en  effet,  égale  au 
double  dii  rapport  de  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  au  temps 
e]nj)lojé  à  la  décrire;  si  T  est  la  durée  de  la  révolution,  le  rayon 


y  Google 


voclciir  décrit  l'iiire  v.iib  dans  un  LCiiips  1";  doix; 

Coiniiic /)  csL  cf^al  l\  ■    .  on  fi,  ]ioiir  rc\iire^?ioii  de  ;j 


|ikuièL(.ts;  |"iai'  juiic,  I<1  force  ■^cvs  poiii'  une  pliim'ae  qiiclco[ir|i 


V.n  n'siimé,  chaque  planète  est  sollicllce  vrrs  le  ceitUc  dn  Snlii 
|iar  une  force  proportiomielle  à  sa  masse  et  iuvcrsciinoL  pro|H>i 
lioiniclle  au  cnrfé  de  sa  distance  au  Soleil. 

^^7.  Problème  direct.  ■ —  Après  avoir  irouvi'  ee  ri'sultal,  _Nei\ 
Ion  s'est  proposé  la  question  sui\aL)te  : 

Trouver  le  mouvement  d'un  point  nuitériel  attiré  jnir  a. 
l'entre  Jixe  en  raison  inveise  du  rarri'  du  la  distance. 

I.a  force  centrale  étaiil 


l'éqiialioii  des  forces  vi^es  donne 

Oi)  a  d'ailleurs,  d'après  la  théorie  des  foires  cenUa'cs  (foniiule 
|..35(i), 
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l'.'csl  l'cqiiation  dilTéi-cnticlh;  (te  lu  li-iijccloiio  ;  on  pciiL  !'<; 


l'osons 

iroù,eninlégi-anl, 

L'écjiiation  de  !fi  LrajPct.oir<;  pri?nd  donc  lii  forme 

i-T:.*\/§^ê  "'"•-'''■ 

où  l'on  pcuL  loiijours  supposer  le  radical  pris  positlvcninnl,  air,  en 
ajoulantTîà  la  constante  arbÎLraire  a,  on  ramènera  le  radical  à  êln; 
positif  dans  le  cas  où  il  serait  négatif.  On  reconnaît  là  réquaUoii 
d'une  conique  ayant  le  pôle  pour  fover;  on  sait,  an  effet,  que 
l'équation  générale  des  coniques,  ayant  le  pôle  pour  fnycr,  est 


ii'i  /)  est  le  paramètre  et  i^  l'excentricité.   En    idcnlllianl  ces  dci 
(piations,  on  a  d'aliord 


résultat  déjà  obtenu,  puis 

el,  en  tenant  compte  tic  la  valeur  de  p, 

Oitc  expression  nous  donne  le  ^eore  de  la  conique  qui,  coiniu 
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nous  allons  le  voir,  dépend  uniquement  du  signe  de  la  conslanlc 
(les  forces  vives  h. 

Si  /(  est  négatif,  ta  trajecloire  est  une  ellipse,  car  e<^  i  ;  c'est 
une  parabole  ou  iine  branche  d'hjperbole  si  h  est  nul  ou  positif. 
I^a  valeur  de  la  constante  tics  forces  vives,  A,  Oàt 


elle  ne  dépend  que  de  la  valeur  numérique  de  la  vitesse  et  non 
de  sa  direction;  si  donc  des  conditions  initiales  déterminées  ont 
donné  pour  trajectoire  une  ellipse,  on  aura  encore  une  ellipse  eu 
lançant  le  mobile  du  même  point  avec  la  même  vitesse  initiale 
dans  toute  autre  direction. 

Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  contient  implicitement  le 
cas  de  la  répulsion;  pour  traiter  ce  cas,  il  suffit  de  supposer  [a 
négatif  dans  toutes  nos  formules.  Dans  ces  conditions,  la  con- 
stante h  est  nécessairement  ^  o  et  l'on  a  toujours  une  branche 
(l'h;yperbole;  cette  branche  d'hyperbole  tourne  sa  convexité  vers 
l'origine,  car  la  force  est  située  dans  la  concavité  de  la  trajectoire. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  de  l'ellipse,  en  supposant  A  <;  o  et 
exprimons  les  éléments  de  la  trajectoire  au  moyen  des  valeurs  ini- 
tiales des  variables.  Nous  avons  trouve 


-V 


hC:' 


i;t.  on  introduisant  les  axes  de  l'elljpse 

Celte  dernière  relation  donnera  le  grand  axe  de  l'ellipse  qui  ne 
dépend  que  de  la  constante  des  forces  vives;  le  pcliî  ajte  sera 
donné  ensuite  par 

b'-      C' 

A.yant  ainsi  calculé  le  demi  grand  axe  O,  on  construit  facile- 
ment l'ellipse,  connaissant  la  position  initiale  Mo  et  la  vitesse  ini- 
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tiale  V„.  On  prend  le  symétrique  P  dn  fojer  par  rapporl  à  iii 
langente  Vo.  on  joint  PJMo  et  l'on  poi'Lc  sur  celte  droite  PjV1„  him- 
longueur  PM|,0'=;:  art  ;  le  poioL  O'  est  le  deusi£-nie  foyer  de  l'el- 
iipse. 

228.  Comètes.  —  Kepler  n'avait  pas  étudié  le  moiivement  des 
cotiièlcs  (|ii'll  considérait  comme  des  météores  passagers.  Newton, 
ayant  remarqué  qu'un  point  matériel,  attiré  par  le  Soleil  en  raison 
Inverse  du  carré  de  la  distance,  pouvait  décrire  non  seulement 
une  ellipse,  mais  une  paraLole  ou  une  branche  d'hyperbole  ayani 
le  Soleil  pour  foyer,  fut  amené  à  penser  que  les  comètes  décrjvenl , 
comme  les  planètes,  des  ellipses  dont  le  Soleil  occupe  un  foyer. 
Seulement,  tandis  que  les  planètes  décrivent  des  ellipses  de  pctih^ 
escentricité  situées  à  peu  prés  dans  un  même  plan,  ilsupposa  que 
les  comètes  décrivaient  des  ellipses  très  allongées  et  situées  dans 
des  plana  quelconques.  Elles  nous  apparaissent  rarement  parce 
que  nous  ne  les  voyons  que  dans  la  partie  de  leur  orbite  la  plus 
voisine  du  Soleil.  Comme  le  grand  axe  de  l'orbite  d'une  comt^te 
est  très  grand,  cette  partie  de  l'orbite  voisine  du  Soleil  est  à  peu 
près  la  même  que  si  le  grand  axe  était  infini,  c'est-à-dire  si  l'el- 
lipse était  remplacée  par  une  parabole  de  même  foyer  et  de  même 
sommet.  Newton  fut  ainsi  conduit  à  penser  que,  dans  le  voisinaf^i; 
du  Soleil,  une  comète  devait  décrire,  suivant  la  loi  des  aires,  un 
arc  de  parabole  ayant  le  Soleil  pour  foyer  :  il  eut  l'occasion  de 
vérifier  ses  prévisions  sur  une  comète  qui  parut  en  1680.  Halley, 
contemporain  de  Newton,  fit  la  môme  vérification  sur  vingt-quatre 
comètes  :  toutes  les  observations  postérieures  ont  confirmé  les 
vues  de  Newton.  Imaginons  une  comète  de  masse  m  déerivatit, 
suivant  la  loi  des  aires,  vrn  arc  de  parabole  ayant  pour  foyer  le 
centre  du  Soleil  :  cette  comète  sera  sollicitée  par  une  force  l' 
dirigée  vers  le  Soleil,  ayant  pour  expression,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  ]>récédemment, 

p  élanl  le  paramètre  de  l'arc  de  parabole.  Pour  une  dou\ii''iiH: 
cojiiète  lie  masse  ;/;',  on  trouvera  de  même  contmc  loi  de  la  fui'cc 
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rvalion  moiilre  que  les  rapports  —  et  — r  sont  égaux  enlrt: 
ont  pour  valeur  commune  la  quantité  „^  rclalive  à  une 
e  quelconque.  L'expression  de  la  force  centrale  qui  sollicite 
'inèlc  est  donc,  comme  pour  les  planètes, 


It^  coefficient  ;j.  ayant  lîi  mémo  valeur  pour  Louics  les  comètes 
r-t  toutes  tes  planètes. 

2!29.  Satellites.  —  Les  observations  démontrent  que  les  satel- 
lites, dans  leurs  mouvements  autour  des  planètes,  suivent,  à  très 
peu  près,  les  lois  de  Kepler;  on  en  conclut  que  chaque  planète 
attire  ses  satellites  proportionnellement  à  leurs  masses,  et  en  raison 
inverse  du  carré  de  leurs  dislances  au  centre  de  la  planète.  L'at- 
I.raction  des  planètes  s'exerce  aussi  sur  les  corps  placés  à  leur  sur- 
lace; elle  contribue  y  produire,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le 
Chapitre  JI,  la  pesanteur.  Ainsi,  c'est  principalement  l'attraction 
de  la  Terre  sur  les  corps  placés  à  sa  surface  qui  les  fait  tomber 
verticalement  quand  on  les  abandonne  sans  vitesse,  ou  leur  fait 
décrire,  quand  on  les  lance  obliquement,  un  arc  de  parabole  qui 
n'est  autre  chose  qu'une  partie  d'ellipse  très  allongée  ajant  un 
foyer  au  centre  de  la  Terre,  comme  il  résulte  de  ce  que  l'attraction 
lie  la  Terre  sur  un  point  extérieur  est  sensiblement  la  même  que 
^i  toute  la  masse  de  la  Terre  était  concentrée  en  son  centre, 

La  force  qui  retient  la  Lune  dans  son  orbite  est  donc  de  même 
nature  que  la  pesanteur:  c'est  ee  que  Newton  a  vérifié  tle  la  ma- 
nière suivante.  Soient  «[  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  lunaire,  T, 
la  durée  de  la  révolution  sidérale  et  m,  la  masse  de  la  Lune. 
L'attraction  de  la  Terre  sur  la  Lune  a  pour  expression 

l'excentricité  de  l'orbite  lunaire  étant  très  petile,  regardons  cetic 
orbite  comme  un  cercle  dont  le  cenire  coïncide  avec  celui  de  la 
Terre,  alors  r  =  a,   et 

T.  2/, 
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D'autre  part,  un  point  pesant  <\e  masse  m,,  placé  à  la  surface  ilc 
la  Terre,  c'est-à-dire  à  une  distance  du  centre  égale  au  rayon  f 
de  la  Terre,  est  sollicité  par  une  force  attractive  qui  diffère  peu 
du  poids,  comme  nous  !e  verrons  plus  loin,  et  que  nous  confon- 


de,- 


■ces  devant  fi tre  en  raison  inverse  des  carrés  des  d!  si  a 
1  doit  avoir,  puisque  a,  =  6op, 

4  =  ?|  =  Go\ 


T^  ■27J7"43">  -  39343.60. 

Substituant  et  effectuant  les  calculs,  on  trouve  g  =^  y'",'^,  valeur 
fort  pen  différente  de  l'accélération  moyenne  due  à  la  pesanleiir  à 
la  surface  de  la  Terre  ^=:  9", 8,  La  petite  différence  tientaiix 
approximations  que  no\is  avons  faites  et  disparaîtrait  complèlc- 
ment  si  l'on  faisaitle  calcul  plus  rigoureusement. 

230.  Attraction  nnîverselle.  —  Ainsi  le  Soleil  attire  les  planètes 
et  les  comètes,  les  planètes  attirent  leurs  satellites  et  cette  attrac- 
lion  est  de  la  nature  de  la  pesanteur  qui  agit,  comme  on  sait,  sur 
toutes  les  particules  de  matière.  La  Terre,  par  exemple,  attire  les 
points  à  sa  surface  comme  elle  attire  la  Lune  et  l'intensité  de  cette 
attraction  sur  un  point  de  masse  m'  est  ~j^;  cette  attraction  doit 
s'exercer  à  une  distance  quelconque;  elle  s'étend  donc  jusqu'au 
Soleil  et  en  appelant  m'  la  masse  du  Soleil,  l'attraction  de  la 
Terre  sur  Je  Soleil  sera  donnée  par  la  formule  ci-dessus.  D'atiln; 
part,  le  Soleil  attire  la  Terre  supposée  de  masse  m  avec  une 
intensité  ~;  ces  deux  attractions  sont  égales  en  vertu  du  prin- 
cipe de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction;  on  a  donc 
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<?l,  l'aLtraclion  mutuelle  du  Soleil  et  de  la  Terre  est  donné* 
forniLde 


Newton  généralisant  ce  résultat  énonce  ainsi  la  loi  de  Vattraction 
ou  gravitation  universelle.  Deux  points  matériels  quelconques, 
de  masses  m  et  m',  placés  à  une  distance  r  l'un  de  l'autre, 
s'attirent  avec  une  intensité  ^—^—-  Le  coefficient  constant /est 
l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de  masse  à  l'unité  d« 
distance. 

En  prenant  comme  unités  fondamentales  le  mètre,  le  gramme 
force  et  la  seconde  de  temps  moyen,  on  a,  d'après  les  expériences  d<; 
Cavendish  [Philosophical  Transactions,  1798)  etles  expériences 
récentes  de  MM.  Cornu  et  Baille  {Comptes  rendus,  t.  LSSVl  et 
LXXXVI). 

Ce  chiffre  n'est  pas  définitif:  MM.  Cornu  et  Baille  termincnl 
aclucllement  l'étude  de  quelques  erreurs  systématiques  qui  per- 
mettra d'arriver  à  un  résultat  d'une  approximation  bien  définie. 

231.  Etoiles  doubles. —  La  loi  d'attraction  diScouvertc  par  Newton  s'éteml 
811  delà  (les  limites  du  système  solaire  :  il  est,  ca  effet,  très  probable  que 
cette  loi  préside  aus  mouvements  des  étoiles  doubles.  Voici  ce  que  l'ob- 
servation apprend  snr  ces  moavements.  Remarquons  tout  d'aboid  qiit: 
l'observation  nous  fait  connaître  non  l'orbite  réelle  de  l'étoile  satellite  au- 
tour de  l'étoile  principale,  mais  la  projection  de  cette  orbite  sur  le  plan  tan- 
[,'ent  à  la  spbére  eéiesîe,  c'est-à-dire  sur  le  plan  mené  par  l'étoile  principale 
K  perpendiculaire  au  rayon  TE  joignant  la  terre  T  à  celte  étoile  :  cette  pro- 
jection est  l'orbite  apparente  de  l'étoile  satellite.  L'observation  montre  que: 

1°  L'oi-bite  apparente  est  parcourue  suivant  la  loi  des  aii'cs  autour  dr 
l'étoile  principale  E  ; 

■î"  Cette  orbite  est  une  ellipse  dans  laquelle  l'étoile  principale  E  occupe 
une  position  quelconque  distincte  du  foyer. 

Le  fait  que  la  loi  de.s  aires  a  lieu  pour  la  projection  du  mouvement  sur 
le  plan  mené  par  l'étoile  E  pei-pendiculairemeiit  au  rayon  TE  joiguant  la 
Terre  à  l'étoile  nous  apprend  (203)  qne  la  force  qui  agit  sur  l'étoile  satel- 
lite rencontre  constamment  la  droite  TE  ;  comme  cette  circonstance  se  pré- 
sente pour  toutes  les  étoiles  doubles  et  que  la  Terre  occupe  dans  l'espace 
une  position  qui  n'a  aucune  relation  avec  les  étoiles  doubles,  il  est  naturel 
d'admettre  que  la  force  qui  agit  sur  l'étoile  satellite  rencontre  constam- 
ment l'étoile  principale  E.  La  foi'cc  étant  centrale,  l'orbite  est  plane  et, 
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comme  sa  projection  est  mie  ellipse,  elle  est  elle-même  une  ellipse.  On 
peut  alors  chercher  à  se  rendre  compte  de  la  uatui'c  de  la  force  qui  pro- 
lUîl  ce  mouvement.  Puisque  chaque  étoile  satellite  est  sollicitée  vers 
l'étoile  principale  par  une  force  qui  lui  fait  décrire  une  ellipse,  on  est  con- 
duit à  penser  que  ia  loi  de  cette  force  est  telle  qu'elle  ferait  décrire  une 
conique  à  un  point  matériel,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales  où 
il  est  placé.  Pour  trouver  cette  loi  de  force,  il  faut  résoudre  le  prohlènie 


532.  Problème  de  M.  Beïtrand.  —  Trouver  les  lois  de  forcer  ceii- 
Irales  dépendant  de  la  seule  posàion  du  mobile  et  faisant  décrire  an 
mobile  une  conique,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales. 

Ce  prohlème  a  été  posé  par  M.  Bertrand  dans  le  Tome  LXXXIV  des 
Comptes  rendus  et  résolu  simultanément  par  MM.  Darbou\  et  Halplieii. 
SI.  Darboux  a  développé  sa  solution  dans  une  Note  placée  à  la  fin  de  h\ 
Mécanique  de  Despejrous.  Nous  OLposerons  celle  d'Halphen  avec  quelques 
ruodiiicalions  destinées  à  sîxupUfîer  les  calculs.  Cette  méthode  d'Halphen 
repose  sur  la  formation  de  l'équalion  différentielle  des  coniques. 

L'équation  générale  des  coniques  résolue  par  rapport  ù  y  est 


j  =  ï3;-l- ^ -1- /aari^-l- ai3!  +  c, 

c  cinq  coefficients  arbitraires  s,  ^,  a,  b,  c.  En  différentinr 

a  d( 

ippelant  y',  y",   ...  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  a 

"'  ""  ^' 

■ou;. 

y'=.(ac-b^){ax^+%ba;-^cf'i; 

(uantitéj"""  est  donc  un  irinôme  du  second  degré 

en  a^e 

l,  p: 

dérivée  troisième  c?t   nulle.   On  a  ainsi  l'équation 

différ, 

'.n/ic 

ii/iics  telle  qu'oUc  ;>.  été  donnée  par  Ilalplieii 

i^quation  qui  est  bien  du  cinquième  ordre. 

Cela  posé,  considérons  un  mobile  de  masse  i,  solhcité  par  une  £ 
eeiurate  Fi  dépendant  seulement  des  coordonnées  (,^\,  yt)  de  son  p 
d'application  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  Oi3?i,  Oi/i  a, 
pour  origine  le  centre  Oi  par  lequel  passe  la  force.  Les  équations  du  n 
vement  sont,  en  appelant  le  temps  ti. 


rf'^i  _  p   ^  rf'ji 


Fi^ 
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ITRE    X.    —    MOUVEMENT    DES    PL.l 
L  la  ti'aLisforraaCion  liomographiquc 


.'Jn 

dti   dt,  _  dy  _ 


Ces  Équations,  montrcni  que  le  point  {x,  y)  ? 
comme  un  moliilc  sollicite  par  une  force 


t  parallèle  à  l'axe  Oy.  Cette  force  Y  est  d'ailleurs  fonction 
it  j'i,  el,  par  suite,  d'après  (2),  deic  et  je.  Si  le  point  (aTf,^,^  décrit  n 


miqu 


;,  le  point  {a:,y)  en  décrit 


1  pre 


..  Ko. 


s  les  lois  de  forces  parallèles  Y  faisan 
lion  {x,  y)  une  conique,  quelles  que  soiei 
problème  se  résout  comme  il  suit. 
Les  équations  du  mouvement  éLaiit 

d^x        _  du 


ransformi 

ée  homographiquf 

s  donc  n 

imcné  à  cherclioi 

irire  à  Ici 

ir  point  d'applica- 

D  différentielle  de  la  trajecto 


le  fonction  de  x  il  y.   Dét 


de  y  par  rapport  à  s:,  l'espression  (5)  de  y  ■ 

fdrentielle  des   coniques  yy"    ^}    =0,   quellt 
initiales.  Soit,  en  désignant  par  [j:  ui-- "" 


^ y'>y">y"\  ■•■   ^'-^  dérivées 
levra  vérifier  l'équation  dif- 

i   que   soient  les  conditions 


(6) 


Y    î.^-Jç(i,j.),  ï  =  ^[,(i,jK)] 
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on  devrs 

L  avoir  [^(», /)]'"=  o.  Déreloppant  les  calculs,  on  ii 

[ 

'('.->r=£-|^'. 

Gomme 

,  d'après  (5), 

03!"         ■'^  d3/^dy  ~^    -^     rfa-d/î       ■'^     ii/3 

Celle  condition,  derant  être  remplie  quelles  que  soient  Ils  ronditions  ini- 
tiales, devra  être  vérifiée  identiquement  quels  que  soient  ir,  y,  y  et  a. 
puisque,  au  commencement  du  mouvement,  cesquatie  quantités  sont  arbi- 
traires. On  a  donc 

d'o  d^o  O^a  ((Sfi 


Os: 

Oy'^         '           Oy^ 
■  ày'        \ày/ 

0. 

Les  conditions  {7)  moi 

atrent  que  -f 

-^Cy^ 

polynôme 

du  secc 
■,Ey  + 

>nd 
F. 

degi 

Ce   polynôme   devant 
guev  suivant  que  G  esl 

vérifier  les   < 
t  différent  de 

;onditions  (8),  de 
zéro  ou  non. 

so, 

"" 

=  aG;]a  sec( 

jnde  d, 

:s  identités 

(H)  do 

'"' 

expression  qui  satisfai 
vérifie  immédiatemeni 

.....iàl.p 

remiér< 

b  des  idem 

ités  {8; 

>,c, 

.„„„ 
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x''  C  —  r..  Alors,  la  seconde  des  identités  (Sj  doi 
A'mv,  pas  de/;  on  a 

lî  =  C  =  K  =  o, 

(p  =  A  a-' -H  2  037-+-  F; 

et  la  première  des  identités  (8)  est  évidemment  satisfaite. 

n  y  a  donc  dens  lois  de  forces  parallèles  répondant   à  la  qucstii 
si)n[,  d'après  (6),  les  lois  exprimées  par  les  formules 


Il  y  3  donc  également  deux  lois  de  forces  centrales  répondat 
lion.  D'après  les  formules  de  transformation  (a)  et  (4), 


L  données  par  les  formules 


Fi  = t!£l 


(A^f-2Da7,j,+  Frf}'" 

Ce  sont  là  les  deu\  lois  de  force  découvertes  par  MM.  Darboux  et  iliil 
phen. 

Si  l'on  passe  aux  coordonnées   polaires   aT,  =  riC0s8,  j',= /-i  sioO,   01 

trouve  îes  deux  lois  de  forces  suivantes,  0(1  l'on  écrit  p;'  à  la  place  de  \i.C- 


)sâ  +  Er,sinfi-HC)^' 


;-J(Aeos2a-4-2DsinOcosO-(-FsinîO)* 


Si  l'on  admet  que  l'action  exercée  par  une  étoile  sur  un  point  matériel 
ue  dépend  que  de  la  distance  7'i  du  point  à  l'étoile  et  non  de  l'orientation  0 
du  rayon  vecteur,  les  deux  forces  ne  doivent  pas  dépendre  de  fl,  ce  qui 
exige  pour  îa  première  B  =  E  =  o,  et  pour  la  deuxième  D  =  o,  A  =  F. 
C'est  d'ailleurs  dans  ces  cas  seulement  qu'il  existe  une  fonction  des  forces 
pour  l'une  ou  l'autre  dos  deux  lois.  On  trouve  alors  les  deux  lois 
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XAMior;-;   du  poit 


La  premièi-c,  dans  laquelle  la 
lit  décrire  à  son  point  d'spplic 
intre  des  forces,  ce  qui  n'a  pas 
ite  réelle  de  l'étoile  satellite  a^ 
;!'ait  de  même  de  l'orbite  appan 

forée  es' 
ation  un 
lieu  pour 
'ait  pour 

t  pi- 
les 

oportionnelle 
nique  ayant 
étoiles  doubL 
ti-c  l'étoile  p 

pour  centre  le 
rincipaic,  il   eu 

Une  reste  donc 

que  la  deuxièji 

ieloi,^h- 

r]il.-|l. 

-  I;i    r-Tf 

■c  varice, 

^1  rai- 

vt  inverse  du  cm 

"ré  de  la  distance  :  c.\-- 

i.D'aprc: 

iCCUl 

li,  l'Étoile  sateilii 

te  déerit  autou 

ir  de  V(-. 

1       1 

1   '■     '■' 

„.   clhpsc 

■   doni 

étoile  principale 
itellite,  on  se  ti 

occupe  un  foye 

r.  Pour  1 

)blci 

^     ■:    r. 

:  Géom 

■■■■Ile  de  1 

'ctoiU' 
i-ani  : 

Connaissant  la  projection  d' 
un  des  foyers  de  l'ellipse  se 

une  ellij. 
trouve  e 

<ses 

n  poi 

ijslan  et  sachai 
nt  donné  E  du 

p/.n. 

r  quelques  problèmes. — ■  Daii^  un  nrdn- 
résolu  le  problème  suivant  : 

Sachant  que  la  force  gui  produit  le  mouvement  d'une  planète  au- 
tour du.  Soleil  dépend  seulement  de  la  dislance  et  est  telle  qu'elli: 
fasse  décrire  à  son.  point  d'application  une  courbe  fermée,  quelles 
que  soient  les  conditions  initiales,  pourvu  que  la  vitesse  reste  infé- 
rieure à  une  certaine  limite,  trouver  la  loi  de  cette  force. 

M,  Bertrand  démontre  (Comptes  rendus,  i,  I.XXVll)  que  le;  'l'iilc- 
lois  de  force  répondant  à  la  question  sont 


donr  la  première  doit  être  écartée  pour  les  raisons  que  nous  venons  d'iu- 

Dans  le  Tome  LXXXIV  des  Comptes  rendus.  .M.  licrtraud  résoiii  !>■ 
problème  suivant  : 

Sachant  que  la  force  qui  agit  sur  un  mobile  dépend  seulement  de 
sa  position  et  lui  fait  décrire  une  section  conique  ayant  pour  foyer  un 
point  S  fis^e,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales,  trouver  lu  loi 
de  celle  force. 

Il  montre  que  la  force  doit  passer  constamment  par  S  et  varier  en  rai- 
son inverse  du  carré  de  la  distance.  Si  doue  on  admet  la  première  loi  de 
Kepler  comme  une  loi  générale,  et  si,  de  plus,  on  admet  que  la  force  qui 
agit  sur  une  planète  ne  dépend  que  de  sa  position,  ces  seules  liypotbOscs 
entraînent  la  loi  de  Newton. 
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Sachant  qu'une  force  qui  dépend  seulement  de  la  position  du  mo- 
liile  lui  fait  toujours  décrire  une  conique,  quelles  que  soient  les  con~ 
ditions  initiales,  trouver  la  loi  de  cette  force. 

Ce  problème  a  élé  ramené  par  MM.  Ilalpben  el  Darboux  {Comptes 
rendus,  t.  LXXXA")  ou  problème  particulier  dont  nous  avons  exposé  la 
soliilioii  plus  haut  (n'aSS).  M.Halpben  a  démontri;  analyliquemcnt  que  lors- 
qu'une force  dépendant  seulement  de  la  position  du  mobile  lui  fait,  en 
toutes  circonstances,  décrire  nna  trajectoire  plane,  cette  force  est  central^' 
1111  parallèle  à  une  direclion  lise. 

M.  Darbons  a  donné  de  cette  même  proposition  la  démonstration  sui- 
\antc  (]\oEc  insérée  dans  la  Mécanique  de  Despeyrous)  ; 

Plaçons  le  mobile  en  Mf,  et  lançons-le  avec  une  vitesse  initiale  Vo  obli- 
quement sur  la  force;  le  plan  de  la  trajectoire  sera  FM^Vo-  Nous  allons 
(Jéniontrer  que  la  forée  qui  agirait  sur  le  mobile  en  un  point  quelconque 
de  co  plan  y  est  contenue.  Puisque  la  force  doit  être  située  dans  le  plan 
osculateur,  la  propriété  énoncée  est  vraie  pour  tous  les  points  de  la  tra- 
jectoire MoC;  et  si  nous  faisons  varier  la  vitesse  initiale  en  grandeur  et 
direction  dans  le  plan  VoMoF,  elle  sera  encore  vraie  pour  tous  les  points: 
de  l'iiivc  que  décriront  ces  trajectoires.  Cette  aire  embrassera  tout  le  plan, 
■  Ml  bien  sera  limitée  par  une  courbe  Z  {fig.  1  ig).  Plaçant  alors  le  mobiK' 


en  un  point  M,  de  2,  et  le  lançant  en  dehors  de  l'aire  précédente,  mais 
ilans  le  même  plan,  nous  pourrons,  par  un  raisonnement  analogue  au  pré- 
i;édent,  étendre  la  propriété  énoncée  à  une  nouvelle  aire.  En  continuant 
ainsi,  nous  arriverons  à  atteindre  tous  les  points  du  plan.  De  là  résulti; 
que  les  forces  qui  agissent  sur  dens  points  quelconques  A,  B  sont  toujours 
dans  un  même  plan.  Supposons  d'abord  ces  dens  forces  concourantes.  La 
force  qui  agit  sur  un  troisième  point  variable  N  liors  du  plan,  devant  être' 
ilans  un  même  plan  avec  chacune  des  deux  premières,  passera  nécessaire- 
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meut  par  leur  point  d'intersection  O;  alors,  pour  un  point  P  du  ploii  AOB, 
ta  force  doit  être  dans  ce  plan  et  dans  le  plan  PON;  elle  doit  donc  encore 
passer  par  le  point  0,  et  les  forces  sont  bien  centrales.  Si  les  forces  agis- 
sant en  A,  B  étaient  paraUèles,  on  démontrerait  de  même  que  toutes  les 
forces  doivent  Être  parallèles  à  leur  direction  commune.  Donc  les  forces 
satisfaisant  aux  conditions  du  problème  posé  par  M.  Bertrand  doivent 
litre  centrales  ou  paraUèlcs  à  une  direction  fixe.  Ce  sont  celles  que  nou^ 
avons  données  pins  haut. 

Enfin  M.  Kœnigs  (Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XVII)  )i 
cherché  qnelle  doit  être  la  loi  d'nne  force  centrale  fonction  de  la  distance 
pour  que  son  point  d'application  décrive  une  courbe  algcbviquc,  quelles  qui; 
soient  les  eoudilions  initiales.  Il  retrouve  ics  lois  —  ur  et   --  — ■ 


IIÏ.  -  NOTIONS  ELEMENTAIRES  DE  MECANIQUE  CELESTE, 

"l'Si.  Problème  des  n.  corps.  —  Nous  venons  de  voir  de  quelle 
faeon  Newton  a  été  conduit  à  b  loi  de  k  gravitation  universelle. 
Il  s'agit  maintenant,  en  partant  de  cette  loi,  d'expliquer  les  mou- 
vements des  corps  célestes,  et  plus  particulièrement  des  corps 
i]ui  constituent  le  système  solaire  :  Soleil,  planètes  et  satellites, 
comètes.  Dans  cette  étude,  on  peut  négliger  complètement  les 
actions  des  étoiles  sur  les  différenls  corps  du  système  solaire,  à 
cause  de  la  distance  immense  des  étoiles  par  rapport  aux  dimen- 
;iions  du  système  solaire,  et  se  borner  aux  seules  actions  mutuelles 
des  différents  corps  de  ce  système. 

Les  deux  problèmes  principatix  de  la  Mécanique  céleste  sont  : 
i"  trouver  les  mouvements  des  centres  de  gravité  des  corps  cé- 
lestes; 2"  trouver  les  mouvements  des  corps  célestes  autour  de 
leurs  centres  de  gravité. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  donner  quelques  indications  sur  le 
premier  problème.  Considérons  un  groupe  formé  d'une  planète  P 


Ht  de  ses  satellites  S,  ï)',  ....  Le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité G  de  ce  groupe  est  le  même  que  si  toutes  les  masses  du 
groupe  y  étaient  réunies  et  toutes  les  forces  extérieures  agissant 
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sur  le  groupe  Lraiis portées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  G.  Soit  M 
tout  autre  point  du  système  solaire;  comme  sa  distance  aux  diffé- 
rents points  du  groupe  P,  S,  S',  ...  est  très  g-rande  par  rapport 
aux  dimensions  du  ^oupe,  la  résultante  F  des  attractions  de  P, 
S,  S',  ...  sur  M  est  sensiblement  la  même  que  si  le  groupe  était 
remplacé  par  un  point  matériel  de  même  masse  placé  en  G  :  c'est 
ce  que  nous  verrons  dans  la  théorie  de  l'attraction,  [nversement, 
les  attractions  exercées  par  le  point  M  sur  les  différents  points  du 
groupe  P,  S,  S',  . .  ;  sont  des  forces  égales  et  directement  oppo- 
sées aux  précédentes;  si  on  les  transporte  parallèlement  à  elles- 
mêmes  au  point  G,  elles  admettent  une  résultante  F'  égale  et 
directement  opposée  à  F.  Donc  l'action  du  groupe  P,  S,  S',  ... 
sur  un  point  M  et  le  mouvement  du  centre  de  gravité  G  du  groupe 
sont  sensiblement  les  mêmes  que  si  toute  sa  masse  était  réunie 
au  centre  de  gravité. 

On  peut  donc  d'abord  considérer  le  système  solaire  comme  formé 
(l'un  nombre  limité  de  points  matériels  s'attirant  suivant  la  loi  de 
Newton,  et  placés,  le  premier,  au  centre  de  gravité  du  Soleil^;  le 
deuxième,  au  centre  de  gravité  de  Mercure  ;  le  troisième,  à  celui  de 
Vénus;  le  quatrième,  au  centre  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune;  le  cinquième,  à  celui  de  Mars  et  de  ses  deux  satellites,  - . .  - 

En  supposant  le  nombre  de  ces  groupes  égal  à  n,  on  obtiendra, 
en  écrivant  les  équations  du  mouvement  des  n  centres  de  gravité, 
un  système  de  3/t  équations  différentielles  de  second  ordre,  trois 
pour  chaque  centre  de  gravité.  Ces  équations,  dont  l'intégration 
constitue  le  problème  des  n  corps,  admettent  sept  intégrales  pre- 
mières connues,  que  nous  indiquerons  comme  applications  des 
théorèmes  généraux  sur  le  mouvement  des  systèmes.  Il  est  impos- 
sible, avec  les  moyens  actuellement  employés  en  Analyse,  d'eflec- 
tuer  l'intégration  de  ces  équations.  On  a  pu,  néanmoins,  en  Méca- 
nique céleste,  calculer  à  l'aide  de  ces  équations,  d'une  manière 
suffisamment  approchée,  le  mouvement  des  centres  de  gravité  des 
corps  célestes,  grâce  à  cette  circonstance,  que  les  masses  de  tous 
les  corps  du  système  solaire  sont  très  petits  par  rapport  à  celle  du 
Soleil.  Ainsi,  la  masse  de  Jupiter,  la  plus  grande  de  tout  le  sys- 
tème, n'atteint  pas  la  millième  partie  de  la  masse  du  Soleil.  En  ré- 
duisant le  nombre  des  corps  à  trois,  on  obtient  le  célèbre  pro- 
blème des  trois  corps. 


y  Google 


233.  Problème  des  deux  corps.  —  Considérons  le  Soleil  ei  une 
planète  déterminée  supposés  réduits  à  leurs  centres  de  gravité, 
i.es  masses  des  autres  oorps  du  système  solaire  étant  très  petites 
|iar  rapport  à  celles  du  Soleil,  siipposons-les  nulles  dans  une  pre- 
mière approximation;  en  d'antres  termes,  supposons  que  le  sys- 
tème solaire  se  compose  du  Soleil  el  d'une  seule  planète.  Nous 
serons  ainsi  conduits  à  un  problème  simple,  le  problème  des  deux 
corps,  dont  on  peut  trouver  toxites  les  intégrales.  Ces  intégrales 
nne  fois  calculées,  on  cherche,  en  Mécanique  céleste,  comment  il 
faut  les  modifier  pour  tenir  compte  des  actions  des  autres  coqis 
du  système  solaire, 

SoientM  et  m  les  masses  du  Soleil  S  et  de  la  planète  I*;  a,  ^,  -■, 
.r,  y,  z  leurs  coordonnées.  La  force  d'attraction  des  deux  points 


ayant  pour  saleur  absolue  ^^-->  les  projections  de  la  fore 
sant  sur  S  sont 


f}U 


r^"i?:^l.     ll^ui-'-j- 


les  projections  de  celle  qui  agit  sur  P  sont  ces  mêmes  e?ipresslons 
cliangées  de  signes. 

I^es  éqiialions  du  iiiouvcmcnt  seront  alors 

l        dt*  ;■'  r      ' 

1        dt^  /•'  ;■ 
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On  pciiL  alscmciiL  intégrer  ce  sjsLèine,  qui  cionnery  y..  '^,y,,r,y,  ; 
on  t'onclioii  (le  t,  en  y  joignant  la  relation 

Ajoutons  membre  à  membre  les  équations  de  même  rang  dus 
systèmes  (S)  et  (P),  nous  obtiendrons  trois  équations  toiles  qu(^ 

qui    ili'vieiineiil,  si  l'on  désigne   par  ?,  r,,  ^  les   coordonnées  du 
ci;iitrc  de  gravité  du  systcino, 

Ces  trois  équations  montrent  que  le  centre  de  gravité  du  sj^s- 
tùme  est  animé  d'un  monYemenl  recliligne  et  uniforme,  ce  qui 
n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  général  sur  le  mouvement 
du  centre  de  gravilé. 

Cherelions  maintenant  le  mouvement  reiatii'  du  poiuL  i'  jmr 
liipport  à  S;  pour  cela,  transportons  les  axes  en  S,<,i,.-:,r  t't  solcnl 
-^1,  Vi,  ^1  les  coordonnées  nouvelles  de  P 

Xi  =  x-a,        ri  =  J  — ?,         ;!=:--(. 

Si  Ton  retranche  les  équations  (S)  des  équations  (P)  membre  ^i 
membre,  après  les  avoir  divisées  respectivenienl  par  M  et  m,  il  vient 

dl^  r^  r  ' 

d-'y,  _      fm  +  m)  j, 
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Ce  sont  là  les  équations  du  mouvement  relatif;  leur  forme 
montre  que  le  point  x,,  yt,  s,  se  meut  par  rapport  a»  point  S, 
comme  si  ce  dernier  point  étant  fixe  avait  pour  masse  M  +  m 
au  lieu  de  M  et  continuait  à  attirer  P  suivant  la  loi  de  Newton. 
En  effet,  les  équations  ci-dessus  sont  les  équations  du  mouvement 
d'un  point  de  masse  m  attiré  vers  une  origine  fixe  par  une  force 
f(M  +  m)m^   expression  de  la  forme  J^  où  ;^ -./{M  +  m)  . 

]Je  là  résulte  que  la  première  loi  de  Kepler  s'applique  à  ce 
mouvement  :  la  trajectoire  relative  est  une  conique  ayant  S  pour 
foyer,  parcourue  suivant  la  loi  des  aires.  Comme  il  s'agit  d'une 
planète,  cette  conique  est  une  ellipse,  et,  si  l'on  calcule  les  élé- 
ments de  celte  ellipse,  on  trouvera,  comme  nous  l'avons  vu,  qu'en 
désignant  par  a  le  demi  grand  axe  et  par  T  la  durée  de  la  révolu- 
tion, ces  deux  éléments  sont  liés  par  la  relation 

et  ou  us  remarquerons  que  le  rapport  7=^  n'est  pas  indépendant  de  m. 

Le  coefficient/ étant  connu  (n"  230),  cette  i-clation  donne  inic 
valeur  approchée  de  M  +  m. 

four  une  autre  planète,  on  aurait,  au  même  degré  d'approxi- 


/(■^I-.' 


d'où  l'on  dédo 


comme  les  rapports  îï  et  -^4  sont  de  l'ordre  des  millièmes,  on  voit 
que  le  second  membre  est  très  voisin  de  l'unité;  par  conséquent, 
la  dernière  loi  de  Kepler  n'est  qu'une  loi  approcliôe. 

236.  Masse  d'une  planète  accompagnée  d'un  satellite.  —    La 
formule  à  laquelle  uous  sommes  arrivés 
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permet,   comme  l'a  monlré  Newton,  rJe  calculer  !ii  masse   cI'iitk; 
planète  possédant  un  satellîle. 

Soient  m,  m'  les  masses  de  la  planète  P  et  de  son  saiellite  ï- 
{fig.  i5a);  les  actions  "!>,  <!>'  du  Soleil  et  des  autres  planètes  sur 


la  planàte  considérée  et  sur  son  satellite  sont  sensiblement  paral- 
lèles el  proportionnelles  aux  masses,  puisque  la  distance  /■,  de:  1,1 
planète  à  son  satellite  esl  très  faible  vis-à-vis  des  distances  df 
cette  planète  aux  antres  corps  du  système  solaire.  Si  nous  dési- 
gnons alors  par  (X,  Y,  Z)  les  projections  de  l'attraction  do  ees 
autres  corps  sur  l'unité  de  masse  de  la  planète,  les  (■f|tialiiin>  <\ii 
mouvement  de  la  planète  et  de  son  satellite  seront 


^Z  ^,nY-^-'-.'" 


d'-z 


dt^  r'\ 

,'d'-.r'  _  ,„,y       fmin'j 
'     df-  r\ 


Ics   axes  parallèlement   :"i    eu 
les  coordonnées  nouvelles  de 
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Après  avoir  supprimé  les  facteurs  m  et  ;»',  on  déduira  par 
soustraction  des  équations  (P)  et  (2)  les  trois  équations  du  mou- 
vejnenl  relylif 

i  '"^  _  _  /("■  +  "'')  ij 

l     </P    ""  /-f  r,  ' 

,.  ,  ^d\y\  __       /(m^m'-i.r'i 

->  ,     .^.^=-         .1  V 

où  les  actions  *  et  *'  ont  disparu. 

On  reconnaît  sur  les  équations  (S,  )  que  le  salellite  di'crit  une 
i:l]ipse  autour  de  la  planète,  comme  si  celle-ci  était  fisc  et  l'atlj- 

rait  avec  la  foree'^- — — ^ Si  l'on  désigne  alors  par  a','P  le 

demi  grand  axe  de  l'orliite  du  s^itelliteet  la  durée  de  sa  révolution, 
on  aura 

comme,  d'aulrc  pari,  on  a  pour  la  planète  clle-mèmo 

en  divisant  locmlire  à  membre,  on  oluicndra 

'       lU 
Si  la  masse  du  satellite  est  très  petite  par  rapport  ;'i  eede  de  !:i 

planète,  le  rapport '—  sera  sensiblement  égal  à  l'unité  cl  i'oti 

'  "  "m" 
aura  approximativement 


ce  qui  permet  de  calculer  ie  rapport  de  la  jnasse  m  de  la  plunèle 
à  celle  du  soleil. 
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jVous  avons  supposé,  pour  établir  cette  dcrniore  formule,  que  la 
masse  m'  était  très  faible  par  rapport  a  m;  il  n'en  est  pas  ainsi 
lorsque  l'on  veut  appliquer  ce  calcul  au  système  formé  par  la 
Terre  et  la  Lune.  Dans  ce  cas,  on  a  recours  à  un  autre  procédé  : 

La  foriTnile 

subsiste  toujours.  D'autre  part,  si  à  la  surface  de  la  Terre  on 
prend  un  point  matériel  de  masse  i,  on  peut  déterminer,  comme 
nous  le  verrons  plus  loin,  l'atti-aclion  A  de  la  Terre  sur  ce  point  ; 
on  sait  qu'en  supposant  la  Terre  sphérique  et  formée  de  couches 
concentriques  homogènes,  cette  force  est  égale  à  l'attraction  d'un 
point  matériel  de  masse  m  placé  au  centre  de  la  Terre.  En  d'autre,-^ 
termes,  l'attraction  A  sera 


a) 


_ ./'" 


désignant  par  ^.  lo  rayon  de  la  Terre.  L'cllminalloii  de  /cnir 
équations  (i)  et  (2)  donne  le  rapport  cherché 


Le  coefficicot/étant  connu,  la  formule  (''.)  donne  la  masse  m 
de  la  Terre. 

237.  Détermination  du  temps  dans  le  mouvement  elliptique.— 
Revenons  maintenant  au  problème  des  deux  corps  et  rappelons- 
nous  que  la  planète  P  de  masse  m  se  meut  par  rapport  à  dét- 
axes de  directions  fixes  menés  par  le  centre  S  du  Soleil,  comme  si 
le  Soleil  était  fixe  et  avait  une  masse  égale  à  sa  masse  véritable  RI. 
augmentée  de  m.  La  planète  se  meut  donc  autour  du  Soleil  comme 
un  point  de  masse  m  sollicité  par  une  force  centrale 

F=-/i^î^±^=-  '""  |;.=/(M-u,„)]. 

L'orbite  est  une  elbpse  de  foyer  S  dont  nous  prenons  le  plan 

pour  plan  des  xy.  En  appelant  p  le  paramètre  de  cette  ellipse, 

a  son   demi  graad  axe,   e  son  excentricité,  on  a,  comme  nous 

I.  a5 
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l'avons  montré  (227),  les  expressions  suivantes  pour  la  eonstanic 
(les  ;iireii  G  et  la  consLanie  des  forces  vives  h  : 


Le  sommet  A  {/ig-   153)  le  plus  rapproché  du  Soleil  est  le 
périhélie,  le  sommet  A'  l'aphélie.   Désignons  par  (o  i'angic  c[iic 


fait  le  rayon  vecteur  cSii  pénîiéJie  avec  l'axe  S^,  et  par  iv  l'angle 
ASP  que  fait  le  rayon  vecteur  j-:^SP  de  la  planète  avec  SA;  ci't 
angle  est  l'anomalie  vraie.  L'ongle  polaire  a;SP  =  Q  est  lie  à 
l'anomalie  vraie  par  la  formule  évidente  9  ^  (V  +  to,  où  w  est  une 
constante. 

Calculons  maintenant  le  temps  que  met  le  mobile  à  arvivci-  en 
un  point  de  la  trajectoire.  On  a  trouvé 


t.  iJ'yutre  part,  l'expression  de  la  vitesse  dans  laqueile  on   a  éli- 
liné  <:/&  à  l'aide  du  théorème  des  aires  r^d^i  =  Cdl  est 


llésolvons  par  rapport  à  f  -^  J     et  remplaçons  C-  \>nv  sa  valci 
u.a-{\  —  e''),  il  vient 

\Tt)  "="'    TT— ^-r^«' 

qu'on  peut  écrire 
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VA,  pai-siiilc, 

/./    ,  ,  rdr 

Appclon'j  ■:  l'instant  dii  passage  an  périhélie;  alors  /■  va  d'abord 
en  croissant  à  partir  de  l'instanl  t,  -j-  est  positif,  et  l'on  doit 
prendre  le  sig;nc  +  dans  l'égalité  ci-dessus.  On  conservera  ce  signe 
lorsqnc  r  croîtra  depuis  sa  valeur  minimum  r^  a  —  C=^  a{\  —  e) 
jusqu'à  sa  valeur  maxinuim  ;■=  «(i  -\-e).  Posons 


(jc  qui  est  possible,  puisque  a  —  r  reste  plus  petit  que  ae,  u  va- 
tlera  de  oà  2-  pour  toute  !a  durùe  d'une  révoUition.  On  aura  alors 


tii^^/ '^^dt  ^  a {1  -  e  coi  u)  du, 

équation  qui   s'intègre   immédiatement  cl   donne,   puisque   l — ■ -z 
s'annule  avec  11, 

I  est  ainsi   exprimé  en  fonction  de  u,  u  éiaol  donné  en  fonction 
de  r  par  la  relation 

(0  .  =  «(,-. eos«)- 

Si  l'on  veut  calculer  la  position  du  mobile  au  boiit  du  temps  t, 
la  première  de  ces  équations  donnera  u  et  la  densiôme  permettra 
de  calculer  r. 

L'angle  u  que  nous  avons  introduit  est  appelé  anomalie  excen- 
trique. On  écrit,  en  général,  le  premier  membre  de  l'équation 
l'iilrc  (  et  ((  sous  la  forme  n{t  —  t),  en  posant 


^Wb 


n(t  —  t)  csl  ce  qn'oji  appelle  Vanomalie  moyenne.  Coj 
trouvé  pour  valeui'  de  a 
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i]  vient  n^~,  T  claoL  la  durée  de  la  rc\oliil.ion,  et  rc([iiQrioLi 
en  u  prend,  la  foniit! 

iijui  moDtre  Lien  que  l'on  doit  avoir  n^  -^t  puisque  le  dciixiènie 
membre  augmenle  de  27:  en  même  temps  que  u,  c'esL-ù-dire  à 
chaque  révolution;  le  coefficient  n^^  -^  s'appelle  le  moyen  mou- 
vement. L'équation  que  nous  venons  d'obtenir  porfc  le  nom 
adéquation  de  Kepler. 

Nous  avons  exprimé  /'  en  fonction  de  u  :  il  nous  reste  à  expri- 
mer l'anomalie  vraie  (v  en  fonction  de  u.  Poiir  cela  on  pari  de 
i'équalion  de  l'ellipse  en  coordonnées  polaires 


où  le  numérateur  est  le  paramètre  p.  En  é^'alaiiL  celle  \alcur 
ù  la  valeur  trouvée  ci-dessus  «(i  —  ecosw),  ou  a  l'équation 


et,  en  extrayant  les  racines  carrées, 

formules  calculables  par  logarithmes,  donnant  r  cl  w  en  fonctl 
de  u  :  on  en  déduit  par  division  la  relation 

qui  lie  l'anoinallc  \raie  à  l'anomalte  excentrique. 
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238.  Méthode  géométrique.  —  Poiir  cléLerminer  la  position 
(l'une  planiite  sur  sod  orbite,  au  temps  t,  on  peut  employer  vine 
métliode  géométrique  qui  donne  la  signification  des  variables priî- 
cédemmenl  employées.  On  sait  qu'une  ellipse  peut  être  consi- 
doréc  comme  la  projection  de  son  cercle  liomograpbique  lorsqu'on 
a  fait  tonrner  ce  cercle  autour  de  AA'  d'un  angle  dont  le  cosinus 


est  -■  Soit  alors  M  un  point  de  l'ellipse  et  M'  le  point  correspon- 
ckiij  dn  cercle  ÎLOuiograplilquc.  Ou  aura 

l'angle  MFA^=  ic  a  été  précédemment  appelé  anomalie  vraie; 
l'angle  M'OA  est  Vanomalie  excentrique  u.  Eu  effet,  le  secteur 
M'FA  a  pour  aire 

M' FA  -=iM'O.V  — iVI'OF  =  ;  a^ii  - -!- «^e  sin«, 


l'aire  de  ce  secteur  est  proportionnelle  au  temps  employé  à  la  dé- 
crire :  si  donc  on  désigne  par  ((  —  tt)  ce  temps  et  par  T  la  durée 
de  la  rcï'olution,  on  devra  avoir 
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Kgo  TROISIEME  l'ARTii!.   —  DYNAMiQui:;   i)i:   l'oixr. 

et,  eu  remplaçant  MFA  par  sa  vale  ur, 

?'-"'■-'    .„. 

t  —  -.  f 

ou 

en  posant  n  =  '-.'.->  nous  arrivons  â  l't'i:|iiaLion  de  Rc-plei' 

Pour  avoir  la  slg'nilîcalion  géométrique  de  l'anomalie  moyeniio 
n{t  —  ■:),  imaginons  un  mobile  parlant  de  A  en  même  temps  que 
la  planète,  et  décrivantle  cercle  homographique  d'un  mouvemenl 
uniforme,  de  façon  à  arriver  au  point  A'  en  même  temps  que  la 
planète.  A  l'instant  i,  ce  mobile  sera  en  M";  l'angle  ir=M"0.'\ 
sera  l'anomalie  excentrique;  on  a,  en  elTet, 

-  =  ~{f~^)  =  n{l-'.). 

Quant  à  ^'expression  de  /■  eu  fonction  de  u,  elle  résulte  de  ce 
que  le  rapport  des  distances  d'un  point  d'une  ellipse  an  fojcr  F 
et  à  la  directrice  correspondante  DD'  est  égal  à  e.  On  a  donc 

r=eMK=  e(ÔD  — oh)  =<:(-— acosu)  =  a(!  — e  cùiii)-. 

car  la  dislance  OD  de  la  directrice  au  centre  est  -  ■ 

230.  Développements  analytiques.  —  Pour  calculer  la  position  de  l;i 
planète  à  l'instant  (,  il  faut  d'aÎJord  calculer  l'anomalie  cxcon trique  u  ji 
l'aide  de  l'équation  de  Kepler 


on  a  ensuite  les  autres  coordonnées  qui  ont  toutes  été  exprii 
de  u.  Quel  que  soit  l'arc  Ç,  l'équation  (i)  de  Kepler  admei 
nous  désignerons  par  ii.  En  effet,  Ç  est  compris  entre  dci 
tiers  de  ir. 

■il«<ï<a([i+i}-. 
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Dans  çi(h)=  h  —  e  sin  b  —  ^  jo  fais  h  =  2[iTr,  je  trouve 

Il  y  a  donc  toujours  une  racine  réelle  entre  i(ii.-hi')T.  el  2|x-.Depius, 
cette  racine  est  unique,  car  la  dérivée  g'(b)  =  r  —  e  cosu  est  toujours  po- 

1°  Approximations   successives.   —  Voici   comment  on   peut   calculer 
par  approximations  successives  cette  racine  réelle  unique. 
Soit  u„  un  arc  réel  quelconque  et  posons 


Nous  devons  a  l'obligeance  de  M.  Kœnigs  la  communication  de  la  mi- 
lliode  suivante  qui  permet  de  démontrer  que  les  quantités  tij,  Ui,  ,  . . ,  ii„ 
tendent  effectivement  vers  la  racine  cherchée  u  et  d'évaluer  la  limite  de 
l'erreur  commise  en  prenant  u„  au  lieu  de  u.  Cette  mélliode  est  l'applica- 
tion à  l'équation  de  Kepler  des  résultats  généraux  contenus  dans  les  Mé- 
moires de  M.  Kcenigs  sur  les  équations  fonctionnelles  (Annales  de  l'École 
Normale,  1884  et  i885). 

En  appelant  u  la  racine  réelle  unique  de  l'équation,  on  a 


par  muliipllc 
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Or,  e  étant  compris  entre  o  et  i,  e"  tend  vers  zéro  quand  n  croit  indé- 
finiment; en  conséquence,  la  limite  de  u„  est  la  racine  cherchée  u.  La 
suite  des  quantités  «o,  u,,  . . . ,  u,i  a  donc  u  pour  limite;  mais  on  voit  de 
plus,  d'après  l'inégalité  précédente,  que  ces  quantités  vont  en  se  rappro- 
chant sans  cesse  de  leur  limite  u.  Ce  fait  esi  remarquable  puisque  «u  est 
choisi  arbitrairement.  Si  par  un  procédé  quelconque  on  a  pu  trouver  une 
valeur  approchée  de  u,  on  pourra  prendre  pour  «o  cette  valeur  appro- 
chée; «,,  «a,  ...  s'approcheront  encore  plus  de  u.  Supposons,  comme  on 
le   fait   souvent,  que  l'on   prenne   pour   Ui,  la  valeur   Ç    elle-même;    nous 


mod(^  — i()  <c; 
mod(!(„—  u)  <£"-<■'. 

On  a  ainsi  une  limite  de  l'erreur  commise.  Par  exemple,  pour  ia  Terre. 
,s  =  jL  à  peu  près;  il  suffira  de  trois  opérations  (n  =  S)  pour  obtenir  <i 
avec  sept  décimales  exactes. 

■î"  Série  de  hagrange.  —  On  peut  obtenir  des  développements  de  v, 
sinu,  cosK,  u,  —  X,,  r,  ...  ta  séries  procédant  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  e,  par  la  série   de   Lagrange.  Considérons  une  équation  de  la 

qui  détermini^  u  en  fuiiolion  des  variables  t,  et  e,  et  ai^pclons  ((  celle  de 
racines  de  cette  équation  qui  lend  vers  Z  quand  e  tend  vers  zéro.  La- 
grange se  propose  de  développer  une  fonction  donnée  F(k)  de  cette  ra- 
cine, en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  positives  croissantes  dce; 
il  donne  pour  cela  la  formule 


F(«)  =  F(r)  +  i/(0F'(0-7- 


Nous  renverrons  pour  la  démonstration  de  cette  formule  aa  Coui 
d'Analyse  professé  par  M.  Hermitc  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  ( 
à  un  Mémoire  de  M,  Rouché  (Journal  de  l'École  Polytechniqui 
XXXIX"  Cahier). 

Dans  l'équation  de  Kepler  on  a 

/(ï)-™e, 
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CHAPITRE    X.    —   1[0VVE1IEST    DES    PLANÈTES.  Sgî 

fiiTon  pourra  prendre  successivement,  pour  F(«),  l'anomalie  excentrique 
dle-mfime  m,  ou  le  rayon  vecteur  a{i  —  e  cos  u),  ...  ou  toute  autre  fonc- 
Lion  de  II  développalile  suivant  les  puissances  de  e.  Ou  a,  par  exemple, 


£+.! 

ù,ir  +  - 

-Ï.iu2î 

-^l 

rï.T=< 

;35sin3ï-3sinO  +  - 

„  =  cc 

»ï+ J( 

=o„î-, 

)  — 

à< 

3cos3i;-3cosO-i-. 

a  trouvé  le  pr 
(reste  inférieur 

'e" 

,6627^: 

loppements  sont  cor 
ï...  et  Cauchy  a  cor 

Ijpl.c 

résultat  par  une  méthode  plus  directe. 

3°  Fonctions  de  Bessel.  —  Los  développements  précédents  sont  conver- 
gents pour  les  planètes,  mais  cessent  de  l'être  pour  certaines  comètes  péfio- 
diques  décrivant  autour  du  Soleil  des  ellipses  allongées.  On  peut  alors  em- 
ployer, pour  cos  M,  sIqm,  . . ,,  cosj'u,  sinj'u,  . . .,  où  j  est  un  cntiei'  positif, 
un  mode  de  développement  qui  est  valable  pour  toutes  les  valeurs  de 
l'excentricité  comprises  entre  o  et  i  et  dans  lequel  figurent  les  fonctions 
de  Bessel.  Pour  donner  une  idée  de  ces  développements,  remarquons 
ii'abord  que  l'équation  de  Képlev 


défiait  u  comme  une  fonction  impaire  de  i^,  car  l'équation  ne  cesse  pas 
d'être  vérifiée  si  l'on  change  simultanément  t,  et  u  de  signes;  de  plus,  si 
l'anomalie  moyenne  Ç  augmente  de  ir:,  il  en  est  de  même  de  l'anomalie 
excentrique  m.  D'après  cela  cosyu  et  siny'u,  où  J  désigne  un  entier  positif, 
sont  des  fonctions  de  Ç  ne  changeant  pas  de  valeur  quand  Ç  augmente  de 
■tiz,  la  première  paire,  la  seconde  impaire.  On  sait  que  toute  fonction  réelle 
finie  et  continue  d'une  variable  ^,  ne  changeant  pas  quand  Z  croît  de  27:, 
est  développable  par  la  foroiule  de  Fourier  en  une  série  procédant  sui- 
vant les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  Ç  ;  dans  le  cas  où  la  fonction 
de  Z,  que  l'on  développe  est  paire,  le  développement  ne  contient  que  des 
cosinus  avec  un  terme  constant,  dans  le  cas  où  cette  fonction  e&t  impaire., 
le  développement  ne  contient  que  des  sinus  sans  terme  constant. 

Ou  aura  donc,  pour  qosj'u  et  sin_/'M,  des  développements  de  la  forme 
suivante,  où  nous  employons  les  notations  de  M.  Tisserand  dans  le  Tome  I 
de  sa  Mécanique  céleste  (Chapitre  XII), 

cosy^^l;>(/■)+_pIJ)cosi:+/,feos2e^-...  +  y./'eos^ï  +  ,.., 
sin>=  ./^lsinï+5'/'si"2Ï  +  ...+  ?y>sintî+..., 

les  coefficients  étant  donnés  par  les  formules  connues 

lpT=f   co^jncoiir^d!^,  \qp=   /"'sin/Msiii/Crfï, 
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394  TBOisiEME  p.mxiE.  —  dïxamique  du  point. 

dont  la  première,  par  exemple,  s'oÎJtienL  immédiatement  en  multipliant  les 
deux  membres  du  premier  développement  par  cosiÇ  dt,  intégrant  de  o  à-r 
et  remarquant  que  tous  les  termes  du  second  membre  ont  des  intégrales 
nulles,  sauf  le  terme  en  p'/\  Nous  allons  exposer  le  calcul  des  eoeffleieni.c 
pY'  :  le  calcul  des  g'/>  sa  fait  d'une  manière  analogue.  On  a  d'abord,  en  fai- 


i,..„r'..ju,„. 


en  remplaçant  ^  par  u  —  e 
n  est  de  même  de  t, 


Cûttc  intégrale  est  nulle  (juandy  est  >  e  ;  pour  y  =  ],  cl 


Fuis  on  0,  en  intégrant  par  parties  (i>  o), 

\''i'~  j  »»'>oo.iw:  =  j[co>y„>i.irj  +'-.j  ,i,i/»si,,,rrf„, 

La  partie  intégrée  est  nulle;    l'autre   partie   devient,  en   remplaçant   Ir 
produit  des  deux  sinus  par  une  différence  de  cosinus  et  mettant  pour  X,  Sii 

Pl  -  ;4  X""''"''^-"" ''"'""'°'""  il /"'"'"'""^'^  ""'""'''"■ 

G'esl  ici  qu'interviennent  les   fonctions  do   ISessel  que   l'on  peut  défini 
comme  il  suit.  Soit  k  un  entier  et  a:  un  paramètre,  l'expression 

Ja-(^)=  \   f  co.(A-o-;rsin9)rf^ 

définit  une  fonction  de  Bessei.  Il  existe  donc  une  infinité  de  fonctions  de 
Bessel  correspondant  à  toutes  les  valeurs  positives,  négatives  ou  nulles  de 
l'entier  />.  Il  est  aisé  de  voir  que  l'on  peut  toujours  supposer  k  positif  :  en 
effet,  changeant  o  en  ir  —  u',  on  a 

r/-i  =  —  (h\ 

et  l'intégrale  ci-dessus  donne 

J,(»)  =  tO':  Ç\„  (^  ;.,'_  ^  ,1,,»')  <&■  =  (-  r)<-J_,(»), 
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l'ormule  qui  permet  de  passer  d'un  indice  négatif  à  un  indice  posilil".  La 
fonction  Ji  (x)  est  une  fonction  transcendante  entière  de  ip  contenant  a;^' 
011  facieuv  i   en  développant   cette   fonction   suivant  les   puissances  do  a", 


U^)-- 

1. :..../. 

i- 

(ÏÏ 

i.-n'.-'-.M' 

■■-i-'i) 

(Jï 

,.,.3(i 

+  1)(/C  +  :]{1 

rPlî)" 

ir.p, 

■Pf    CCS 

ivû  de 

notations, 
munie 

'  = 

.,  pour  1. 

coefficient/^^, 

la  valet 

'/'/ 

)  = 

i[j,„,!;. 

) +  J'-+/ ('■<■■  )1- 

lin  portant 

ces  valeurs  dans  les  expt 
heloppements  cherchés  c 
et  1.  On  a,  par  exemple, 

essions  de  ces 
onvergenCs  poi 

/"  et  s 
jr  tout 

-  2  l'-"') -''*'<"'!- 


Si,  dans  ce  développement,  on  cherchait  les  coefficients  de  e,  e^,  ...  on 
retrouverait  ceux  que  donne  la  formule  de  Lagratige  écrite  plus  haut: 
néanmoins,  les  deux  développements  sont  bien  distincts,  celui  de  Lagrangc 
procède  suivant  les  puissances  de  e  et  ne  converge  que  si  e  est  plus  petit 
qu'nne  certaine  limite;  celui  que  nous  venons  d'obtenir  procède  suivant 
les  cosinus  des  multiples  de  t  et  converge  pour  toutes  les  voleurs  de  c 

Tv'ous  renverrons,  pour  one  étude  plus  détaillée  des  fonctions  de  Bessel, 
au  Traité  de  Mécanique  céleste  de  M.  Tisserand,  auquel  nous  avons  fail 
de  nombreux  emprunts,  et  à  l'Ouvrage  de  Todhuntcr  :  On  Laplace's. 
Lanié's  and  Bessel's  Functions.  Avant  Bessel,  ces  fonctions  ont  été  ren- 
contrées par  Fourier. 

2iO.  Élémeiits  du  mouvement  elliptique.  —  Le  mouvement  el- 
liptique d'tinc  planète  est  défini  dans  l'espace  par  six  constantes. 
Menons  par  le  centre  S  du  Soleil  trois  axes  Sx,  S^/,  Ss  de  direc- 
tions fixes;  il  est  dans  l'usage  actuel  d'adopter  pour  plan  des  œy 
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3y6  TROISIÈME    PABTIE.    —    DYNAMIQUE    DU    POINT. 

le  plan  de  l'écliptique  au  i*''  janvier  i85o,  pour  parties  positives 
de  S^  et  S^  les  droites  aboutissant  à  l'éqninoxe  du  printemjis 
et  an  solstice  d'été  à  cette  époque  et  pour  partie  positive  de  S; 
celle  qui  est  dirigée  vers  le  pôle  boréal  de  l'écliptique.  (Ces  axes 
sont  orientés  autrement  que  ceux  que  nous  employons  babiluelle- 
incnt).  Le  plan  de  l'orbite  de  la  planàtc  coupe  le  plan  des  ^j' sui- 


vant une  ligne  NK' qu'on  appelle  ligne  des  nœuds  ;Vuy}  des  polni-^ 
d'intersection  N  de  l'orbite  avec  le  plan  de  l'écliptique  est  le  nœud 
ascendant,  c'est  le  point  que  traverse  la  planète  quand  sa  coordon- 
née 5  de  négative  devient  positive;  l'autre  nœud  N'  est  le  nœud 
descendant.  Pour  définir  le  plan  de  l'orbite,  on  se  donne  l'angle 
9  =ta;SN  compté  positivement  de  Sx  vers  Sy,  angle  que  l'on  ap- 
pelle longitude  du  nœud  ascendant,  et  l'inclinaison  ^  du  plan  de 
l'orbite  sur  le  plan  de  l'écliptique,  cet  angle  (p  étant  mesuré  par 
l'angle  que  font  entre  elles  les  perpendiculaires  menées  au  point 
N  à  SN,  l'une  dans  le  plan  de  l'écliptique  dans  le  sens  du  mouve- 
ment de  la  Terre,  c'est-à-dire  de  Ox  vers  Oy,  l'autre  dans  le  plan 
de  l'orbite  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  planète  (  ou  de  la  co- 
mète). Une  fois  le  plan  de  l'orbite  déterminé,  il  faut  fixer  la  posi- 
tion et  la  grandeur  de  l'ellipse.  Soit  A  le  périhélie  ;  on  appelle  ro 
ta  somme  des  angles  a;SN  et  NSA,  ce  dernier  angle  étant  compté 
à  partir  de  SN  dans  le  sens  du  mouvement;  ni  se  nomme  la 
longitude  du  périhélie.  L'angle  NSA  est  égal  à  ro  —  9.  Cet  angle 
fixe  la  position  de  l'ellipse;  on  détermine  sa  grandeur  en  se  don- 
nant son  demi  grand  axe  «et  son  excentricité  e.  Enfin,  pour  indiquer 
la  façon  dont  la  planète  parcourt  son  orbite,  on  donne  la  durée  de 
la  révolution  T  ou  le  moyen  mouvement  ti:^  -^  ei  l'instant  ■:  du 
passage  au  périhélie.  Remarquons  que  «  et  T  ne  sont  pas  des 
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qiianlités  distinctes,  car  elles  sont  liées  par  la  relation  établie  plus 
haut (p.  382} 

où  M  désigne  la  masse  du  Soleil  et  m  celle  de  la  planète.  En  ré- 
sumé, pour  définir  le  mouvement  d'une  planète  on  d'uue  comète 
périodique,  il  faut  connaître  six  constances  Q,  a,  rn,  a,  e,  t,  qu'on 
appelle  les  jiic  éléments  du  mouvement  elliptique.  A  la  place  de  t 
on  introduit  souvent  nn  autre  élément  £  donné  par 


cl  que  l'on  appelle  longitude  moyenne  à  l'époque  zéro.  Les  coor- 
données rectangulaires  x,y,  s  de  la  planf'te  s'expriment  alors,  par 
des  formules  qu'il  est  inutile  d'écrire  ici,  en  fonction  du  temps  el 
des  sis.  éléments  elliptiques 

l.r--/,(^,(l. -^,^,.7.^,0. 

(  \,  7    ■J\jt,ii,-i,^,o,<',i). 

2-4i.  Méthode  de  la  variation  des  constanlSG.  —  Si  le  sjslèmc 
solaire  était  formé  du  Soleil  et  d'une  seule  planète,  les  six  éléments 
du  mouvement  elliptique  conserveraient  indéfiniment  les  mêmes 
valeurs;  mais,  comme  nous  l'avons  vu,  le  mouvement  elliptique 
ne  donne  qu'une  première  approximation  du  mouvement  de  l;i 
planète.  L'action  des  autres  planètes  sur  la  planète  considérée 
aura  pour  effet  de  troubler  ce  mouvement  elliptique  :  pour  re- 
présenter ce  mouvement  troublé,  qui  est  le  mouvement  réel  de  la 
planète  et  qui  diffère  peu  du  mouvement  elliptique,  on  conserve 
les  formules  (A)  du  mouvement  elliptique  en  y  regardant  les  six 
éléments  6,  a,  w,  a,  e,  s  non  plus  comme  des  constantes,  mais 
comme  des  fonctions  de  t.  Par  la  suite  des  temps,  sous  l'action 
des  autres  planètes,  ces  éléments  subiront  des  variations  SQ,  Sa, 
Sro,  Sa,  Se,  oî  qu'on  a'^'^eW^ perturbations  des  éléments,  d'où  ré- 
sulteront des  perturbations  correspondantes  pour  les  coordonnées 
X,  y,  z.  La  partie  de  la  Mécanique  céleste  qui  a  pour  but  le  calcid 
de  ces  variations  se  nomme  Théorie  des  perturbations. 
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^■iâ.  Mouvement  parabolique  des  comètes.  —  Imaginons  une 
comète  décrivant  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  centre  du 
Soleil,  ce  qui  est  le  cas  du  plus  grand  nombre  des  coiiiôtes.  On  ii 
alors  en  appelant  iv  l'angle  qne  fait  le  rayon  vecteur  Si\l  =:  /•  iivcc 
le  rayon  vecteur  SA  du  périhélie 

,,  _   __/.' ___/> 


r^  div  =  C  dl  =  \/jXSi  +  m)7J  dl, 

m  désignant  la  masse  de  la  comète  et  W  celle  du  Soleil.  Il  fésii 
encfTct,  du  problème  des  deux  corps  que  nous  avons  résolu,  qu. 
comète  se  meut  autour  du  Soleil  comme  si  le  Soleil  était  ùkc 
\\\  force  aftraciive  du  Soleil  sur  la  comète  égale  à 


Ile  drs  aires  est  alors  C  =  ^/[J./^  =  \  /(-Û  +  iit)p.  On 

,.y(U  +  „o_     d^v 


Telle  est  l'équation  du  troisième  degré  eiilang-  qu'il  faut  résoudre 
pour  avoir  la  position  de  la  comète  à  l'époque  t  ;  cette  équation 
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(iliAl'IïilH    X.    —    JlOL-VlîlIJiNT    DES    1>LV\ÈTBS.  'Uj<j 

n'a  f[ii'Line  racine  réelle;  on  l'écrit  comme  il  suit,  en  posant/)  ^'iq 
et  remarquant  que  \/M4-  ;n  peut  être  remplacé  par  \/W,  car  m  est 
lout  à  fait  négligeable  devant  la  niasse  du  Soleil  : 

'-^'  =  l/7ïï(""'-?-3"s'ï)- 

On  a  construit  des  Tables  numériques  donnant  la  racine  de  celte 
équation  pour  une  suite  de  valeurs  attribuées  au  premier  membre, 
la  masse  M  du  Soleil  étant  prise  pour  unité. 

213.  Élémonts  paraboliques.  —  î'oiir  définir  l'orbite  parabo- 
lique d'une  comtlc  on  donne  cinq  clémL-nls  indépendants  Q,  cp,  ro, 
-  et  q,  dont  les  quatre  premiers  ont  !a  mémo  signification  que  pour 
les  planètes,  tandis  que  i/  =  7  désigne  la  disiance périhélie  (voir 
Mécanique  céleste  de  M.  Tisserand). 

EXERCICES. 

\.  Pour  le  mouFiinicnt  d'un  point  attire  vers  un  centre  fisc  0  pot  tinc  foreu 
F  =  —  HiA''?' proportionnelle  11  la  distiinee,  on  adéinonlré  que  la  trajectoire  est  une 
ellipse  de  centre  O  et  que  la  vitesse  du  mobile  clans  une  position  quelconque  M  est 
proportionnelle  au  demi-diamètre  b'  conjugué  de  OM  ;  v  —  kb'.  DÉinontrer  que, 
si  l'on  veut,  ù  l'aide  de  ce  résultat,  vérifier  les  théorèmes  des  aires  et  des  forées 
vives,  on  retrouve  les  théorèmes  d'Apollonius. 

Réponse.  —  Soit  0^1.  —  r  r^  a' ;  le  théorôme  dos  aires  donue/iu  =  C;  01-  ce  pro- 
duit pij  est  égal  a  A  fois  l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  a'  et  fi';  l'équc- 
lion  des  forces  vives  v' -i- /;■'/•'-  =  h  donne  i- (a"  •-!- 6'')  ==  /(. 

?.   Trouver  le  mouvement  d'un   point  sollicité  par   nue   force  centrale  ayant 


^■> 


uii  a  et  6  désignent  des  constantes. 
lié/ioitse.  —  Pour  trouver  la  tviijoetoii'i 


linéaire  à  coefficients  constants  en  -.  La   forme  de  l'intégrale   générale   change 
suivant  le  signe  de  i  -1-  -;r,  ;  quand  celte  [.[nanti té  est  nulle,  -  est  un   trinôme  Un 
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JOO  TKOiaiÉUE    PARTIE.    —    DYNAMIQUE 

socond  degré  en  9.  Quand  elle  est  positive  cl  admet  u 
In  trajectoire  est  une  courbe  algébritjue. 


„ifa  +  6cos,fl) 


dont  l'intégrale  est 


C        :!C= 


La  trajectoire  est  une  courbe  algiibric|tie  du  quatrième  degré,  quelles  que  soieni 
les  constantes  A,  B,  C,  à  moius  que  6  =  0;  elle  est  alors  une  conique,  car  la  Irji 
d'attraction  devient  la  loi  de  Newton. 

L'intégrale  àii  aires  donne  ensuite  t  par  une  quadrature. 

A.   Soit 


c(,  b,  c  désignant  des  constantes  et  k,  p,  f  ayant  les  valeurs  a  = .  ^  =  t 

~—  î!_L_?.  (Cette  loi  de  force  centrale  est  l'tinc  de  celles  trouvées  par  MiU.  Dai' 

bous  et  Halphen.) 

Bépoiise.    —     En    posaut    '{-(B)  =  acoS3fl  + ^sinîS  +  y,    ou    devra    intégre 


Lorsque  a'  -i-p  —  -;'  ou  b'  —  ac   est  dlITûrent  de  idro,  cette  équation  adni 
comme  on  le  vérifie  sans  peine,  une  intégrale  particulière  de  la  forme 


h)./^{0") 


^s  arbili-aires  A,  B,  C  ou  A,  B,  1.  C'est  une  coniqm 
deux  droites  fixes  ayant  pour  équation 

^(S)  =  o      ou      ac^c'-j-o  +  ^^r+ït^'+r*)- 


yGoosle 


Lorsque  a' +  p' —  r' =  ">   b'— ac  =  o,  '^(H)   est 
de  la  forme  A- cosO  +  i  sinti,  4<{B)=n'(e).  L'équat 

liculière  de  la  forme  -    —  — 7-,7t'  el  la  trajectoire  devient 

conique  tangente  à  i'origine  à  la  droite  fixe  ci  (9)  =  o,  ou  !:■  a:  -\-  l y  =  'i . 

5.   Démontrer  que,  si  l'on  sait  trouver  la  trajeetoirc  d'un  mobile  sous  l'actio 
d'une  Torce  centrale  F  =  m<p('-,V\,  on  sait  également  la  trouver  sous  l'actio 


siufi,e)(i-«,-, 


a,  b  désignant  des  constantes. 
Bépoiise.  —  On  suppose  qu'on  saclie  intégrer  l'équation  différentielle 


6.  Sachant  que  la  force  F  =  m]ir  fail  décrire  à  son  point  d'application  une  i; 
nique  ayant  pour  centre  l'origine,  trouver  la  trajectoire  d'un  mobile  sollici 


(  deuxième  des  lois  de  force  trouvées  par  MM.  Darboux  et  Halphen  ). 

Béponse.  —   Cette  question   est   une   application  du  problème   5.   On   t 
comme  équation    générale   de    la    trajectoire   du    mobile   sous    l'action 


a,  p,  Y  étant  trois  constantes  arbitraires.  Gette  trajectoire  est  une  conique  telle 
que   la   polaire   de  l'origine  par   rapport  à  cette   conique  est   une   droite  fue 
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4oz  TBOISIEITE    PARTIE.   —   D YN A SIIQ TE    DU    POIKT- 

1,  Ilodographe.  —  Dans  le  mouvement  d'une  planéLe  autour  du  Soleil,  on 
mène  par  le  centre  du  Soleil  des  segments  égaux  et  parallèles  aux  vitesses  de  la 
planète  dans  ses  diUérentes  positions.  Lieu  géométrique  des  extrémités  de  ces 
segments;  ce  lieu  s'appelle  l'Aorfo^i-iip/ie. 

Réponse.  —  Ce  lieu  est  un  cercle  dont  Je  centre  est  sur  l'ordonnie  du  foyer  et 
qui  contient  le  foyer  dans  son  intérieur.  On  peut  le  démontrer  en  s'appujant  sur 
la  relation  pv  —  C,  sur  ce  que  le  lieu  des  projections  d'un  foyer  d'une  ellipse 
sur  les  tangentes  est  un  cercle  et  sur  ce  que  la  figure  inverse  d'un  cercle  est 
un  cercle. 

a.  Pour  obtenir  l'Iiodographe  d'un  mobile  quelconque  décrivant  une  courbe 
plane,  suivantla  loi  des  aires,  autour  d'un  point O,  il  suffit  de  faire  tourner  d'uu 
angle  droit  autour  du  point  0  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques 
(courbe  inverse)  de  la  podaire  du  point  O  par  rapport  à  la  trajectoire. 


9(0) 


liépanse.  Le  théorème  des  forces  vives  donne  ()'=  -7^  +  h.  DiiTérents 
à  distinguer,  suivant  que  h  =  'i\  —  ~  est  positif,  négatif  ou  nul.  Supposo 
On  trouve  pour  équation  différentielle  de  la  trajectoire 


G 
rfïï 

^         v'^ 

-/,-si„ 

"9 

On  a  dûi 

,c,  =  ., 

■"â'C^-sji 

d'où,  p. 

.ur 

Le  temps 

i  est  don 

né  par 

Ci  = 

(Ldt: 

iiégrale  de  secondi 

i  espèce  qui 

s'exprin 

le  à 
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ciiAPcmii  X.  —  FOBCKS  cektr.vi.es. 

Si  l'on  suppose  b  =K,  h=o,  hb'^-  ^\  =  — C",  Â  =  =  o,  co 
■dations  cnlrc  les  coefficients  cl  les  racines,  on  retrouve  le  cercl< 

li.  Fondions  de  Bessel.  —  Dcmonlrcv  que  J'on  n  Ice.  rehitio 
;,)  A3,(3P)=|[J^^.,(a^)H-V,(^]], 


/■'-•<'' 


.-.(a^)- 

■  Ji^i( 

«)]. 

rf'Jll 

-(- 

1)'. 

l(a^)  = 

=-■ 

;  fur  in 

.fient  sans  peine  ! 
e  d'intégrales  fini 
j  la  relation 

■i  rm  y 

:CS.  Prer 

r.mpl 

ions,  p 

:;™ 

foncLic 
mpl,,l, 

\pr 

J  |»r 

:^  ?- 

■^Sin  =  )rf:-^ 

\  ™[(1 

-M)^ 

,-I, 

in?] 

+  c< 

„[(/,- 

-')?- 

-,.m. 

?1| 

<i,= 

,tl.s 

omme  de.  deux  , 

„,i„.,  1 

,.,u. 

,„J. 

itde  et 

,,i. 

,« 

s: 

eos(/,=  -.sin. 

•}{/:dr- 

^^c. 

i?rf=) 

-., 

te  qui  est  évident,  puisque  l'intÉgrale  indéfinie  (le   l'expression  placée  sous 
signe  j"  est  la  fonction  sin(;;-a  — a;sino),  qui  s'annule  aus  limites. 

12.  Développer  la  fonction  Jt(ic)  en  série  entière  ordonnée  par  rapport  ai 
puissances  positives  croissantes  de  m. 

Bépoiise-  —  On  peut  se  servir  de  Vespression  de  Ji(iB)  sous  forme  d'intégral 
les  coefficients  du  développement  contiendront  des  intégrales  de  la  forme 


...„      /".« 


'■'■i'-h, 


aisées  ù  calculer  en  exprimant  sin'^if  en  fonction  linéaire  des  cosinus  et  des  sinus 
des  multiples  de  ç. 

On  peut  également  employer   rét|uation   différentielle   (3)   en   y   substituant 
pour  3,  {ce)  une  série  de  la  forme 


13.  Théorème  d'EuUr.  —  Le  temps  S  que  met  une  comète  à  passer  st 
orbite  parabolique  do  point  P  au  point  P'  est  donné  par  la  formule 
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/■  et  r'  désignant  les  rayons  vecteurs  des  deux  positions  T  et  P'  et  s  la  corde  \'.  P'. 
(Nous  démontrons  ee   théorème   en   Mécanique   aii^lytitlue  diiu;   le  Toma   11. 
Voyez  Tisseras Q,  Mecanigue  céleste,  p.  112.) 

14.  tin  point  attiré  par  un  centre  fise,  suivant  la  loi  de  Xo\ituii,  décrit  une 
orbite  hyperbolique  :  calculer  sa  position  i  chaque  instant. 

On  emploie  la  même  méthode  que  pour  l'ellipse  n'  337;  il  s'introduit  des  loga- 
i-itlimes  et  des  ei^ponentl elles  ù  la  place  dos  lignes  trigonométriques  et  des  lonc- 

15.  Méthode  dos  approsimations  snecessives  pour  la  resolution  de  l'équation 
de  Kepler.  Soit  u  la  racine  de  l'équation.  Démontrer  les  propositions  suivantes  : 

i"  On  prend  sur  le  cercle  trigononiétrique,  a  partir  de  l'origine  A  des  are-i, 
deux  arcs  AM  —  AU',  égaus  et  de  signes  contraires,  égaiiï  en  valeur  absolue  ii 
-  —  e.  Si  Tare  %  a  sou  «trémité  sur  l'arc  MAM',  cos  u  est  positif,  sinon  cos  u  est 

a°  Si  cosu  est  positif,  ce  qu'indique  la  disposition  do  ^,  toutes  les  valeurs  du 
la  suite  ((„  I!,,  . ..,  u^,  ...  iront,  à  partir  d'un  certain  moment,  en  s'approehani 
de  «  toutes  par  excès  ou  toutes  par  défaut. 

3°  Si  cosH  est,  au  contraire,  négatif,  les  valeurs  approchées  de  «  seront,  !i 
partir  d'un  certain  moment,  alternativement  approcliées  par  excès  et  par  défùiil, 
à  l'instar  des  fractions  continues.  (KŒNias.) 

16.  Un  eenti^e  attractif  d'abscisse  |  se  meut  sur  Oa;  d'un  mouvement  oscilla- 
toire I  =  acosni.  Ce  point  attire  un  point  matériel  libre  M  proporlionuellemeut 
È  la  distance  :  trouver  le  mouvement  du  point  M. 

(La  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  dosj's  est  une  ellipse  de  centre  O.) 

17.  La  force  centrale  produisant  le  mouvement  d'un  point  est  proportionnelle 

il  — ,  V  désignant  la  vitesse  du  mobile,  >■  sa  distance  au  centre  des  forées,  0  lu 

P 
ravon  de  courbure  de  la  trajectoire. 

(Res 


IS.   ÎSIouvement 
iUnte.  Discuter  1 

d'un  point  sollicité  par  une  force  centrale  d'in 
a  trajectoire  (0  est  donné  en  fonction  de  r  par  t 

vne  intégrale 

;lliptique.  On  ver 
,ical). 

Ta  plus  loin,  à  propos  des  équations  intrinsèqnei 
ur  une  surface,  que  l'on  peut  ramener  au  problèi 

ne  précédent 
m  d'axe  ver- 

!■■=- 


^i-'(a'-l-b')       S/.-a'/>'~\ 


a  est  la  distance  initiale  du  point  an  point  attirant.  La  vitesse  initiale  est  poipen- 
diculaire  au  rayon  vecteur  initial  et  a  pour  valeur  -  • 

{La  trajectoire  est  la  ti'ansformée  par  rayons  vecteurs  réciproLjues  d'une  ellipse 
par  rapport  à  son  centre.) 
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(I  poiiil  sollicite  piir  la  fore 


bfiii^.) 


i\.  Forces  centrales  avec  résistance  de  mUieii.   —  L'n  point  de  mas^e  I  se 

meut  sous  l'action  d'une  force  centrale  F  et  d'une  résistance  lî  tangente  à  la  tra- 

ji^cluire.  Démontrer  que  la  ti-ajectoïrc  est  plane.  Puis,  prenant  le  plan  de  la  trn- 

.     .  ^  .  .  .      ^y  '^i"  t 

jcct'iiL'c  pour  pian  des  xy,  et  désignant  par  S  la  quaniitû  "^ -^7  ~ y 'Ât'  'P^^P 

dislance  de  la  tangente  au  centre  des  forces  O,  et  [lar  f  le  rayon  de  courbure, 

démontrer  ies  formules  F  =  — —5  —7  Ri.-.:_....  _. 

/  rfar  S  dx  ,       ,,„, 

On   peut  nartir  de   'identilo  — -  =  ■ — , -r-   quon  dilVcrenUe,  en  se  rap- 

P      '         -  cil        a:  dy  ~y  dx    ' 

\»^\-M\.ilv.eccdy~ydr.=pdi!,dyd'a;~dx<fy  =  —,  v  =  ^^=^-^-J  ha  psr- 
liculier,  si  R.  =  /:i'',  on  a  l'intégrale  S—  \.e''  qui  remplace  l'intégrale  des  aires, 
n  désignant  l'arc  de  courbe  parconrn. 

(ScAcci,  Comptes  rendus,  l.  LXXXVIII.) 

a.  Si,  dans  l'csevcicc  précédent,  on   suppose  li  = /.i',  ré-islance  proportion- 
nelle a  la  vitesse,  on  a  l'intégi^ale 


23.  Mouvement  d'un  point  de  masse  1  sollicité  par  une  force  centrale  égale  à 
—  lii  —  -'-'.  Cette  loi  de  force  est,  avec  une  approximation  suffisante  pour  l'As- 
Ironomie,  l'expression  approcliée  de  l'attraction  d'un  sphéroïde  sur  uu  point 
éloigné.)  (Cyloéx,  Comptes  rendus,  l.  XCI,  p.  957.) 

2\.  llouvement  d'nn  point  matériel  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnelle- 
ment H  la  distance  et  soumis  à  une  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  la 

(Trajectoire  plane;  x  el y  sont  donnes  en  fonction  do  t  par  des  équations  dif 
férenlicHcs  linéaires  à  coefriclcnls  conslanis.  Discussion.) 
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CHAPITRE  XI. 


MOUVEMENT  D'UN  VOm  SL'R  IJAE  COUÎIBK  FIXE 
ÛC  MOBILE. 


I.  -  MOUVEMENT  SUR  UNE  COORBE  FIXE. 

2-M.  Équation  du  mouvement.  —  Soient  G  la  coin-bc  sur  la- 
quelle le  point  est  assujetli  à  se  aiouvoir,  et  JJF  la  i(îsullanlc  des 
forces  extérieures  qui  ag-issent  sur  le  mobile.  Celoi-cî  exerce  sur 
la  courbe  une  cei'taine  pression,  et  îa  courbe  agit  sur  le  mobile 
par  nue  réaction  égale  et  opposée  qui  est  normale  à  la  courbe 
Cixe,  si  l'on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  tle  frottement.  Le  point  peul, 
par  suite,  être  considéré  comme  libre  dans  l'espace,  à  la  condition 
qu'on  lui  applirpicla  force  F  et  laréaciion  normale  MN  {/'g'-  '^j)- 


Puisque  la  position  du  mobile  sur  la  courbe  dépend  d'un  seul 
paramètre,  il  suffit  d'une  seule  équation  ne  contenant  pas  la  réac- 
tion pourdéfîoir  le  mouvement.  Cette  équation  esl  donnée  par  le 
théorème  des  forces  vives  sous  la  forme 

f^  ^  =  xd^  -i-  Xdf  -i-  7.d:, 

cquaùon  où  n'entre  pas  le  travail  de  N,  puiscpie  la  réaction  rcs- 
taiu  normale  au  déplacement  ne  produit  aucun  trav^ill. 
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rir.iPiTniî  XI.  —  MOi;vEME>-T  d'us  point  suit  ti.\e  coubbe.    4i 
Pour  achever  le  calcii],   on  exprimera  les   coordonnées   d'i; 
>oliU  (le  la  coiirke  en  fonction  d'un  paramètre  q 


(■).)  Xrfa--i-Yrf/M-Z(/3  =  (Xo'  +  Yi!-'  +  Zra')A/  =  Q*/, 

Q  désignant  la  rpiantité  Xa' -h  Y^^- Zra'.  Dans  le  cas  le  plus 
général  qui  puisse  se  présenter,  la  force  dépend  à  la  fois  de  la 
position  du  mobile,  de  sa  vitesse  et  du  temps.  Les  composantes 
X,  Y,  Z  et,  par  conséc|iienl,  Q  seront  alors  les  fonctions  de  q, 

il. 


t  l'équation  (i),  écrite  sous  la  fort 


,;    ^'(^'._:_i'3  +  ^'.)| 


mh^'-'- 


sora  une  équation  différentielle  du  second  ordre,  donnant  q  en 
l'onction  de  t. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  force  ne  dépend  que  de  la  position 
du  mobile,  Q  est  une  fonction  de  cj  seulement  et  l'intégi-ation  de 
l'équation  se  ramène  à  des  quadratures.  L'équation  des  forces 
vives  donne  en  effet 

d'-^-  ^-  Qdq,         '^  —  ^Jlh  =  Ç   Qdq. 

après   avoir  remplacé    y-    par  sa 


-  +  f  Jl^ 


valeur  (i) ,  ( -^  j    en  fonction  de  q 

Le  problème  est  ainsi  résolu  par  deux  quadratures  suc( 
L'expression  de  -~  comporte  un  double  signe  ;  au  début  du 
mouvement  on  sait  qiiel  signe  il  faut  prendre,  carie  sens  delà 
vitesse  initiale  donne  le  signe  de  la  valeur  initiale  de  -^;  on  con- 


y  Google 


4o8  TtlOISIÈME    PARTIE.    —    DYXAîdQlE    DU    POINT. 

servcra  ce  signe  laut  que  -tt  ne  s'annulera  pas  ;  si,  an  boiiL  tl'un 

temps  fini,  f{q)  s'annule,  la  vitesse  s'annule  ;  le  sens  de  la  com- 
posante tangenlielle  de  la  force  détermine  alors  le  sens  du  mou- 
vement et,  par  suite,  le  signe  de  -~- 

Lorsqti'il  existe  une  fonction  des  forces  U (^,j-,  ;),  la  pren]I(''re 
intégration  est  immédiate;  on  a 

/i  ayant  pour  valeur — '^-  —  U{:Co,/oî  ^<^)■  0"  achève  le  calcul 
comme  ci-dessus,  en  remplaçant  x,  y,  z-  par  leurs  expressions  en 
fonction  de  fj. 

2-io.  Stabilité  de  l'équilibre.  -  ■  Supposons  que  la  force  X,  Y,  Z 
ne  dépende  que  de  la  position  du  mobile,  la  quantité  Q  est  alors 
une  fonction  de  q  seulement,  et  ponr  trouver  les  positions  d'équi- 
libre il  faut  trouver  les  valeurs  q  annulant  Q  (n°96}.  Ce  pro- 
blème conduit  aux  mêmes  calculs  que  la  reclierchc  des  maxlma  et 
niinima  de  la  fonction 

qui  n'est  définie  qu'à  une  constante  additive  près.  Nous  \ouloiis 
démontrer,  d'après  Lejeune-Dîrichlet,  que  si,  pour  une  valeur 
q^a,  cette  fonction  U  est  réellement  maximum,  la  jiositlon 
d'équilibre  correspondante  est  stable. 

Pour  simplifier,  nous  pouvons  supposer  «^  o,  car  cela  revieiil 
à  prendre,  comme  nouveau  paramètre,  q  —  «au  lieu  de  q.  Nous 
pouvons  aussi  supposer  que  la  fonction  '^{q)  s'annule  dans  la 
position  d'équilibre  considérée,  (/  =  o  ;  car  cela  revient  à  déter- 
miner convenablement  la  constante  arbitraire  qu'on  peut  ajouter 
à  \i{q),  c'est-à-dire  à  prendre 


tu •■/;-/    Q'^ï- 


La  fonction  U((/)  est  alors  nulle  et  maximum  pour  q  ^o  :  cela 
veut  dire  que,  e  étant  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  à 
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une  certaine  limiLe  fixe,  la  fonction  U((/)  est  négative,  pour  loiilcs 
les  valeurs  de  q,  autres  que  o,  vérifiant  la  seule  condiilon 

(,)  -^^iU. 

Ce  nombre  s  étant  choisi  arbitrairement  aussi  petit  qu'on  le 
veut,  déplaçons  le  mobile  de  la  position  d'équilibre  pour  l'amener 
dans  une  position  initiale  correspondant  à  «ne  valeur  q^  du  para- 
mètre comprise  entre  —  s  et  +  s,  et  imprimons-lui  une  vitesse 
initiale  f'o.  Nous  allons  montrer  qu'on  peut  assigner  des  nombres 
positifs  a  et  p  tels  que,  sous  les  seules  conditions 

le  mobile,  dans  le  mouvement  qui  se  produit,  ne  sorte  pas  des 
positions  limites  correspondant  aux  valeurs  ih  s  du  paramètre  9, 
et  même  n'atteigne  pas  ces  11  mil  es.  En  effet,  U{2)  etU{ —  s)  éiani 
des  quantités  né§;atives  et  non  nulles,  on  peut  déterminer  un  nombre 
positif  j!)  qui  soit  plus  petit  à  la  fois  que — U(£)  et  — ^  U{ — s), 
de  sorte  que  la  somme  ^  {q)  -\-  Pi  ])ositive  pour  q  :=  o^  devienne 
négative  pour  ç  =:  dz  s.  D'après  le  tliéorème  des  forces  vives,  on 
a,  dans  le  mouvement  qui  se  produil, 

^--  U(5)+  -^"^  -L'(g.). 

Délcrmlrioiis  l'o  ut  q^  par  les  coriLlltlons 

la  première  donne  pour  (-■„  une  limite  supérieure  a  égale  à  1/  -> 
la  deuxième,  à  cause  de  la  continuité  de  la  fonction  "^{q)  qui  s'an- 
nule pour  ^  :=  o,  exige  que  qn  soit  en  valeur  absolue  inférieur  à 
un  certain  nombre  positif  p.  Alors,  si  ces  conditions  sont  rem- 
plies,  on  a 

et  il  est  évident  que  q  ne  peut  pas  atteindre  les  limites  ±  s,  car, 
si  q  atteignait  une  de  ces  limites,  la  demi-force  vive  —^  >   qui  est 


■  --  C 
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essentiellement  positive,  devrait  être  phis  petite  qi7e  le  second 
membre,  qui  devient  négatif  pour  q  =^  ±  z\  ce  qui  est  absurde. 
L'équilibre  est  donc  bicit  stable. 

Remarque.  —  Lorsque  la  force  dépend  de  la  vitesse,  Q  dépend 
de  q  cl  -^  ;  pour  obtenir  les  positions  d'équilibre,  il  faudra  cher- 
eher  les  valeurs  de  q  qui  annulent  Q,  sous  la  condition  -^  ;=  o. 
Une  de  ces  positions  étant  trouvée,  pour  reconnaître  si  elle  est 
stable  ou  instable,  il  faut  étudier  le  mouvement  dn  point  en  le 
supposant  infiniment  peu  écarté  de  cette  position  et  animé  d'une 
vitesse  initiale  infiniment  petite.  On  trouvera  dans  la  lliéorie  du 
mouvement  du  pendule  simple,  soumis  à  une  résistance  de  milieu 
proportionnelle  à  y,  nn  exemple  de  la  marche  à  suivre.  Nous  dé- 
velopperons plus  tard,  d'une  manière  systématique,  l'étude  des 
petits  mouvements  autour  d'une  position  d'équilibre  stable. 

2-46.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe  fixe.  —  Pr(!- 
nons  trois  axes  roclaogulaires,  l'axe  des  j  étant  une  verticale 
dirigée  vers  le  haut.  Les  projections  de  la  force  étant  {_fiff.  i58) 


le  Uiivail   élémentiiire  du  poids   est  —  ingdz,   et  l'équailon 
forces  vives  donne  immédiatement 


formule  qu'on  peut 
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(Considérons  ic   plan  II  dont  l'équau'on  est  :  =  «,   ht  distance 
Ml*  du  mobile  à  ce  plan  est  a~:,  de  sorte  ([ue  sa  vitesse  est 


l.a  viilciir  Qiiiiiéii([iic  de  la  vitesse  est  donc  la  mgmc  que  si  le 
point  était  tombé  verticalement  de  P  en  M  sans  vitesse  initiale. 

Supposons  que  la  combe  considérée  soit  fermée;  deux  cas  peu- 
vent se  présenter,  suivant  que  le  plan  fl  coupe  ou  ne  coupe  pas 
<>ettc  courbe.  Quelle  que  soit  la  position  initiale  M,,  du  mobile, 
on  peut  toujours  le  lancer  avec  une  vitesse  v^  suffisamment  grande 
pour  que  le  plan  II  soit  aussi  haut  qu'on  le  voudra,  puisque  l'on  a 
((  =z  -ï-  -I-  z„.  Supposons  donc  Vq  assez  grand  pour  que  II  soil  au- 
dessus  de  la  courbe,  la  vitesse  ne  s'annulera  jamais,  et  le  mobile 
toiirncva  indéfiniment  sur  sa  trajectoire.  Le  mouvement  sera  pé- 
riodique, la  vitesse  niaxima  se  produisant  au  point  le  plus  bas,  et 
la  vitesse  minima  au  point  le  plus  haut. 

Admettons  maintenant  que  le  plan  II  coupe  la  courbe.  Soient 
A,  A'  deux  intersections  consécutives;  supposons  le  mobile  lancé 
du  point  le  plus  bas  Mq  de  l'arc  A  A' vers  l'extrémité  A.  On  voit 
aisément  que  le  mobile  arrivera  aussi  près  du  point  A  que  l'on 
voudra;  en  effet,  la  vitesse  entre  Mq  et  B  restera  constamment 
supérieure  à  y/a^.BIÎ|,.BB|  étant  la  distance  de  B  au  plan  II,  et  le 
mobile  arrivera  nécps.saireraent  en  B  au  bout  d'un  temps  fini.  Si 
la  tangente  en  A  n'est  pas  horizontale,  le  mobile  atteindra  ce 
point;  on  a,  en  effel, 


(S)" 


Ojiiiptons  les  arcs  à  partir  de  Mo,  et  le  temps  à  partir  de  l'instai 
nitial;  puisque  s  croît  avec  t,  on  de\ra  prendre  le  signe  -\-  dai 
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Si  la  tangente  en  A  n'est  pas  horizontale,  -y-  reste  fini  pour  z  :=.a, 
et  l'élément  de  l'intégrale  devient  infini  de  l'ordre  ^  ;  donc  cetlr 
intégrale  reste  finie  lorsque  z  tend  vers  a.  Le  icmps  T  f[nc  met 
le  mobile  à  arriver  en  A  est  alors  donné  par 


'■.■gj 


Apres  avoir  alleinl  le  point  A,  le  mobile  redescendra  vers  Mo,  y 
arrivera  avec  la  vitesse  ('„  et  repartira  sur  l'arc  M^A',  oit  le  mou- 
vement sera  analogue  et  durera  nn  temps  T)  si  la  tangente  en  A' 
n'est  pas  horizontale.  Le  mouvement  esl  donc  une  oscillaiion  de 
A  en  A',  cliaque  oscillation  simple  avant  ponr  durée  T  +  T). 

Nous  pouvons  donner  deux  limites  entre  lesquelles  T  devra 
être  compris;  ces  deux  limites  seront  d'autant  plus  voisines  que 
l'arc  MoA  sera  pins  petit.  Si  l'on  pose  -j-  =  Y'  ^^  *^^'  '^'■^^  ''*-'"  ^ 

ds"        ds         p 

p  étant  le  rayon  de  conrbure  et  y'  le  cosinus  de  l'angle  que  fait 
ce  rayon  de  courbure  avec  l'ase  des  2,  eosinus  qui  est  positif,  car 
l'ande  esl  aigu.  Soient  k,  K  les  limites  de  -  pour  l'arc  considéré, 
on  aura  entre  Mij  et  A 


on  en  conclu!,  en  intégrant,  que 

car  cette  fonction  qui  s'annule  pour  s  =i  o  est  constamment  dc- 

croissanle,  d'après  l'inégalité  qui  précède.  La  fonction  primitive 

K    »  ■  ■  1.       ■  .     -  <  11 

:■  —  -;-  s^  sera  par  suite  toujours  décroissante;  écrivons  qii  elle  esl 
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CIUIMTRK    XI.    —    MODVEMIiXT    D    UN    POINT    SUR    UNE    CO 

constamment  supérieure  à  sa  valeur  finale,  nous  aurons 


1  par  le 
membre  dans  l'expression  Je  T,  on  aura 

lanl  tle  l'inégalité  -j-l-  —  !(ào,  on  trouverait  de  la  niâme 


T< 


iv/è 


Si  l'on  diminue  la  vitesse  initiale  de  façon   à   abaisser  !c  plan  II 
jusqu'au  voisinage  de  My  ,    les   deux  quantités  K    et  k  tendent 

simultanément  vers  la  même  limite,  à  savoir  la  valeur  de  -  au 

P 
point  le  plus  bas,  valeur  que  aous  caractérisons  par  l'indice  o. 
Par  conséquent,  lorsque  l'oscillation  aura  une  amplitude  infini- 
ment petite,  la  durée  d'une  demi-oscillailon  simple  sera  -  (/-^ 
eiroscillaliou  simple  aura  pour  durée  i:  1/ -^'  si,  pour  la  por- 
tion M,,  A.' de  la  trajectoire,  la  quantité  -  a  même  limite  que  pour 
la  portion  MqA.  En  particulier,  si  la  trajectoire  est  uo  cercle  de 
rayon  R  dans  un  plan  vertical,  on  retrouve  l'expression  connue  de 

la  durée  d'une  oscillation  infiniment  petite  t:  l/-- 

Revenons  maintenantaux  oscillations  d'amplitude  finie,  et  con- 
sidérons le  cas  où  la  tangente  en  A  est  horizontale.  Rappelons  la 
formule  qui  donne  le  temps 
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Lorsque  s  Icnd  ve 

■s  a,  s  tend  vers  la  lon-iiciir  /  de  1' 

rc  M„  A 

-p^^  croît  indéfini 

lent,  -[  ég-alcnient.    rreoaiU  s  pou 

•  varlabl 

Indépendante,  on  au 

Soit  )>  l'ordre  de  Pinfiniment  pelJl  a  —  z  pai'  rapport  à  s  —  Idans 
le  voisinage  de  5= /.l'élémenl  de  l'intégrale  sera  infini  d'ordre 
-  par  rapport  à  ■ — —,;  si  7  est  5  i ,  l'intégrale  qui  donne  l  croîtra 
indéfiniment;  si,  au  contraire,  on  a  -  <;i,  l'intégrale  restera  finie. 
Le  premier  cas  se  présente  pour  un  point  ordinaire,  où  l'on  a  î.^  a, 
comme  on  le  voit  eu  développant,  parla  formule  de  Tajior,  s  consi- 
déré comme  une  fonction  des  dans  le  voisinage  de. î=^ /et  remarquaui 
que  -3-  est  supposé  nul  pour  5  =  /.  Le  second  cas  peut  se  présenter 
pour  un  point  de  rebroussement,  oii  en  général  ).  =  -.  Si  donc 
Aest  un  point  ordinaire  à  tangente  horizontale,  le  mobile  s'appro- 
chera indéfiniment  de  ce  point  sans  jamais  Tatteindre.  Si  A  est  un 
point  de  rebroussement,  le  mobilepeut  y  arriver  sans  vitesse  et  s'ar- 
rêter dans  celte  position  d'équilibre.  On  en  trouvera  un  exemple 
dans  l'exercice  (5). 

247.  Réaction  normale.  Équations  intrinsèques.  —  Si  l'on  aji- 
plique  les  équations  intrinsèques  du  mouvement  (n"200),  on 
trouve  d'une  part  l'équation  du  mouvement,  d'anire  pari  deux 
équations  permettant  de  calculer  la  réaction  normale. 


Menons  en  M  la  tang^ente  MT  dans  le  sens  des  arcs  croissants. 
Soit  MC  ^=  û  le  raj'on  de  courbure  principal  (fig-  i^g);  menons 
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la  binormalc  MB.  Les  éqLiaUons  inlrmsèques  du  mouvemcnl 
seront  acltieilcmenL 

(,)       F.  =  '"J'         (.)  F„  +  K„  =  «.  ~.         (3)F,  +  N„  =  o; 

oav  les  seules  forées  agissant  sur  M  sont  F  cl  la  rcaction  nor- 
male N, 

La  première  de  ces  équations,  qui  n'est  autre  qtie  l'équation 
des  forces  vives  sous  une  autre  forme,  donne  le  mouvement  sur 
la  courbe,  car  elle  est  indépendante  de  la  réaction;  les  deux 
autres  donneront  ensuite  la  réaction  normale  par  ses  composantes 
N„,Nb.  Le  calcul  se  simplifie  lorsqu'il  j  a  une  fonction  de  forces  U. 
Dans  ce  cas,  l'équation  des  forces  vives  est 

"'-■  =  "+"■ 

et,  en  portant  cette  valeur  de  c^  dans  Téquation  (a),  on  pourra 
entièrement  déterminer  la  réaction  sans  connaître  le  mouvement. 
L'équation  (i)  écrite  sous  la  forme 

17   _       dv  ds  ^  cfc  _  I  àmr'^ 

'  ds  dt  ds       a     ds 

est  bien  identique  à  celle  des  forces  vives.  Elle  montre  que  le 
mouvement  ne  change  pas,  si  l'on  déforme  la  courbe  sans  changer 
sa  longueur  et  si  l'on  modifie  la  force  F  sans  changer  sa  compo- 
sante tangentielle  F(,  Cette  opération  modifiera  uniquement  la 
réaction  normale.  En  particulier,  on  peut  de  cette  façon,  sans 
changer  le  mouvement,  transformer  la  courbe  ea  une  droite,  ei 
ramener  le  problème  à  une  question  de  mouvement  rëctiligne. 

Application.  —  Comme  application  de  ce  qji  précède,  nous  démon- 
trerons le  théorème  suivant  : 


Supposons 

qu'un  mobile  parlant  de  Mo  décriv 

e  libremei 

lit  une  trajectoire 

C,  lorsqu'on 

le  lance  avec  des  vitesses  successiv 

es  (i'„,  uj, 

...  ,  sous  l'action 

de  forces  qu 

i  respectivement  sont  F',  F",  . . . ., 

,  pour  ch; 

icun  des  mouve- 

ments.  Admi 

ittons  maintenant  qu'on  lance  ce 

mobile  su 

r  une  courbe  fixe 

qui  réalise  ir 

latériellement  C  et  qu'on   le   soun 

lette  au  i 

;yslème  de  forces 

a-F'XF',.. 

. ,  agissant  en  même  temps,  a',  <x". 

,  ...   élan 

t  des  constantes; 

dans  ce  dei 

•nier  cas,   la  réaction  normale 

de  la  co 

url/e  est  dirigée 
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Soient  v',  if,  p",  ...  les  vitesses  que  possède  successivement  le  mobile 
au  point  M  dans  la  première  sërie  d'expériences.  Les  équations  intrinsèque? 
d'un  quelconque  de  ces  mouvements,  du  premier  par  exemple,  seront 


Dans  la  dernière  expérience  le  point  n'est  pas  libre,  ii  faut  doi 
maie  de  la  courbe  fixe  et  les  équation; 


-(-a'FB-t-a"F^-l-a'"FB  +  .... 
ons  (i),  on  a  d"abord  N,i  =  o,   pui 


C  ayant  pour  valeur 


Cette  cgalilé,  jointe  à  Nii=  u,    démontre   le   théorème  que  nous  avions 

On  pourra  disposer  de  la  vitesse  initiale  de  façon  à  annuler  la  constante 
C.  Dans  ce  cas,  la  réaction  sera  constamment  nulle  et  le  point  décrira 
librement  la  courbe  donnée.  Ce  dernier  résultat  est  dû  à  0.  Bonnet. 

Par  exemple,  un  point  matériel  peut  décrire  librement  une  ellipse  sous 
l'influence  d'une  des  cinq  forces  suivantes  r  une  attraction  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  de  la  part  de  chacun  des  foyers,  une  attrac- 
tion proportionnelle  à  la  distance  au  centre,  et  enfin  des  attractions  des 
axes  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance.  Si  donc  on  force  le  point 
a  décrire  l'ellipse  sous  l'action  de  ces  cinq  forces  simultanées,  en  le  plaçant 


y  Google 


dans  (les  condilions  Iniliales  quelconques,  la  pression  sur  l'ellipse  varie  imi 
raison  inverse  du  rayon  de  courbure. 

âiS.  Pendule  simple.  —  Un  pendule  simple  est  conslitué  par  un  point 
matériel  pesant  mobile  sans  frottement  sur  une  circonférence  située  dans 
un  plan  vertical  {fig-  160). 


Prenons  les  a>Les  indiqués  sur  la  figure  et  supposons  ie  mobile  lan< 
point  le  plus  bas  Mo(i  =  —  /)  avec  une  vitesse  initiale  fo;  le  théorèm 


'igia 


^) 


1°  Supposons  d'abord  que  !a  di'oite  ii(s  ^  a)  coupe  le  cercle  en  A,  A', 
c'est-à-dire  que  l'on  ait  a  <_  l,  ou  co  <  2  /ïg:  Gomme  nous  l'avons  vu,  le 
mouvement  consistera  en  oscillations  isochrones  entre  A  et  A'.  Pour  étu- 
dier le  mouvement,  nous  prendrons  pour  variable  l'angle  MoOM  =  0.  On 


z  = 

-icose,        a  =  -l 

en  appelant  et  l'angle  d'é 

art  maximum  M„OA. 

Avec  celte  variable  0, 

'expi'ession  de  la  vîtes 

ds        /df) 

"-dt-^t 

et  l'équation  des  forces  vives  devient 
qu'on  peut  écrire 


y  Google 


Nous  prendrons  le  signe  +  en  supposant  que  le  mobile  moi 
comptant  le  temps  à  partir  du  moment  où  le  mobile  part  de  M,,,  < 


l/f 


-/ 


^/.^: 


v/f-X^' 


^(i-u')(i-A^a'~) 


On  est   ainsi   ramène   à  une  intégrale  elliptique  et  l'ùqui 
peut  s')icrire 


-  =  »('l/f) 


-h\/-*-""v/f-''"('v/?)^ 

on  obtient  ainsi  les  coordonnées  ZsinO  cr.  /cosO  du  mobile  en  fonction 
uniforme  du  temps. 

Pour  avoir  le  temps  T  que  met  le  mobile  à  iiller  de  M^  en  A.,  il  faut 
faire  varier  Q  de  o  à  a,  c'est-à-dire  u  de  o  à  i  ;  done,  en  posant  eomme 
d'ordinaire 

K^r'-^__/" 

on  aura  pour  T  la  valeur  K  t  /  -  et  la  durée  de  l'oscillation  simple  sera 
aKl  / —  Si  l'on  ajoute  cette  quantité  à  (,  le  mobile  doit  prendre  la  po- 
sition M'  symétrique  de  M  et  sinfldoit  changer  de  signe,  ce  qui  fournit  une 
vérification  de  la  formule  connue 

sn(,a7-l-2K)  =  -sna-. 
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Il  691  Utile  d'avoirledéveloppement  (le  T  suivant  les  puissances  de  sin  -, 

c'est-à-dire  celui  de  K  suivant  les  puissances  croissantes  de  k.  Pour  obte- 
nir ce  développement,  nous  écrirons,  d'après  la  formule  du  binôme, 


+  —  /,'((! -^  ...  -4-  ''^'f'.'"  — '/:S"m2"+  ... 

■>..',  2  .  4  ,  i)  .     .  .  .    ■!  /J 

Lt,  en  nous  apjjuyant  sur  la  formule  facile  à  établir 

r'  II"-" dit     _  ^  T.^.5  ..  ■  an  — r 

Tour  les  oscillations  infinimcnl  petites  (ï  =  o),  on  trouve  ainsi  la  formule 
l'our  les  oscillations  de  faible  amplitude,  on  pourra  remplacer  sin-  par 

2"  Il  nous  faut  maintenant  considérer  ic  cas  où  la  droite  II  ne  rencontre 
pas  le  cercle,  c'est-à-dire  où  l'on  a  «  >  ^.  L'équation  des  forces  vives 
(.!  =  a^(<t  — s)  peut  s'écrire 

'■(S)"-^<-'»«)-*'(«-'-'-") 

en  posant  /-^ -=  -^^y,  k'-  est    plus  petit  que  i  puisque  a  est  plus  grand 
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que    l.   En    rtsolvani   par   rapport   à    dl    ■ 


^::^^l       ^  ^/.-*--î 


/ 


>oinfllc-\ariablo,  il  v 


c'est-à-dire  siii^  =  sn(>.0-  0"  ^n  déduit 

Lu  temps  T  (|iip  niPt  le  mobile  à  arriver  au  point  !e  plus  haut  s'obtipnt 
en  faisant  varier  0  de  o  à  t.,  c'est-à-dire  w  de  o  à  i  ;  on  a  donc 


-(O'^-i^y*---]- 


3°  Il  reste  enfin  à  traiter  le  cas  intermédiaire  où  la  droite  II  serait  tan- 
gente à  la  circonférence  donnée  ;  a  ~  L  On  peut  alors  effectuer  les  inté- 
grations à  l'aide  de  fonctions  exponentielles,  car  le  module  k^  des  fonctions 
elliptiques  précédentes  devient  égal  à  i.  Revenons,  en  effet,  à  l'équatinii 
des  forces  vives  v^  =  ^g{a  —  s),  nous  l'écrirons 


^f<.l08i.«s('  +  f)- 


La  constante  d'intégration  est  nulle  puisque  t  doit  s'annuler  avec 
Lorsque  (  croit  indéfiniment,  fl  tend  en  croissant  vers  la  limite  tu;  le  ii 
bile  s'approche  indéfiniment  du  point  le  plus  haut  sans  jamais  l'atteincl 
Ce  point  est  une  posilion  d'équilibre  instable. 
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Calcul  de  la  réaction.  —  La  réaction  en  chaque  point  esl  dirigée 
vanl  le  rayon  du  cercle;  on  la  compte  positivemeni  v 


jnde  des  équatioi 


ia  valeui'  algébrique,  la 


a  projûci 


N  =  ^^  (,,  _  ^ 


faction  décroît  donc  quand  le  point  s'élève  sur  le  cercle,  et  son  masi- 
I,  essentiellement  positif,  a  lieu  pour  le  point  le  plus  bas.  Cette  réac- 
s'annule  et  change  de  signe  aus  points  où  la  circonférence  est  coupée 


D'après  ce  qui  précède,  si  l'on  suppose  le  mobile  lance  dans  un  tube 
circulaire,  le  point  pressera  sur  la  paroi  extérieure  du  tubf  quand  la  réac- 
tion N  sera  positive,  et  sur  la  paroi  intérieure  quand  N  ^era  négative.  I* 
plus  souvent,  le  point  mobile  est  relié  au  point  Tixe  pat  un  fil  flexible  ;  tant 
que  la  réaction  est  positive,  le  fil  reste  tondu  ;  mars  lorsque  api  es  s'être  an- 
nulée elle  devient  négative,  le  point  tend  à  se  rappiocher  du  i,enire,  et  le 
m  ne  peut  le  maintenir  sur  la  circonférence.  Si  l'on  néglige  la  masse  du 
fil,  le  mobile  quittera  la  circonférence  au  point  où  N  =  o  et  se  déplacera 
librement  sous  l'action  de  son  poids;  il  décrira  donc  une  parabole  qui  se 
raccordera  avec  le  cercle.  Au  point  de  contact  de  ces  deux  courbes,  le 
rayon  de  courbure  sera  le  même;  en  efl'et,  la  vitesse  du  mobile,  ainsi  que 
les  forces  qui  agissent  sur  lui,  varient  d'une  façon  continue  au  moment  où 

le  mobile  quitte  le  cercle;  l'équation  intrinsèque  qui  donne montre 

alors  que  le  rayon  de  courbure  varie  aussi  d'une  façon  continue,  et  les  deux 
courbes  sont  bien  osculatrices,  au  point  de  contact.  La  parabole,  ayant 
son  axe  vertical,  est  entièrement  déterminée  par  la  condition  d'être  oscu- 
iatrice  au  cercle,  au  point  considéré. 

Cherchons  maintenant  à  quelles  conditions  doivent  être  assujetties  les 
données   pour   que   le   mobile    quitte  ou  ne   quitte   pas   1 

Considérons  les  d 


i  (=  =  y  )  et  UU  =  a)  ifig.  i6o).  Si  a  est  n 


yGoosle 


gatif,  la  réactionnes'aniiulerajamaisicai-,  la  droite  A  étant  située  au-dessus 
de  la  droite  n,  le  mobile  qui  oscille  entre  A  et  A'  ne  pourra  jamais  l'atteindre, 
et  la  l'éaction  restera  toujours  positive.  De  même,  si  -5-  est  supérieur  à  /, 

la  droite  i  sera  extérieure  au  cercle,  et  la  réaction  ne  s'annulera  pas;  le 
mobile  décrira  périodiquement  la  circonférence  d'un  mouvement  continu. 
La  réaction  ne  s'annulera  donc  qne  si  l'on  a 


v^  désignant,   comme  plus  haut,  la  vitesse  au  point  le  plus  bas. 

2i9.  Mouvement  du  pendvile  simple  dans  un  milieu  résistant.  —  Si 
l'on  veut  tenir  compte  de  la  résistance  du  milieu  où  se  fait  le  raouyement, 
il  suffit  d'ajouter  aux  forces  N  et  —  mg  qui  agissent  sur  le  mobile,  nue 
troisième  force  Rdirigée  suivant  la  tangente,  en  sens  inverse  du  mouve- 
ment et  croissant  avec  la  vitesse. 

L'équation  des  forces  vives  ou  la  première  des  équations  intrinsèques 
du  mouvement 


-m^sinO- 


é.quation   dans  laquelle  les  projections  sont  faites  sur  la  tangente  dirigée 
dans  le  sens  des  arcs  positifs. 

1°  Nous  traiterons  le  cas  des  oscillations  très  petites  dans  un  milieu 
où  la  résistance  est  proportionnelle  à  la  vitesse.  Dans  ces  hypothèses. 


Cette  équat 
vement  ascendant,  car  le  signe  de  R  change 
L'équation  du  mouvement  est  une  équatiot 
stants;  pour  l'intégrer,  posons 
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as,  pour  déterminer  r,  l'équatio 


<±^/*.- 


Si  l'on  suppose  la  vcsistaiice  trÈs  faible,  ces  deiis. 
naires,  et  nous  pourrons  poser 

,---/.±:'^l        avec         u."-^^  - 
,  _-/.b.^;         avec         1^   -  V  - 

rie  sorte  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  du  mi 


dO 


;'[(Bî.-AA-)eos[x;-(A,a  +  B/Osinj^(j. 


Supposons  le  mobile  abandonne  sans  vitesse  initiale  du  point  M^;  soit  % 
l'angle  d'écart  initial.  En  faisant  t  =  o  dans  les  formules  précédentes,  on 


A  =  Oo ,  B  = 


leurs  des  constantes,  la  valeur  di;  la 


Le  mobile  partant  de  Mj  déc 


de  cercle  Mo-Mi  et  arrive  jusqu'ci 


point  Ml  (^^,  i6i)  oii  la  vitesse  s'annule;  la  durée^i  de  cette  demi-oscillation 
est  la  première  valeur  de  t  annulant  -j-j  c'est-à-dire  (i  =  — ■   Le  mobile 
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reviendra  ensuite  sur  ses  pas  jusqu'au  point  M^,  où  il  arri 
(j  =:  -J-,  et  ainsi  de  suite;  les  oscillations  sont  isochrones 
A'ide,   mais  la  durée  des  oscillations  est  un  peu  augmci 
|i  <  t  /  y  et,  par  conséquenl,  -  >  it  1/  -  ■ 
Pour  étudier  les  variatioos  de  l'amplitude,  reportons-  r 


doncûi  esKOo.  A 

u  temps  ^5  =  —  on  aura 

Os  =  %e    v- 

,  et  ainsi  de  suite. 

Les   amplitudes   va 

rient    donc    en    progrei 

ision    géom 

étriqué    de    raison 

—  e"'^. 

2°  L'équation  du 

mouvement  s'intègre  eni 

îore  aisément,  même  pour  des 

oscillations  d'ampli 

lude  finie,  dans  le  cas  d' 

une  résistai! 

ice  proportionnelle 

au  carre  de  ladites 

se.  Pour  le  mouvement  ! 

iscendant,  ( 

>nn 

S  =-!--- 

($ï-' 

l'équation  du   mou 
— /-5. 

vi^ment  descendant  s'obtiendrait   en 

changeant   k^   en 

Prenons  pour  no 

»— — -S^ 

dW        dit'  dO            dd' 
'dt'^  dH  dï  ~       "dÔ  ' 

I  d(0'') 

-^.~dr 

et  i'cquation  du  nli 

luvement  deviendra 

■1    d6  l 

L'équaiion  privée  du  second  membre  a  pour  intégrale  générale 
fl'^=  Ae-'*^.  Nous  chercherons  une  intégrale  particulière  de  l'équation 
complète  de  la  forme  0'"=  X  cos&4- [isinB;  on.  voit  facilement  que,  pour 
satisfaire  a  l'équation  proposée,  il  suffit  de  faire 


/(4A^-t-0' 
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iiégrale  générale  s- 


On  aura  t  en  fonction  de  0  par  une  quadrature  qu'on  pourra  effectuer 
en  ternies  finis  dans  le  cas  d'amplitudes  très  petites. 

230.  Pendule  cycloïdal.  —  Nous  étudierons  sous  ce  nom  un  point  ma- 
tériel pesant  assujetti  à  se  déplacer  sans  frottement  sur  une  cycloïde  ù 
base  horizontale  située  dans  un  plan  vertical  et  tournant  sa  concavité  vers 
le  haut. 

Prenons  pour  origine  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe  et  pour  axe  des  s 
la  verticale  dirigée  vers  le  haut  :  soit  R  le  rayon  du  cercle  générateur. 

Rappelons  tout  d'abord  quelques  propriétés  élémentaires  de  la  cycloïde. 
Considérons  une  position  du  cercle  générateur  el  le  point  décrivant  M  ; 
la  normale  à  la  courbe  est  MB  (Jcg.  ifia),  le  centre  de  courbure  est  en  E 


symétrique  de  M  par  rapport  à  B,  et  le  lieu  du 
une  cycloïde  égale  à  la  cycloïde  donnée,  ayant  s 
la  tangente  MC  est  moitié  de  l'arc  OM  qui  sera  t 
Dans  le  triangle  rectangle  BMC,  on  a 

MC^=  EC.CP, 


entre  de  courbure  E  est 
i  sommets  en  AA'  ;  enfin 
isigné  par  s. 


-=.R  =  ,  dou  ^  =  ^^- 

La   projection  du  poids  sur   la   tangente   étant   égale    à   — 
—  m^~— ■  L'équation  des  forces  vives  ou  l'cquation  intrinscqu< 

dl'     ~       4R     " 
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THOIBlëïlE 

PAKTIJ 

No 
(Vun 

point 

rouvons  )a  e 
matériel  aili] 

■é  i)ar  Q 

DU    POINT. 


e  équation  que  dans  le  mouvemcnl  rcctilignc 
ar  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  dis- 
tance. Noua  aurons  pour  intégrale  générale 

'-■•-Va 

lorsque  le  mobile  sera  abandonné  sans  vitesse  initiale  à  une  distance  su  de 
l'origine.  Dans  ces  conditions,  le  temps  que  met  le  mobile  pour  arriver  au 

point  le  plus  bas  esl  T  =  ic  l  /  -  ;  la  d  urée  de  roscillation  est  donc  indépen- 
dante de  la  position  initiale  du  mobile,  c'est-à-dire  de  l'amplitude  :  le 
mouvement  est  dit  tautochrone. 

Huygens  a  réalisé  matériellement  le  pendule  cycloïdal  de  la  façon  sui- 
vante ;  au  point  de  rebroussement  O'dela  développée  il  attache  un  fil  dont 
la  longueur  4R  est  égale  à  l'arc  de  développée  O' A.  D'après  les  propriétés 
rappelées  plus  haut,  si  l'on  assujettit  le  fil  à  s'enrouler  successivement  sur 
les  deus  arcs  O'A ,  O'A',  rexirémiié  M  de  ce  fil  décrit  la  cycloïde  con- 
sidérée. 

Réaction  normale.  —  L'une  des  équations  intrinsèques  (.lu  mouvement 
donne 


en  appelant  îi  l'angle  de  ia  normale  avec  la  verticale  et  remarquant  que 
2  R  —  !  est  la  projection  de  MB  sur  la  verticale.  On  a  donc 


Dans  le  cas  particulier  où  le  mobile  serait  abandonné  sans  vitesse  a 
point  de  rebroussement,  on  aurait  a  =  sR,  le  premier  rapport  deviendra 
égal  au  deuxième  et  la  réaction  serait 


,a  réaction  est  alors  égale  e 
lale  du  poids  (Euler). 
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cHAPiTiiE  XI.  —  iiouvE.imKT  n'ty  point  suh  une  courbe.  4^7 
231.  MouTement  d'ua  point  pesant  sur  une  courbe  située  dans 
un  plan  vertical  avec  résistance  de  milieu  et  frottement.  —  Suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  que  la  courbe  loorne  sa  concavité  vers 
le  haut  et  que  le  mobile  se  meuve  en  sens  contraire  du  sens  O'S, 
choisi  sur  la  courbe  comme   sens   posilif  des  arcs  s  {fig-  i63). 


Appelons  7.  Tangle  que  fait  avec  une  horizontale  la  tangente  MT, 
menée  clans  le  sens  des  arcs  positifs.  Les  forces  agissanl  sur  le 
mobile  sont  le  poids  mg,  la  réaction  normale  N,  la  force  de  frot- 
tement/N  (n"  193),  et  la  résistance  de  milieu  R  =  wîy(c),  ces 
deux  dernières  forces  étant  dirigées  en  sens  contraire  de  la  vitesse, 
c'est-à-dire  suivant  la  tangente  MT.  Les  équations  intrinsèques 
donnent 


it-s 


»^-h/^-^ 


Éliminant  N  entre  ces   deux  éqnalions  et  remplat 

iv         I  dv^  ,,, 

T-  ou  7  — ,-î  on  a  1  équation 


dx 


Le  long  de  la  courbe  h  et  ^  sont  des  fondions  connues  de  s.  On 
a  donc  là  rine  équation  diiférentielle  du  premier  ordre  donnant 
f  en  fonction  de  .s.  Une  fois  cette  fonction  trouvée,  on  a  i  en  5 
par  une  quadrature.  Si  la  résistance  est  nulle  ou  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse  cp(c):^/'c^,  l'é(|uatioa  est  linéaire  en  c^  et 
l'on  peut  achever  les  calculs. 

Le  point  de  la  courbe  pour  lequel  sina  —fcosoi  est  nul  est  la 
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position  d'équilibre  limile  du  mobile,  en  tenant  compte  du  frotte- 
ment, si  l'on  appelle  aussi  /  ie  coefficient  du  frottement  au 
départ  (nM92). 

252.  Courbes  tautochrones.  —  Nous  avons  trouvé  plus  haut 
que  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  la  cjcioïde  est  tauto- 
chrone.  D'une  manière  générale,  considérons  un  mobile  assujetti 
à  se  mouvoir  sur  nne  courbe  matérielle  donnée  sous  l'action  de 
forces  également  données.  On  dit  que  la  courbe  est  tautochrone 
s'il  existe  sur  la  courbe  un  point  O'  tel  que  le  mobile,  étant  aban- 
donné à  lui-même  sans  vitesse,  revienne  toujours  en  O'  dans  le 
même  temps,  quelle  que  soit  la  position  initiale.  l--e  point  0' 
s'appelle />oinï  de  tautochronisme . 

Il  faut  tout  d'abord  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le  mobile 
est  sollicité  par  des  forces  dé|>endant  seulement  de  sa  position  ou 
par  des  forces  dépendant  aussi  de  la  vitesse, 

PiiEMiEK  CAS.  Les  forces  dépendent  uniquement  de  la  po- 
sition. —  Le  problème  se  pose  alors  comme  il  suit  : 

Soit  F(X,  Y,  Z)  une  loi  de  force  donnée,  X,  Y,  Z  étant  fonc- 
tion de  x,y,  s  seuls.  Sur  quelle  courbe  faut-il  assujettir  le  mo- 
bile à  glisser  sans  frottement  pour  que  le  moiivement  soit  tauto- 
chrone? 

Supposons  une  de  ces  courbes  tautocbrones  trouvées  et  comp- 
tons l'arc  s  à  partir  du  point  de  tautochronisme  0'.  L'équation 
du  mouvement  est 


Le  long  de  la  courbe  x^y,  z  sont  des  fonctions  de  s;  X,  Y,  / 
sont  donc  aussi  des  fonctions  déterminées  de  s,  et  dans  cette 
éqiiation  le  deuxième  membre  F,  est  une  fonction  de  s.  Cette 
équation  est  alors  identique  à  l'équation  d'un  mouvement  recli- 
ligne  qui  s'effectue  sur  un  axe  O's  sous  l'action  d'une  force  Fi, 
fonction  de  la  seule  position  du  mobile;  et  l'on  veut  que  ce  mou- 
vement soit  tautochrone.  Or  nous  avons  vu,  d'après  la  méthode 
de  Puiseux,  n''21i,  qiie  la  condition  nécessaire  et  suffisante  du 
tautochronisme  est  que  la  force  F;  soit  de  la  forme  — li''s,  k^ 
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cilant  une  constante  positive.  Donc,  pour  que  la  courbe  supposée 
soit  taiitochrorie,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 


(i) 


as  as  as 


Toutes  les  courbes  vérifiant  cette  condition  unique  seront  tauto- 
clirones.  Le  point  de  lautoclironisme  s  ^  o  est  évidemment  une 
position  d'équilibre  stable  du  mobile  glissant  sur  la  courbe. 

Pour  achever  de  déterminer  le  problème,  on  peut  se  donner 
arbitrairement  une  deuxième  condition;  voici,  par  exemple,  deux 
manières  différentes  de  choisir  cette  condition   supplémentaire  : 

i"  On  peut  assujettir  la  courbe  à  se  trouver  sur  une  surface 
donnée 

Cetic  équation  et  l'équation  (i),  jointes  à  l'équation  évidente 


<"  (3r)"*(iT^(s) 


déterminent  x,  y,  s  en  fonction  de  s.  L'intégration  de  ces  équa- 
tions introduit  deux  constantes  arbitraires,  outre  A",  qui  a  déjà 
été  choisi  arbitrairement.  Si  la  force  dérive  d'une  fonction  de 
forces,  l'équation  (r)  s'intègre  immédiatement,  car  on  a  alors 

Xdx-i-ydy-hZdz  =  i^Ufs-.jv,  i)  =  — A^s, 

2°  Au  lieu  d'assujettir  la  courbe  à  se  trouver  sur  une  surface 
donnée,  on  peut  l'assujettir  à  être  également  tautocbrone,  avec  le 
même  point  de  tautochronisme,  pour  une  deuxième  loi  de  force 
X,,  Y|,  Z,  ne  dépendant  que  de  la  position  du  mobile.  Pour  cela, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait,  avec  l'équation  (i),  la  nouvelle 
équation 

^    '  (/s  du  as 

Les  deux  équations  (i)  et  (i'),  jointes  à  (3),  délerminent  a;, 
y,  z  en  fonction  de  s.  La  courbe  obtenue  est  taaiochrone  pour  la 
force  XX  ■+-  [aX)  ,  ...,),  et  [t  étant  des  constantes  positives. 
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Lorsque  la  deuxième  loi  de  force  dérive,  comme  la  première, 
d'une  fonction  de  forces  U,,  on  a  aussi 

k  courbe  chercliéc  se  Iroiive  alor^i  sur  la  surface 

/,-KU(:^.  j,  3)- C]  = /,HUi(^,r,^)  -  Cl]. 

Deuxième  cas.  Les/orces  dépendent  de  la  vitesse.  —  Suppo- 
sons que  la  force  (X,  Y,  Z)  dépende  ou  non  de  la  vitesse  et  cju'il 
y  ait,  de  plus,  une  résîslance  de  milieu,  fonction  de  la  vitesse 
R  =  '.p(c),  od  ('  égale  -j-,'  L'équation  du  mouvement  sur  la  courbe 

cliercliée  est 

d^i  ^       r/x  dy  rh  fds\_ 

'"  7li'-  "'""  '     ds  lis         '  ds        '  \di  /  ' 

x,y,  5  étant  des  fonctions  de  s,  le  second  membre,  dont  la  pre- 

.       ,  ,  ,    j  dr     dv     dz  ,    ,  -, 

nii^rc  partie  dépend  oe^,i',  s,  -i  ,  -.- >  -.- •    peut  être  csprime 

en  fonction  de  s  et  --'  L'équation  est  alors  identique  à  celle  du 
mouvement  rectiligne  d'un  mobile  sur  un  axe  O's  sous  l'action 
d'une  force  dépendant  de  la  position  et  de  la  vitesse.  On  ne  con- 
naît pas  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  j  ait  tau- 
tocbronisnte  ;  on  sait  seulement  qu'il  y  a  tautochronisme  quand 
la  force  suit  certaines  lois  déterminées,  par  exemple  celle  de 
Lag.-.i.ge(n"214). 

On  obtiendra  donc  des  courbes  taulocbrones  en  ég-alant,  si  cela 
est  possible,  l'expression 

dx  dy  dz  /ds\ 

^TH^^  'ds'^^'dy^^Kdïj 

à  l'une  de  ces  lois  de  forces,  par  exemple  à  celle  de  Lagrangc, 

/dsy  /'(/)        ds  --  /_T_  ;^\ 
\dt)    '/{s)  '^dl'^\j\s)dl)' 

Si  cette  identification  est  possible  par  un  choix  convenable  des 
fonctions  /  et  ê,  les  courbes  correspondantes  sont  tautochrones. 
Supposons  que  l'on  ail  trouvé  une  courbe  sur  laquelle  l'équation 
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du  mouvement  es!  un  cas  particulier  de  l'équation  de  Lagrange  : 
il  est  important  de  remarcfuer  que  le  mouvement  sur  cette  courbe 
restera  tautoclirone  si  l'on  ajoute  aux  forces  une  résistance  de 
milieu  proportionnelle  à  la  vitesse.  En  effet,  l'équalion  du  nou- 
veau mouvement  différera  de  la  précédente  par  la  présence  d'un 
terme  supplémentaire  Gn  k  -j-;  elle  se  déduit  donc  delà  précédente 
en  remplaçant  dans  la  formule  de  Lagrange  la  fonction  §  par 
rf  +  k.  Par  exemple,  la  cycloïde,  étant  tautoclirone  pour  la  pesan- 
teur, le  restera  si  l'on  ajoute  une  résistance  proportionnelle  à  la 
vitesse  (Newtow). 

Pour  traiter  un  cas  précis,  supposons  la  force  X,  Y,  Z  fonction 
de  la  seule  position  du  mobile,  et  la  résistance  <f  (")  proportion- 
nelle au  carré  de  la  vitesse,  l'équation  du  mouvement  est,  en  sup- 
posant Ht  =  I, 


dt-       '    di  ds 


i  +  ffil  +  zî 


ds  \dll 

équation  qui,  eu  remplaçant  f-^- )    part-,  est  de  la  forme 


dy  , 


/..  dx 
^  ^  K     ~ds 


ds) 


q  étant  une  certaine  fonction  de  s.  Pour  qu'il  j  ait  taulochronisme; 
le  point  s=  o  étant  le  point  de  tautoclironisme.  il  faut  et  il  suffit 
(n"  21 -i,  deuxième  exemple)  que  l'on  ait  (s  étant  ici  la  variable) 


où  h  désigne  uneconstante  el  où  q  s'annule  au  point  de  lautochro- 
nisme.  Remplaçant  p  par  la  valeur  a/r^,  on  a 


la  constante  introduite  par  l'intégration  étant  déterminée  par  la 
condition  que  q  s'annule  avec  s. 
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La  condition  de  Uutochronisme  csL  donc  (Euler  et  Jean  Bev.- 
moi;li,i). 

'    '  ds  ds  ds        /;'  ^  ' 

à  laquelle  on  pourra,  comme  dans  le  premier  cas,  adjoindre  soit 
l'équation  d'une  surface,  soit  la  condition  pour  que  la  même 
courbe  soit  taulochrone  pour  nue  deuxième  loi  de  force.  S'il 
existe  une  fonction  de  force  U',  on  peut  intégrer  et  l'on  a 

Comme  vérification,  lorsque  /<-  tend  vers  zéro,  la  résistance 
disparaît  et  l'on  retrouve  les  courbes  tautocbrones  pour  une  loi  de 
force  dépendant  uniquement  de  la  position  ;  effectivement,  dans 
cette  hypothèse,  le  second  membre  de  la  condition  (5)  tend  vers 
—  h' s. 

Nous  ne  traiterons  pas  ici  en  détail  le  cas  oii  il  y  aurait  iii> 
frottement  venant  s'ajouter  à  une  résistance  de  milieu;  nous  ren- 
verrons le  lecteur  à  une  Note  de  M.  Darboux  {^Mécanique  de 
Despeyrous,  1. 1,  NoteXIH)  et  à  un  Mémoire  de  M.  Ha  ton  de  la 
Goupillière  {Journal  de  Liouville,  t.  XIII,  a^  série).  Nous  nous 
bornerons  à  déterminer  phis  loin  la  tautochrone  plane  pour  la 
pesanteur,  quand  il  y  a  frottement. 

233.  Applications.  —  i°  Pesanteui-  sans  résistance  de  milieu  ni/rat- 
tement.  —  On  peut  tout  d'abord  ramener  la  recherche  des  courbes  tauto- 
chrones  gauches,  sous  l'action  de  la  pesanteur,  à  celle  des  courbes  planes. 
En  effet,  imaginons  uue  taulochrone  gauche  G  et  considérons  le  cylindre 
projetant  cette  courbe  horizontalement;  si  l'on  développe  ce  cylindre  sur 
un  plan  vertical,  en  maintenant  ses  génératrices  verticales,  la  courbe  G 
devient  une  courbe  plane  G'  de  même  longueur,  et  la  composante  tangen- 
lielie  Fi  du  poids  du  mobile  n'est  pas  modifiée.  Par  conséquent,  le  mou- 
vement n'est  pas  changé  et  la  nouvelle  courbe  est  tautochrone.  L'opération 
inverse  permet  de  repasser  de  la  courbe  plane  G'  à  la  courbe  gauche  C. 

Nous  allons  élabhr  que  la  seule  courbe  taulochrone  pour  la  pesanteur, 
située  dans  un  plan  vertical,  est  la  cycloïde. 

Prenons  pour  origine  le  point  de  tautochronisme  sur  la  courbe  tauto- 
chrone, l'axe  des  a  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  haut.  La  force  donnée 
étant  la  pesanteur,  on  a  actuellement  X  =  o,  Y  =  o,  %=—  mg,  et  la  com- 
posante tangentielJe  Fj  de  la  force  est  — mg  -j--  Cette  composante  doit 
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être  de  la  forme  —  A^s.   On  a  donc,  en  désignant  par  h^  une   constante 

sans  ajouter  de  conslante,  car  s  s'annule   avec  s.   Cette  équation   est 
caractéristique  d'une  cycloïde  ayant  sa  base  horizontale  et  son  sommet  à 

1°  Pesanteur  avec  résistance  de  milieu  proportionnelle  à  v^.  — 
L'ase  0^  étant  toujours  vertical  et  dirigé  vers  le  haut,  l'équation  du 
mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe  avec  une  résistance  de  mi- 
lieu, fonction  de  c,  est  de  la  forme 

£— *a  +  '<'''' 

V  ayant  la  valeur  —  •  Cette  équation  reste  encore  la  même  si  l'on  déve- 
loppe sur  un  plan  vertical  le  cylindre  projetant  horizontalement  la  courbe. 
On  est  donc  encore  ramené,  pour  avoir  toutes  les  courbes  tautoehrones 
dans  les  conditions  indiquées,  à  chercher  celles  qui  sont  situées  dans  un 
plan  vertical  aOa?, 
Nous  examinerons  le  cas  où  'f(v)  =  k'v^;  l'équation  est  alors 


d^s  dz        , .  / ds\^ 


d'où 

1,  en  intégrant 

et  romarqui 

fonf 

;tion  de  *.  Mai 

s  il  est  plus 

d'un 

L  point  de   la 

courbe  en   f 

e  fonction  de  s.  D'après  l'exemple  général  que  nous 

s  traité  pour  le  cas  d'une  résistance  proportionnelle   au  carré  de  la 
se,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  lautochronisme  est  (for- 

3  s'annule  avec  s,  on  déduirait  s  en 
;  d'exprimer  les  coordonnées  »■  et  s 
L  de  l'angle  a  que  fait  la  tangente 
avec  Oa-.  Ona 

l'équation  précédente  donne  donc 

On  s  donc 

,ir  cos  a  s  i  n  ï  </a  ^  eos^  ï  d'à 

a;  =  V; r^—- —  '         dx  =  ^r — ■■  > .— ■ —  ' 
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d'où  i  et  a:  on  fonction  de  i  par  des  quadratures  élémentaires.  En  faisant 

A-!=  o,  on  retrouvera  la  cydoïde. 

3°  Tautochrone  pour  la  pesanteur  dans  un  plan  vertical,  en  tenant 
compte  du  frottement  {cycloïde).  —  L'équation  du  mouvement  d'un 
point  pesant  sur  une  courbe  située  dans  un  plan  vcrtica!  avec  frottement 
a  été  établie  dans  le  n"  231.  Cette  équation  est,  en  laissant  de  côté  la  ri~ 
sistance  du  milieu, 

î!^^_3^(sin,-/cos.)-.'-^', 
ds  a^-ismï     jcoi^)-^     ^ 

a  désignant  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  l'borizon  et  p  le  layon  du 
courbure  -j--  Cette  équation,  dans  laquelle  a  et  p  sont  des  fonctions  de  ,ï 
Je  long  de  la  courbe  inconnue,  est  de  la  forme 


,--2j(Bi„.-/c. 

lismc  csl  (,..  3,7) 


t  OÙ  j  s'annule  au  point  de  tautoehronisme  Oi,  point 
qui  a  été  caractérisé  dans  le  n"  2S1  par  ce  fait  que  le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  y  est  égal  à  f.  Remplaçant />  et  q  par  leurs  valeurs,  on  a, 
en  se  rappelant  que  p=  ^, 


.=  |(.^/=)sin., 

en  comptant  l'arc  à  partir  du  point  le  plus  bas.  Cette  équation  est  carac- 
téristique d'une  cycloïde  :  on  peut  le  vérifier  directement  et  l'on  peut 
encore  remarquer  que  la  forme  de  l'équation  reste  la  même  quand  on 
fait/=  o,  et  alors,  d'après  la  première  application,  on  a  une  cycloïde. 

L'équation  ci-dessus  ne  contenant  _/ qu'au  carré,  le  tautoehronisme  a 
lieu  quand  le  mouvement  se  fait  dans  les  deux  sens  (Nëckeb,  Mémoires  des 
Savants  étrangers,  1763). 

Le  point  de  tautoehronisme  n'est  pas  le  même  suivant  que  le  mobile 
marche  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Quand  le  mobile  glisse  sur  la  moitié 
de  la  courbe  située  à  droite  du  point  le  plus  bas,  le  point  de  tautochro- 
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Liisme  esl  le  point  0,  tel  que  tonga  =/;  sur  l'autre  moitié  de  la  eourbc, 
c'est  le  point  Oj  situé  à  la  même  hauteur  que  Oi-  Le  mobile  étant  place 
sans  vitesse  en  un  point  de  l'are  situé  au-dessous  des  points  Oi  et  O2,  y 
reste  en  équilibre  avec  froitemeni  au  repos. 

4°  Forces  centrales.  —  Si  un  point  est  sollicité  par  une  force  ceuiralu 
fonction  âe  la  distance  et  par  une  résistance  de  milieu,  on  peut  encore 
ramener  la  recherche  des  courbes  tautochrones  gauches  à  celle  des  courbes 
lautochrooes  planes  situées  dans  un  plan  passant  par  le  centre  des  forces  O. 
En  effet,  prenons  une  courbe  G  et  traçons  le  cûne  de  sommet  0  et  de 
directrice  G,  puis  développons  ce  cône  sur  un  de  ses  plans  tangents  :  la 
courbe  G  se  transformera  en  une  courbe  plane  C,  et  l'équation  du  mouve- 
ment sur  la  courbe  C  sera  identique  à  l'équaiion  du  mouvement  sur  G, 
car  le  développement  ne  modifie  ni  la  longueur  des  arcs  de  courbe,  ni  la 
distance  des  points  au  centre  des  forces,  ni  l'inclinaisou  de  la  force  cen- 
trale sur  la  courbe  ;  avant  et  après  le  déyeloppemeni,  *  et  F;  sont  donc 
les  mêmes.  Pour  que  la  courbe  C  soit  tautochrone,  il  faut  et  il  suffit  que 
la  courbe  plane  G',  dont  le  plan  passe  par  0,  le  soit. 

Supposons  qud  ny  ait  pas  de  résistance  pour  traiter  le  cas  le  plus 
simple  Pienons  dans  le  plan  un  système  de  coordonnées  polaires  r  et  fl, 
ayant  pour  online  le  centre  0,  et  soit  XJ{r)  —  fFdr  la  fonction  des 
foi-ces  (F  elint  foiittion  donnée  de  r),  la  condition  de  lautorhronisme  est 

'■■•»'  .  .. 


ir  du  point  de  tautochronism 
e  point,  c  =  lJ(a).  On  est  ains 


,.,  =  ^. 


,.«(,.). 


Dilférentiant,  remplaçant  ds  par  sa  valeur  ^df^-t-  r^d!)^,  puis  résolvant 
par  rapport  à  dS',  on  est  ramené  à  une  quadrature. 

Par  exemple,   si  )a  force  est  une  attraction  proportionnelle  à   la  dis- 


F--.- 


U(r)  = 


ks^^^iUr- 


'')■ 


Ces  courbes  sont  ou  des  épîcycloïdes  ou  des  spirales  qui  ont  été  étu- 
diées par  Puiseux  (Journal  de  Liouville,  t.  IX.  Voy.  Exercice  \\).  Parmi 
ces  courbes  se  trouve  évidemment  une  droite  correspondant  au  cas  oii 
k  =  '/ïx,  ie  point  de  lautochronisme  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  0  sur  la  droite. 

0:i    retrouve  ces  mcmcs  courbes  quand  on  tienl  compte  du  frottement 
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(Darboux,  Noce  à  la  Mécanique  de  Despeyrous);  M.  IlaLon  rfc  la  Gou- 
pillière  a  montré,  dans  un  élégant  article  inséré  au  Tome  XIII  (a'' série)  du 
Journal  de  Liouville,  que  ces  mêmes  courbes,  trouvées  par  Piiiseux, 
sont  les  seules  pour  lesquelles  la  loi  de  la  force  langenlielle  rentre  dans  la 
formule  de  Lagrange. 

5°  Deiix  lois  de  forées.  —  Nous  avons  vu  qu'une  courbe  taulochrone 
est  déterminée  à  des  constantes  près  quand  on  exige  que  ie  tautoclironisme 
ait  lieu  séparément  pour  deux  lois  différentes  de  forces,  le  point  de  tauto- 
chrouisme  étant  le  même  pour  les  deux  lois. 

Cherchons,  par  exemple,  une  courbe  qui  soit  à  la  fois  tautochrone  : 
1°  pour  la  pesanteur,  1°  pour  une  attraction  d'intensité  constante  /  issue 
d'un  axe  vertical  O^.  Prenons  cet  axe  pour  axe  Os  en  le  supposant  dirigé 
vers  le  haut  ;  nous  pourrons  toujours  choisir  l'origine  et  l'axe  Ox  de 
telle  façon  que  le  point  de  tauloobronisme  soit  sur  l'axe  Ox,  à  une  dis- 
tance a  de  l'origine. 

Comme  actuellement  la  première  loi  de  forces  dérive  de  la  fonction  de 
forces  — gz  et  la  deuxième  de  la  fonction  de  forces  — fr,  en  appelant  r 
la  distance  du  mobile  à  l'axe  Oz,  on  a  les  deus  conditions  de  tauiocbro- 


-/'■=-^-yi>i 


our  s  —  a,  z  doit  être  nul  et  r  égal  à 
équations  s'écrivent  plus  simplemen 


6  et  c  désignant  des  constantes  positives. 
L'éUmination  de  s^  montre  que  la  courbe  doit  étr 


qui  est  un  cône  de  révolution  amour  de  Os.  Pour  achever  de  la   déter- 
miner, prenons  un  système  de  coordonnées  semi-polaires  r,  0  et  3. 
L'élément  ds^  est  donné  par 


Exprimons  .s  et  ^  en  fonccion   de  r  à  J'aide  des  formules  précédentes; 
l'équation  (2)  et  la  dcusicme  des  équations  (1}  donnent 


y  Google 


en  substituant  clar 
horiîontale 


l'UN    POIST    SUR   UNE    COUBBB.    43; 
on  a  pour  l'équation  de  la  projection 


•V-pXV'^v. 


inde  que  a.  Cor 


)urbp 


où  a  désigne  une  constante  positive  plus 

part  du  point  de  tautochronisme   r  —  a,   B  =  o,  on  a   pris  comme   limiti^ 

La  courbe  en  projection  horizontale  est  comprise  entre  les  deux, 
cercles  r  —  a  t\.  r  =  a;  elle  est  tangente  au  premier  et  normale  au  second, 
sur  lequel  elle  présente  des  rebroussements.  L'intégration  se  ramène  à 
l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle  par  la  subslitulion  évidente 


254.  Cotirbe  brachistochrone  pour  la  pesanteur.  —  Clicrchons 
d'abord  la  courbe  brachistochrone  pour  la  pesanteur.  —  Etant 
donnés  deux  points  A  e(  B  dont  le  plus  élevé  est  le  point  A, 
cherchons  par  quelle  courbe  C  il  faut  Joindre  ces  deux  points 
pour  qu'un  point  matériel  pesant,  abandonné  à  lui-même  sans 
vitesse  initiale  en  A  et  glissant  le  long  de  la  courbe,  arrive 
en  B  dans  le  moindre  iemps possible. 

Cette  courbe  est  la  courbe  brachistochrone  (Jlg'-  i6,'i)  pour  la 
pesanteur,  ou  courbe  de  plus  rapide  descente. 


Prenons  pour  origine  le  polnL  A,  pour  axe  des  z  la  verticale  Az 
vers  le  bas,  pour  plan  des  xz  le  plan  vertical  contenant  les  deux 
points  A  et  B.  Si  un  point  pesant  de  masse  m  glisse  sans  frotte^ 
ment  sur  la  courbe  C,  la  vitesse  initiale  en  A  étant  nulle,  la  vitesse 
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ms  k  position  m  sera  donnée  par  le  prineipe  des  forces  \ 
s  la  forme 


En  remplaçanL  i'  par  -j-,  ds  désignaiiL   un  éléracnL  iJ"aru,  on  a 

en  appelant  t  le  temps  que  met  le  mobile  à  arriver  au  point  B. 

Pour  rendre  ce  temps  minimum,  il  faut  déterminer  la  courbe  G 
de  façon  à  rendre  minimum  l'intégrale  définie  ci -dessus,  qui  est 
de  la  forme 


/•nu 


Nous  avons  trouvé  précédemment  (Cliap.  Vf,  §  HI)  cjue  la 
courbe  rendant  minimum  une  intégrale  de  cette  forme  est  la 
figure  d'équilibre  d'un  fil  sous  l'action  d'une  force  dérivant  de 
la  fonction  de  forces  ^  cp(a:,  j',  5),  la  tension  étant  'a{x,y,z). 
Les  trois  équations  différentielles  que  nous  avons  données  pour 
cette  courbe  se  réduisent  à  deux,  comme  nous  l'avons  vu. 


Dans  le  problème  que  nous  étudions,  '^(x,y,::)^=  -^1  la  force 
qui  agiraitsur  le  fil  serait  verticale,  puisque  l'on  a  y-  =^  o,  -7^  =  0, 

la  figure  d'équilibre  est  dans  le  plan  vertical  passant  par  les  deux 
points  donnés.  Si  l'on  prend  alors  ce  plan  pour  plan  des  xz ,  il 
suffira  d'une  équation  pour  définir  la  courbe.  Nous  prendrons  la 

première  des  équations  générales  diif  -j-j prfj=o,   qui   se 

réduit  à 


d.i:^  =  CJzds"-  —  C''2(ds:^^dz^}. 
Les  variables  se  séparent  et  l'on  a,  en  posant  ^^  - 
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équation  différentielle  d'une  cjcloïde  dont  la  base  est  l'axe  Ox. 
On  retrouverait  facilement  les  équations  de  la  courbe  sous  la  forme 
habituelle  en  faisajit 

rfa^  =  aRsin=  -  effl,  a;  =  ^„-l- R{B  —  sinO). 

La  cycloïde  devant  passer  par  le  point  A,  x^  ^  o,  et  le  point  A 
est  le  point  de  rebroussement  de  la  courbe  {^g.  164)-  Pour  ache- 
ver de  déterminer  la  cycloïde  C  passant  par  les  deux  points  A  el 
B,  on  construit  une  quelconque  C  des  cycloïdes  ayant  A  pour 
rebroussement  et  pour  base  Ax,  on  joint  AB  qui  coupe  C  en  B', 
puis  on  transforme  la  cycloïde  C  par  homothétie  en  prenant  pour 
centre  d'homothétie  le  point  A  et  pour  rapport  d'homolhétie 
le  rapport  de  AB'  à  AB. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons,  pour  simplifier,  supposé 
nulle  la  vitesse  initiale  avec  laquelle  le  mobile  part  de  A.  Si 
Ton  voulait  trouver  la  courbe  de  plus  rapide  descente  de  A  en  B, 
en  supposant  que  le  mobile  est  lancé  en  A  le  long  de  cette 
courbe  avec  une  vitesse  donnée  ç^,  il  suffirait  de  remplacer  l'in- 
tcgraJc 


/S 


17^ 


La  courbe  serait  encore  une  cycloïde  ayant  sa  base  horizontale, 
mais  cette  base  serait  située  à  la  hauteur  s  = ^- 

Ossian  Bonnet  a  vérifié  que  la  cycloïde  donne  effectivement  le 
temps  de  descente  minimum. 

2SS.  Bracliistoclirones  en  général.  —  Supposons  un  mobile 
sollicité  par  une  force  F  dérivant  d'une  fonetion  de  forces 
U(a;,y,s).  Cherchons  la  courbe  C  par  laquelle  il  faut  joindre 
deux  points  A  et  B  pour  que  le  mobile,  étant  assujetti  à  glisser 
sans  frottement  le  long  de  cette  courbe  et  lancé  de  A.  avec  une 
vitesse    donnée    Co ,    arrive   en  B    dans   le   moindre    temps  pos- 
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sible  {fig.  i63).  Celle  courbe  G  est  brachistoclirooe  pour  la  ]ol 
de  force  donnée.  Le  théorème  des  forces  vives  donne,  en  appelant 
Xo,_Xoi  -Su  les  coordonnées  de  A, 

"^_'Ityl  =U(,^,7,:)-U(3:„,ro,=o) 

ou,  en  posant 

Telle  est  l'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  minimum;  elle  rentre 
dans  le  type  général  étudié  dans  le  Chapitre  VI,  §  IIl,  en  faisant 


D'après  oc  que    nous  avons  yu  dans    le   Chapilre    VI   sur   les 

courbes  rendant  minimum  l'intégrale    /     'ù(x,y,  z)ds,  la  courbe 

cherchée  sera  la  ligure  d'équilibre  d'un  fil  flexible  soumis  à  l'ac- 
tion de  la  force  F)  qui  a  pour  projections 


la  tension  du  fil  étant  - —        — 

Les  équations  que  l'on  obtient  ainsi  ont  été  données  par  Roger 
(Journal  de  Lioiwille,  i848). 

On  sait  que  l'on  peut  ramener  le  problème  à  des  quadratures 
lorsque  celte  force  fictive  F,  cl,  par  conséquent,  la  force  F  ré- 
sultent de  l'attraction  d'un  point,  d'une  droite  ou  d'un  plan  fixe 
en  fonction  de  la  distance. 

Théorème  d'Euleb.  —  Bans  le  mouasment  hrachistochrone ,  la  réac- 
tion normale  est  dirigée  suivant  la  normale  principale,  égale  et 
opposée  au  double  de  la  composante  normale  de  la  force. 

En  effet,  regardons  la  courbe  comme  la  figure  d'équilibre  d'un  fil.  Les 
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composâmes  de  la  force  fictive  Fi  agissant  sur  le  (il  qui  est  supposé  rem- 
placer la  courbe  sont 


D'autre  part,  la  force  F  qui  agit   rcellcment  sur  le  mobile  a  pour  pro- 
les  équations  intrinsèques  de  l'équililire  du  fil  donnent 

Les  projections  de  F,  sur  les  trois  axes  étant  égales  au\  projections  de  F 

multipliées  par  [a(U -h /t)]~^,    il  en    est    de   même  des   projections   sur 
la  binormale  et  la  normale.  On  a  donc 


P  ^-■>a)-.-/ii^ 

on,  d'après  l'équation  des  forces  vives, 

Prenons   maintenant  les   équations   intrinsèques   du    mouveme 

F||-i-Nb  ^o,  F„  +  N,t  =  /«— , 

P 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (i)  et  (2), 

Ces  deux  égalités  déniontrent  la  proposition  énoncée,  que  noi 
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noisiEME  [ 


IIQUE 


>u  poi 


vé.riliée  pour  la  cjcloide  (ri"  2S0).  Oa  peut  consulter  au   sujet   de  ce  théo- 
rème une  Note  de  H.  Andoyer  {Comptes  rendus,  t.  G). 

M.  Haton  de  la  Goupilliére  a  complété  l'étude  des  bracbigtochrones 
en  traitant  le  cas  d'un  système  de  forces  dépendant  de  la  vitesse  avec 
frottement,  et  en  résolvant  le  problème  inverse  des  brachîstochrones  {Mé- 
moires de  l'Académie,  t.  XXVII  et  XXVKI). 


2j6.  Application  des  théorèmes 
chrones.  —  Nous  avons  indiqué  da 
intéressantes  des  courbes  rend: 


1  Tait  et  Thomson,  aux  brachisto- 
le  Chapitre  VI  plusieurs  propriétés 
intégrale  de  la  forme 


1=/       ■^(x,r,z)ds. 


Ces  propriétés,  appliquées  en  particulier  aux  courbes  bracliistoclii'ones. 
s'énoncent  sous  une  forme  simple.  On  obtient  les  courbes  brachisto- 
clirones  relatives  a  une  loi  de  forces  dérivant  d'une  fonction  de  forces 
\}{3!^y,z),  en  cherchant  les  courbes  reiidaiu  minimum  l'intégrale 


A  ayant  une  valeur  déterminée.  Cette  valeur  étant  choisie,  dans  tous  les 
mouvements  que  l'on  considère  les  coordonnées  de  la  position  initiale  cl 
la  grandeur  de  la  vitesse  initiale  sont  liées  par  la  relation 


L'intégrale  ([)  deviendra  donc  identique  à  (a)  si  l 


M^{a:,r,e}^A} 


et  la  valeur  de  l'intégrale  I  prise  le  long  d'ui 

égale  au  temps  t  que  met  un  mobile  de  masse 

sous  l'action  de  la  force  considérée  dans  les  conditions  initiales  que  nous 

venons  d'indiquer. 

Les  courbes  brachistochrones  sont  alors  les  courbes  appelées  précédem- 
ment (n''lS8)  les  courbes  C,  qui  dépendent  de  quatre  constantes  arbi' 
traires.  Par  exemple,  si  l'on  fait  U  =  —  gs,  h  =  o,  les  brachistochrones 
sont  des  cycloïdes  situées  dans  des  plans  veriicaus  au-dessous  du  plan  des 
ay  et  ayant  leurs  rebroussemenls  dans  !e  plan  des  ay. 

Revenant  au  cas  général,  nous  verrons  que  la  formule  fondamentale  de 
Tait  et  Thomson  s'énonce  ainsi  : 


Soient  ACB  et  AjCiBi  deux  courbes  brachistochroi 


infiniment 
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i,uiji.,ioo  j,u.i  t-i/ic  ciiio  jjii,r  un  mobile  de  masse  i ,   la  première  pendant 
le  temps  t,  la  deuxième  pendant  le  temps  ï  -f-  oï,  on  «  {n°  laO) 


BÂA,- 


Ua  et  U|[  désignant  les  valeurs  de  U  aux  extrémités  A  et  B. 

Voici  quHle  foime  prennent  alors  les  proposition?  énoncées  dans  le 
n"  139  comnit,  application  de  la  formule  de  Tait  et  Thomson  : 

i"  Etant  donnée-  deux  surfaces  fixes  S  et  S  la  courbe  qu'il  faut  tracer 
de  1  une  des  surfaces  à  l'autre  pour  que  le  mobile  assujetti  à  glisser  sur 
cette  courbe,  dani  les  conditions  initiales  indiquées,  mette  le  temps 
minimum,  a  la  parcourir,  est  une  brachistochronc  normale  à  la  fois  aux 
deux  surfaces.  Le  théorème  subsiste  si  l'une  ou  l'autre  des  surfaces,  ou 
toutes  les  deux,  sont  remplacées  par  des  courbes  ou  des  points. 

Par  exemple,  étant  donnés  un  point  A  et  un  plan  P,  la  courbe  qu'il  faut 
tracer  de  A  jusqu'au  plan  pour  qu'un  mobile  pesant,  abandonné  sur  cette 
courbe  sans  vitesse  au  poïct  A,  mette  le  moindre  temps  possible  à  arriver 


au  plan,  es 

t  une  cycloïdc  située  dans  un  plan  vi 

artical,    ayant 

une  base 

horizontale 

,  admettant  un  rebroussement  en  A  < 

•X  coupant  noi 

i-m  alement 

le  plan  P. 

2"  Si  l'on  considère  les  brachislochrones  normales  à  une  surface  S  et  si  on 
lance  sur  toutes  ces  brachistoebrones,  au  même  instant  initial  t  —  o,  des 
mobiles  identiques  au  mobile  donné  dans  les  conditions  initiales  indiquées, 
il  un  instant  quelconque  t,  tous  ces  mobiles  se  trouveront  sur  une  sur- 
face S'  également  normale  aux  brachistochrones.  (Ce  théorème  a  déjà  été 
indiqué  par  Euler.) 

Par  exemple,  si  l'on  considère  toutes  les  cycloïdes  issues  d'un  point  A 
et  admettant  ce  point  pour  rebroussement,  avec  une  tangente  verticale 
Aï,  et  si  l'on  abandonne  à  l'instant  ï  =  o,  sans  vitesse,  des  points  pesants 
sur  toutes  ees  cycloïdes,  à  un  instant  quelconque  t  ces  mobiles  seront  sur 
une  surface  S'  normale  à  toutes  les  cycloïdes.  Dans  cet  exemple,  la  sur- 
face S  est  réduite  à  un  point  A  :  la  surface  S'  est  évidemment  de  révolu- 
tion autour  de  A  3. 

Nous  proposerons  comme  exercice  la  vérification  de  celte  proposition 
sur  la  cycloïdc. 

3°  Enfin  la  formule  de  Tait  et  Thomson  permettrait  d'énoncer  égale- 
ment pour  les  brachistochrones  des  théorèmes  analogues  aux  propriétés 
des  développées,  en  remplaçant  dans  les  énoncés  classiques  les  longueurs 
des  arcs  de  courbes  par  les  temps  que  le  mobile  mettrait  à  les  parcourir 
s'il  était  assujetti  à  glisser  sur  ces  arcs  sans  frottement.  Nous  n'insiste- 

2S7.  BracMstochrones  sur  une  surface  donnée.  —  Il  s'agit 
alors  de  trouver  sur  une   surface  donnée  f(x,y,z):^z^o,  parmi 
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toutes  les  courbes  joignanl  deus  points  A  et  B,  celles  f[ni  rendent 

rintégrale  f      ,^   ^^_^^-r  minimum.  Ce  problème  est  identlcjue 

à  celui  qui  a  été  traité  n°  161,  sauf  le  changement  de  (f(x,y,  z) 

en  -,  ■  ■■  .  Il  se  ramène  à  la  recherche  cie  l'éauilibre  d'un  lil 

v/a(U-H/0 
sur  la  surface  donnée. 


II,  -  MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL  SUR  UNE  COURBE 
VARIABLE, 

âjj8.  Équations  du  mouTemeat,  —  Nous  supposerons  un  mo- 
bile assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une  courbe  G  dont  la 
forme  et  la  position  \arient  avec  le  temps;  rapportées  à  des  axes 
fixes,  les  équations  de  cette  courbe  seront 

T. a  réaction  normale  N  de  la  courbe  aura  pour  projections 


et  l'on  pourra  considérer  le  mobile  comme  libre,  mais  soumis  à 
l'action  des  forces  données  de  résultante  F  et  de  la  réaction  N; 
les  équations  du  mouvement  seront  alors 


d'y 
d^ 

'r        Or 

d^z 

„2  +  lj:  +  )„e! 

Ces  trois  équations,  jointes  aux  équations  de  la  conrbcj  déter- 
mineront X,  y,  s,  c'est-à-dire  le  mouvement  du  point  et  X,  X), 
c'esl-à-dîre  la  réaction  en  fonction  du  temps.  Il  est  bon  de  remar- 
quer que  !a  réaction  ne  disparaît  pas  dans  l'équation  des  forces 
vives.  On  peut  s'en  assurer  analytique  ment  en  multipliant  les 
équations  (i)  par  dx,  dy^  dz  et  ajoutant  ;  dans  cette  combinaison 
les  coefficients  de  X  et  de  X,  ne  sont  pas  nuls.  En  effet,  quand  / 
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croît  de  dty  x,  y,  s  croissenL  de  dx,  dy^   dz   et,   la   fonction 
f{x,y,  3,  i)  restant  nulle,  on  a 


Ce  même  fait  résulte  géométriquement  de  ce  que,  le  déplacement 
réel  du  mobile  ne  se  faisant  pas  tangentlellement  à  la  courbe  ma- 
térielle, le  travail  de  la  réaction  n'est  pas  nul.  Pour  éliminer  la 
réaction,  on  opérera  comme  il  suit. 

239.  Équation  de  Lagrange.  —  Soit  q  le  paramétre  qui  dé- 
finit la  position  d'un  point  sur  la  courbe  C;  à  l'instant  t  les 
coordonnées  d'un  point  de  celte  courbe  et,  en  particulier,  celles 
du  mobile  seront 

le  mouvement  du  mobile   sera  connu  lorsque  l'on  aura  défini  la 
variation  de  q  en  l'onction  de  t. 

Multiplions  les  équations   du    mouvement    (i)  respectivement 

par  r^,  -~-,  -:-•,  et  ajoutons-les;  les  coefficients  de X et  de  X.  s'an- 
'^        0(j     oq     oq  ■' 

nulent,  car  ils  représentent  à  un  facteur  près  les  cosinus  des  angles 

que  fait  la  tangente  à  la  courbe  C  avec  les  normales  à  cliaciine 

des  surfaces/^  o,/i  =  o  ;  il  restera  alors 


■>■) 


'  \dl^  ôq         rf('   àq        'dt^    àq  /  ~  ^' 


àq  àq  dc( 

C'est  là  l'équation  du  mouvement  définissant  en  fonction  de  t 
la  valeur  du  paramètre  q  qui  sert  à  fixer  la  position  du  point  sur 
la  courbe.  Pour  écrire  cette  équation  d'une  manière  commode, 
nous  emploierons  une   transformation  importante  qui   est  due  à 
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ii&  TnOISlÊSlE    PARTIE.    —    DYNAMIQUE    DU    POINT. 

Lagrange  et  que  nous  rettouverous  dans  le  problème  le  plus  gé- 
néral de  la  Dynamique, 

Appelons  g'  la  dérivée  du  paramètre  f/  par  rapport  au  temps,  et 
x',  y'f  s'  les  projections  de  la  vitesse  du  mobile  sur  les  axes. 
D'après  la  formule  x  =  '-^(gt  ').  l'abscisse  x  du  mobile  dépend  du 
temps  directement  et  par  l'intermédiaire  de  g,  cpii  est  une  fonc- 
tion de  t:  on  a  donc 


,)n  *      ''   lit  ' 


Considérant  x'  comme 
m  a  manifestement 


inc  fonction  des   trois  lettres  g,  q  ,  t, 


ùq         dq  ùq         t)q^  àqùt 

re  formule  montre  que 

ùq        dt  \àql  ' 

înt  de  (  directement  el  par  l'intcrmédia 

d  (à^\  _  d^j.     ,       în^ 
dt\dq)  ~  'ôq^^  ^        ùq  àt  ' 

On  établira  pour  a;  et_^  des  formules  analogues  : 


Cette  den 


ta  '^^^'''''^'■ 


'àq 


-ùq   - 


dt\ùq) 


e  de  q.  on  a 


ùz'        ùw  ùz'         d  /t^niX 

ùq'        Ùq  '  Ùq        dt\ùq) 

Cela  posé,  l'équation  (2)  peut  évidemment  s'écrire 
dt\^y   àq^-^  ùq~^^  ùq)l 

'"C    dt\ùq)        ^    dt\Ùq}  dt\ùq)\ 

d^x       ,    .      ,  ,   <■/.»;' 


équation 


dtp      ù^      dra 


rempl., 
valeurs 


:ette  dernier* 
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l'équation 


nt  par  T  la  lIci 


il' 

iiy 

on 

,,  <i.r' 

+  •■ 

.dz'\ 

„Q 

idii 

mobile 

(4) 


dt\dq'J        àq        ^ 


C'est  là  l'éqnalion  du  mouvement  d'après  Lagrange.  La  quau- 
ùté  T,  après  qu'on  j  a  remplacé  ^',  y',  s'  par  leurs  valeurs  ana- 
logues à  (3),  devient  nne  fonction  de  ç/,  r/  et  t,  du  second  degré 
par  rapport  à  g'.  Une  fois  cette  fonction  ï  ainsi  calculée,  on  écrit 
immédiatemenl  l'équation  (4)- 

Nous  avons  écrit  plus  haut  la  valeur  de  Q.  On  peut  déterminer 
cette  quantité  Q  à  l'aide  de  la  remarque  suivante.  Imaginons 
qu'on  imprime  au  point  mobile  le  déplacement  virtuel  que  l'on 
obtiendrait  en  laissant  la  courbe  C  immobile  dans  la  position 
qu'elle  occupe  à  l'instant  (  et  déplaçant  le  point  sur  cette  courbe  ; 
ou,  analjtiquement,  imaginons  qu'on  imprime  au  point  le  dépla- 
cement obtenu  en  laissant  (  constant  et  faisant  croître  q  de  3^  ; 
on  a  alors 

.  cîffl  -  .  dij  -  ^  ÔTH  ^ 

àq    "  ■'         dq     "  ùij     ' 

Pour  ce  déplacement  virtuel,  le  travail  de  la  force  donnée  X, 
Y,  Z  est 

La  quantité  Q  est  donc  le  coefficient  de  ^jq  dans  l'expression  de 
ce  travail  virtuel. 

S'il  existe  une  fonction  de  forces  U  {x,  y,  z),  ou  même  si,  plus 
généralement,  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  par  rapport  à 
x,y,  z  d'une  fonction  \]{x,y,  z,  t)  contenantle  temps,  on  aaussi 
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cette  dernière  dérivée  élanl  caiciilée  après  qu'on  a  remplacé,  dans 
U{x.y,  5,  t),  les  coordonnées  par  leurs  expressions  (i)  en  fonc- 
tions de  t  et  q.  En  effet,  on  a  évidemment,  U  dépendant  de  q,  par 
l'intermédiaire  de  x,y,  s, 


ûy   dq        03  i}q 


dq 


Oq 


--q. 


260.  Problème.  —  Un  point  matériel  glisse  sans  frottement  sur  une 
circonférence  située  dans  un  plan  horizontal  a:  Q  y  et  tournant  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  tu  autour  d'un  de  ses  points  0  qui  est  Ji^e. 
Étudier  le  mouvement  du  point  en  supposant  qu'il  n'est  sollicité  par 
e  force  directement  appliquée. 

it  A  le  point  de  la  circonférence  diamétralement  opposé  au  point  fixe  : 
le  icOA  varie  proportionnellement  au  temps.  En  comptant  le  temps  t 
tir  de  l'instant  où  cet  angle  est  nul,  on  a  donc  (Jlg:  i65) 


Soit  C  le  centre  de  la  ciixonféi'ence,  M  le 

position  du  mobile  sur  la  circonférence  par 
le  rôle  du  paramètre  q.  En  projetant  le  ce 
«  =  o  ei 

3;  =  Rcosu)i+Rcos 


Lgle  ACrâ  =  fl,  qui 
ir  OCM  sur  les  a; 


7  = 
,  en  appelant  œ',y 

a:'  =  —  Rfu 

y=      Ro, 

P^»îR=(9'+„>  + 


-Rs 


de  3!,  y,  9  pi 
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Comme  il  n'y  a  pas  de  forces  données,  on  a 
Q  =  o. 

^— «'une. 
lÏLi  comparanl  cette  équation  à  celle  du  mouvement  d'un  pendule  simple 


relatif  du  point  M,  pour  un  observateur  qui 
serait  entraîné  avec  le  cercle,  sera  le  mouvement  d'un  pendule  simple  dans 
lequel  le  point  A  jouerait  le  rôle  du  point  le  plus  bas.    La  durée  d'une 

double  oscillation  infiniment  petite  étant  ani/-  sera  ici  ^^;  elle  est 

donc  précisément  égale  à  la  durée  d'une  révolution  du  cercle.  La  durée 
des  oscillations  finies  sera  plus  grande. 

Pour  calculer  la  réaction  normale  N,  partons  des  équations  du  mouve- 
ment qui  sont 


m 

dt^ 

-X 

cos{0. 

-hiuO. 

dt^ 

=  -Ns;n( 

a-u. 

puisqi 

.eb 

:  mobile  est 

,oumi 

s  à  la  se 

ule  force  N. 

On  en  tin 

N  =■ 

-™ 

eos(0  + 

"•)-S? 

si,i(6-Hto 

■>] 

qu'on 

peu 

it  écrire 

N 

=-^„, 

d 
dt 

[S™ 

;{0  +  iù 

"-î-< 

-""] 

+  „. 

(.- 

..,[- 

d:c    . 
dt  ^"^ 

,(fl^-«.0-+- 

s-<» 

+  . 

Kn 

ren 

,|,1S0=B1 

;dai 

is  cetti 

;  formul 
iRt.«=c 

dx         dy 
^  dt          dt 

osÛ  +  (6'-;-, 

p.,  leur. 

,a„ 

Cette  expression  dépend  de  8':  la  réaction  normale  n'est  donc  pas  la 
nème  lorsque  le  mobile  repasse  au  même  point  du  cercle  en  marchant  dan^ 
jn  sens  ou  dans  l'autre,  car  le  signe  de  fl'  n'est  pas  le  même  dans  les 
Jeux  cas. 

Si   le   mobile  était   repoussé   par  O  proportionnellement   à   la   distance 

I.  59 
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OM  =  r,  la  force  répulsive  étant  fmr,  celle  force  dériverait  de  la  fonction 
de  forces  U  = ;  qii\,  exprimcc  en  fonction  de  fl  devient 

et  l'équation  du  mouvement  garderait  la  forme  de  l'équation   du  mou\e- 
ment  d'un  pendule  simple  dans  laquelle  ^  serait  égal  à  ((o^-i-/). 

261-  Cas  où  la  courbe  est  fixe.  —  1!  va  de  soi  qnc  cette  mé- 
thode, étant  générale,  s'appliquera  au  mouvement  d'un  point  sur 
une  courbe  fixe.  Il  arrive  alors  qu'on  peut  choisir  le  paramètre  q 
de  telle  façon  que  les  expressions  de  x,  y,  z  en  fonction  de  q  ne 
contiennent  pas  explicitement  t 


T  est  alors  homogène  et  du  second  degré  en  q'  :   l'équation  de 
Lagrange 


d  /dT\  _ 


d't 


doit  êti'C  identique  à  celle  que  donne  l'équation  des  forces  vives, 
puisque,  la  courbe  étant  fixe,  on  obtient  l'équation  unique  du 
mouvement  en  appliquant  le  théorème  des  forces  vives.  Il  est 
facile  de  le  vérifier.  En  effet,  en  miillipliant  l'équation  de  La- 


nge par  q  , 


'^'^W'j-^'^  =  Q^' 


d  f  ,  dT\       dq'  ôT  _    ,  oT  _ 


or,  à  cause  de  l'homogénéité  de  T,  le  produit  q'  -r-,  est  égal  à  aT 
et,  de  plus,  on  a,  T  dépendant  de  t  par  l'intermédiaire  de  q  et  q' 
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seulenicnl, 

~di  ~  dq'^        d(f    dl  ' 
L'éqvialion  s'écrit  doue 

dt  dt         -^ 

ou 

ce  qui  est  bien  réqiiation  des  forces  vives. 


2.  Deux  points  matériels  de  même  masse  A  et  B,  assujettis  à  glisser  sans  frol- 

conque  exprimée  par  une  i«aaXoiif(r)  de  Leur  distance  mutuelle.   Ils  partent 
sans  Yitesse   initiale.  Démontrer  qu'ils  atteignent  en  même  temps  l'origine  O. 
(Licence,  Bordeaux.) 

3.  Déterminer  une  courbe  telle  qu'un  point  pesant,  assujetti  à  se  mouvoir 
sans  frottement  sur  cette  courbe,  y  puisse  prendre  une  vitesse  dont  la  compo- 
sante verticale  ait  une  valeur  constante  donnée.  (Licence,  Paris.) 

4.  Un  point  matériel  m  attaché  à  l'estrémité  d'un  fil  sans  masse  enroulé  sur 
une  courbe  plane  C  est  repoussé  parle  centre  de  courbure  de  C  correspondant  au 
point  où  se  détache  le  H!  aveu  une  intenaité  fonction  de  la  distance  du  mobile 
au  centre  de  courbuie 

i"  Former  les  équations  gcnérales  qui  donnent  la  loi  du  mouîement  et  la  ten- 
sion du  ni  ; 

î"  Dans  Ihspothese  dune  répulsion  proportionnelle  â  la  simple  distance, 
et  le  point  m.  Ltdiif  placé  à  1  origine  sur  la  coiiibe  C  sans  vitesse  initiale, 
remarquer  la  foime  remarquable  de  la  loi  du  mouvement  et  de  l'expression  de 
la  tension; 

î"  Enfin,  en  supposant  II  lepuUion  inversement  proportionnelle  au  carré  de 
la  distance,  déterminer  une  ourbe  poui  laquelle  les  lois  précédentes  (3°)  sub- 
sistent. (Licence,  Poitiers.) 

5.  On  considère  dans  un  plan  ^eiUcal  la  cioibe  envekppée  par  une  droite  de 
longueur  constante  dnnt  le=  eitiemites  gli  eut  =ur  dcun  axes,  l'un  horizontal 
Oa:,  l'autre  veitical  Oa  Etudier  le  mouvement  d  un  point  pesant  mobile  sans 
frottement  sur  cette  c-ouibe  En  particulier  cilculer  le  temps  que  mettrait  le 
mobile  à  atteindre  le  point  de  rebroussement  situe  sur  Oa^,  s'il  était  lancé  du 
point  le  plus   I -î    ove     une  iitesie   telli-  quo  la  constinte  des  forces  vives  -ioit 
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6.  Déterminer  une  courbe  plane  dans  un  plan  vertical,  de  lelle  sorle  que,  si  un 
point  matériel  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  courbe,  la  réaction  de  la  courbe 
puisse  être  dans  un  rapport  constant  k  avee  la  oomposanLe  normale  du  poids. 

{k  =  i,  droite;        k  =  -i,  cjclolde,  ...) 

7.  Un  mobile  pesant  est  abandonné  sans  vitesse  sur  la  partie  eitérieure  d'une 
parabole  sitaée  dans  un  plan  vertical  et  ayant  son  axe  horizontal.  Déterminer  le 
point  où  le  mobile  quitte  la  parabole  (point  d'échappement). 

En  appelant  h  la  hauteur  de  la  position  initiale  au-dessus  de  Tase,  l'ordonnée 
y -lia  point  cherché  est  la  racine  positive  de  l'équation 

y'  -+-  'ip'y —  2/1' A  =  0        (p  pavamctre), 

S.  Si  deux  pendules  partent  à  des  instants  différents  sur  le  même  cercle  C 
d'une  même  position  initiale  avec  la  même  vitesse,  la  droite  qui  les  joint  enve- 
loppe un  cercle  C.  Supposons  le  mouvement  révolutif,  appelons  T  la  durée  de  la 
révolution  de  chacun  des  pendules,  t  l'intervalle  de  temps  qui  a  séparé  les  in- 
stants où  les  deux  pendules  se  sont  mis  en  mouvement  :  si  t  est  commensurable 
avec  T,  les  droites  joignant  les  positions  des  deux  pendules  aux  instants  (,  (  -i-  t, 
Ï-I-5T,  l-i-3i,  ...  forment  un  polygone  inscrit  à  C  et  circonscrit  à  C.  (Cet 
exercice  n'est  qu'une  application  de  la  méthode  de  Jacobi  pour  établir  le  tliéo- 
rème  de  Poncelet;  voyez  Halphem,  Trailé  des  fonctions  elliptiques.  ) 

y.  On  considère  des  droites  fixes  passant  par  un  point  A  et,  â  un  certain  in- 
stant î„  on  abandonne  au  point  A,  sans  vitesse  initiale,  sur  toutes  ces  droites,  des 
mobiles  identiques  attirés  par  un  point  fixe  0  proportionnellement  à  la  distance  : 
démontrer  que  ces  mobiles  arrivent  en  même  temps  aux  points  obtenus  en  pro- 
jetant le  point  O  sur  les  droites  qu'ils  parcourent. 

10.  Un  point  matériel  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  définie  par  une  éqna- 

5  représentant  l'ordonnée,  s  l'arc  compté  à  partir  d'un  point  de  la  courbe,  ç  une 
fonction  quelconque. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  de  ce  point,  en  supposant  ; 

1»  Qu'il  est  soumis  à  l'action  d'une  force  parallèle  k  l'ordonnéo  j  et  représenlée 
en  grandeur  par  l'expression 

k  désignant  une  constante  donnée; 
:i°  Qu'il  éprouve,  en  outre,  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse. 
Application  au  cas  où 

a  désignant  une  longueur  donnée. 

On  étudiera  en  particulier  le  cas  où  le  mobile  est  posé  sur  la  courbe  sans  vi- 
tesse initiale,  et  l'on  déterminera  le  temps  qu'il  met  pour  atteindre  l'origine  des 
arcs  correspondant  à  z  —  a.  {  Licence.  ) 

Cas  où  n  =  2. 
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CHAPITRE    XI.  —    IIODVEIIBNT    d'uN    POINT    SUB    VKK    CODRBE,    453 
II.  Trouver  la  lautochrone  plane  pour  un  mobile  attiré  par  un  point  fixe  du 

plan  proportionnellement  â  la  distance  i'  (n°253). 
[Il  s'agit  de  trouver  nne  courbe  pour  laquelle  rdr=  ksds.  Considérant  la  conrbe 

comme  l'enveloppe  d'une  droite  mobile 

on  trouve,  pour  déterminer  la  fonction  ç(a),  l'équalion 

linéaire  à  coefficients  constanta.   Cette   équation  s'intègre  avec  des  lignes  trigo- 
oométriqaes   ou  des  esponentieltes;   dans  le  premier  cas,  on  a  une  épicycloïde 

(PUISRUX).] 

11.  Problème  d'Abel.  —  Déterminer  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical 
possédant  la  propriété  suivante.  Il  existe  sur  cette  courbe  un  point  fisc  O,  tel 
qu'un  mobile  pesant  abandonné  sans  vitesse  initiale  le  long  de  la  courbe,  dans 
une  position  initiale  située  à  une  hauteur  h  au-dessus  de  0,  arrive  au  point  O 
dans  un  temps  T  qui  soit  une  fonction  de  h  donnée  à  l'avance  T  =  ip(A). 

[Soit  s  =  i/{z)  la  relation  entre  l'arc  OM  de  courbe  compté  à  partir  de  0  cl 
l'ordonnée  de  M,  on  a 


variable  réelle   plus  grande  qi 
L  et  intègre  par  rapport  à  h  ds 


InEervertissant  l'ordre  des  intégrations  dans  le  deuxième  membre,  on  trouve 
pour  l'intégrale  du  deuxième  membre  Tfi/iu).  La  fonction  cherchée  ^l-  est  alors 
exprimée  par  une  intégrale  définie  où  figure  la  fonction  donnée  ç.  Par  exemple, 
si  o  (fe)  =  const.,  on  retrouve  ainsi  la  cyclolde. 

13.  Déterminer  la  courbe  tautochrone  pour  un  point  pesant  dans  un  plan  ver- 
tical, en  tenant  compte  du  frottement  et  d'une  résistance  de  milieu  proportion- 
nelle à  !>'.  (On  est  conduit  à  une  équation  linéaire  en  c",  qu'on  traite  comme 
dans  l'exemple  3',  n"  353.) 

14.  Pi-obhmp  d'Eulei  et  de  Saladmi.  —  Quelle  courbe  faut-il  tracer  dans 
un  plan  vectiLal  à  partir  d  un  point  O,  pour  qu'un  mobile  pesant  abandonné  sur 
cette  courbe  en  O,  sans  vitesse,  arrive  en  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe 
dans  le  même  temps  que  s'il  avait  été  assujetti  à  glisser  sur  la  corde  OM.  (On 
trouve  une  lemniscate,  Euler,  t  II  de  sa  Mécanique,  1736;  Saladini,  Mémoire 
de  Vlstiluto  nationale  icatiano,  i8n4,  vojez  une  Note  de  M.  Fouret,  Bulletin, 
de  la  Société  mathématique,  t   X\,  p   Sg.) 


-  Démontrer  que  la  lemnis< 
la  même  propriété  quand  0 
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par  une  attraction  issue  <lu  point  O  proportionnelle  à  la  distance  {Journal  de 

Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX,  p.  iifi). 

le.  Problème  de  M.  Fouret.  —  i'  Un  point  matériel  soumis  dans  un  plan  à 
une  force  dérivant  d'une  fonction  de  forces  déterminée  part  d'une  origine  O 
avec  ane  vitesse  donnée.  Trouver  un  système  de  courbes  (C)  passant  par  O  et 
homothétiques,  telles  qu'un  mobile  assujetti  â  se  mouvoir  sur  une  quelconque  de 
ces  courbes,  décrive,  à  partir  do  point  O,  un  arc  quelconque  dans  le  même  temps 
qu'il  mettrait  à  décrire  la  corde  correspondante  7 

a°  Étant  donné,  dans  nn  plan,  un  système  de  courbes  (C)  passant  par  un 
point  O  et  homolhétiqaes  par  rapport  à  ce  point,  trouver  une  force  dérivant 
d'une  fonction  de  forces,  30us  i'action  de  laquelle  un  mobile  ayant  une  vitesse 


initiale  donnée  parcourt,  àpartir  du  point  0, 
des  courbes  C,  dans  ie  même   temps  qu'il  lu 

un  arc  quelconque  d'une  quelconque 
i  faudrait   pour  parcourir  la  corde 

correspondante. 

Le  premier  de  ces  problèmes  n'a  de  solut 
est  nulle  el  que   la  fonction  des   forces  a. 

ion  qu'autant  que  la  vitesse  initialf 
en  coordonnées   polaires,   la  forme 

■b  j  — —     ^s'  (  9  )  ;  l'cquation  de  la  courbe  cliercliée  G  est  alors 

./■iii 
?■'  =  A-'ïï(fl)e    J  î'I'IrfO, 

/.'  désignant  une  constante  arbitraire. 

Le  second  problème  n'est  également  possible  que  si  la  vitesse  initiale  est  nulle, 
r,.'équation  de  la  courbe  étant  ;'  =  ^-bt(9),  la  fonction  de  forces  s'obtient  en  fai- 
sant dans  l'cspression  ci-dessus,  oit  4"  est  une  fonction  arbitraire, 

„.,=„(.,.-/v'(ïF- 

(FouHET,  Comptes  rendus,  t.  CIII,  p-  iii4  et  Tr74,  et  Journal  de  l'École  Po- 
lytechnique, 56'  Cahier). 

17.  Courbes  et  sur/aces  synchrones.  —  Soient  dans  un  plan  une  infinité  de 
courbes  C  dont  l'équation  dépend  d'un  paramètre  et  qui  passent  par  un  point  O  ; 
'10  lance  sur  toutes  ces  courbes,  â  partir  de  O,  au  même  instant  (  =  o  des  points 
matériels  identiques,  avec  une  vitesse  donnée  c,,  la  même  pour  tous,  et  on  les 
soumet  à  des  forces  dérivant  d'une  fonction  de  forces  donnée;  trouver  la  courbe 
(S)  lieu  géométrique  des  positions  de  tous  ces  points  au  même  instant  t. 

Ces  courbes  (S)  forment  une  famille  de  courbes  dépendant  du  paramétre  (;  on 
les  appelle  courbes  synchrones  des  premières. 

Si  les  courbes  (C)  passant  par  un  même  point  O  sont  situées  dans  l'espace  et 
dépendent  de  deux  paramètres,  en  lançant  sur  ces  courbes,  à  l'instant  (  =  o  avec 
une  vitesse  w„,  des  points  matériels  soumis  à  des  forces  dérivant  d'un  potentiel 
donné,  le  lieu  géométrique  de  ces  points  ù  l'inslant  t  est  une  surface  (  S  )  appelée 
surface  synchrone. 

18-  Exemples  de  courbes  synchrones.  —  La  vitesse  v^  est  supposée  nulle.  I,,a 
force  est  la  pesanteur;  les  lignes  G  sont  des  droites  passant  par  l'origine  dans 
un  plan  vertical  (les  lignes  S  sont  des  cercles).  [Euleu.] 

La  force  est  la  pesanteur  et  les  courbes  C  sont  des  cycloïdes  de  base  horizon- 
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talc  ajant  leur  rebroussemeni  en  0  et  situées  dans  un  plan  vertical.  [Lea  courbes 
synchrones  S  sont  orthogonales  aiiï  cycloîdes;  cela  tient  (n°  256)  à  ce  que  les 
cycloïdes  C  sont  les  brachistochrones  pour  la  loi  de  force  considérée.]  (Eulbr.) 
La  force  est  une  attraction  proportionnelle  à  la  distance  issue  de  l'origine  O 
et  les  courbes  C  sont  les  cercles  ai'+j''—  îay  —  o,  où  a  est  un  paramètre  va- 
riable {les  courbes  synchrones  S  sont  des  droites  passant  par  l'origine),  (Leooux, 
Annales  de  la  Fa  ul     de  T     lue,  t.  VI). 

19.  Étant  donnée  dan  un  plat  deux  familles  de  lignes  (A)  et  (C),  qui 
toutes  passent  pa  un  po  ni  0  peut-on  ti-ouver  une  force  F,  dérivant  d'un 
potentiel  O  et  tell  que  ous  on  action,  un  mobile  partant  du  point  O  avec 
une  vitesse  de'term.  n  u  an  l'une  quelconque  des  lignes  (  C  )  arrive  en  un 
point  quelconqu  M  de  tte  l  gne  dans  le  même  temps  que  s'il  avait  suivi 
celle  des  lignes  (A.)  gui  passe  en  Ml 

On  peut  désigner  les  lignes  (A)  sous  le  nom  de  trajectoires  et  les  lignes  (C) 
sous  celui  de  lignes  synodales;  il  est  d'ailleurs  évident  que  leurs  rôles  peuvent 
être  intervertis.  Le  problème  peut  toujours  être  résolu  d'une  infinité  de  manières. 
Le  problème  de  M.  Fouret  se  rapporte  au  cas  où  les  trajectoires  sont  reclHignes 
et  les  lignes  synodales  liomo  thé  tiques  par  rapport  au  point  O  (de  Sacnt-Geh- 
MAIH,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1Ë89). 

20.  Démontrer  la  relation  suivante  qui  eviste  entre  les  trajectoires,  les  lignes 
synchrones  et  les  synodales  :  soient  MA,  MB,  MG  les  tangentes  respectives, 
menées  dans  le  sens  du  mouvement,  à  celles  de  ces  lignes  qui  se  coupent  en  M. 


^CMB  --=!:  +  GMA 
cm,  ot  DE  SAiNT-GEiiMAiN,  Bulletin  des  Sciences 


21.  Démontrer  que,  si  les  lignes  synchrones  sont  orthogonales  a  uï  trajectoires, 
celles-ci  se  confondent  avec  les  lignes  synodales  et  deviennent  des  brachisto- 
chrones pour  les  forces  considérées  {ibid,). 

Î2.   Mouvement  d'u 

constante. 

23.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  vertical  invariablement  lié  A 
un  axe  fixe  vertical  autour  duquel  il  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante. 
On  suppose  que  la  projection  de  l'axe  sur  le  plan  du  cercle  passe  par  le  cenii-e 
de  celui-ci. 


aatériel  pesant  sur  une  droite  in 

r  duquel  elle  tourne   avec   une   vitesse  angulaii 


24.  Le  problème  des  tantochrones  i 
se  ramène  à  l'intégration  d'une  équat 
et  du  second  degré  (Kœniûs,  Compt 


cas  où  il  existe  une  fonction  de  forces 
X  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
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CHAPITRE  XII. 


MOUVEMENT  D'UN  POmT  SUR  UNE  SURFACE 
FIXE  OU  MOBILE. 


I.    -   GENERALITES. 

262.  Équations  du  mouvement.  —  Soit  une  surface  S  qui  peuL 
changer  de  position  et  mûme  de  forme  avec  le  temps,  et  soit 

(0  f{x,y.z,t)  =  o 

l'équation  de  cette  sm'face  en  coordonnées  rectangulaires.  Dans  le 
cas  particulier  où  la  surface  est  fixe,  cette  équation  ne  contient 
pas  le  temps  t.  Un  point  matériel  M  de  coordonnées  x,  y,  s  est 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  celte  surface  et  est  soumis  à 
l'action  de  forces  données  dont  la  résultante  F  a  pour  projections 
X,  "V,  Z.  Il  s'agit  de  trouver  le  mouvement  du  point.  La  surface 
exercera  sur  le  point  une  réaction  normale  N  ayant  pour  projec- 
tions des  quantités  de  la  forme 

(N)  »f,     -A     Xf. 

•     '  0x  oy  oz 

Le  point  pourra  alors  être  regardé  comme  libre  sous  l'action 
des  deux  forces  F  et  N,  et  les  équations  du  mouvement  seront 

^"       "'■~m~^^      dm'        '"  dt^   -^^^dy'        "■  dt^  -''   ■        <J^ 

Ces  équations,  jointes  à  l'équation  (i)  de  la  surface,  forment  un 
système  de  quatre  équations  définissant  x,  _^,  5  et  X  en  fonction 
de(. 

Pour  obtenir  les  équations  donnant  x,  y,  z  en  fonction  de  l,  il 
faudra  éliminer  \  entre  ces  équations  {d.),   ce  qui  donne  deux 
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<>U.,      ■]  (n*ad      '3^  'îa^t^i,*.!^^  «c^'VK^-:^*-  'tf-n^AtSù^t^ 


^^^-^-'Xa^^M-  cLi^,  r^Zi^-i^t^tt  / 


5^ 

' 

^^ 

^.-^' 

7.^ 

'^\' 

ù 

.^//^,V 

Q^ 

1 

^   '  =■ 

'■A; 

'  ^V' 

1° 

'VA''- 

'V 

/« 


î  -  ^-s  ^t-u^  y 
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équations.  Une  fois  le  inoiivemenL  connu,  !a  valeur  de  "k  et,  par 
suite,  la  grandeur  do  la  réaction  normale  sera  fournie  par  une 
quelconque  des  équations  (a)  ou  par  une  combinaison  de  ces 
équations. 

263.  Équations  de  Lagrange.  —  La  méthode  de  Lagrange  que 
nous  allons  exposer  est  Identique  à  celle  qui  a  été  employée  pour 
le  mouvement  d'un  point  sur  une  courbe  (n"  259).  On  peut 
toujours  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  S  et, 
en  particulier,  celles  du  mobile  M  en  fonction  de  deux  para- 
mètres /j,  et  (/a  : 

(3)       ^  =  ç(î„  5„  0,      y  =  'H^u  ?i,  0.       ^  =  ^(?i-  ?^-  0- 

Ces  expressions  seront  telles  qu'en  éliminant  entre  elles  q,  et  q-^, 
on  retrouve  l'équation  (i)  de  la  surface.  Elles  contiennent  expli- 
citement le  temps  t  qui  ligure  dans  l'équation  (i);  dans  le  cas  par- 
ticulier où  la  surface  S  serait  fi\e,  l'équation  (i)  ne  contenant 
pas  /,  on  pourrait  s'arranger  de  façon  que  les  expressions  (3)  de 
X,  y,  3  ne  contiennent  pas  explicitement  l. 

Pour  connaître  le  mouvement  du  mobile,  il  suffit  de  connaître 
en  fonction  de  t  les  paramètres  qi,  q-i  qui  servent  à  déterminer 
la  position  du  mobile.  ïl  faut,  pour  trouver  ^,  et  q^,  deux  équa- 
tions que  l'on  obtient  comme  il  suit  ;  ajoutons  les  équations  (a) 
iiprès    les    avoir    multipliées    respectivement    pai 

(4) 


Xdf^    ô(j,         dt^    àqi 


Q.  =  x-, 


X  disparait  dans  cette  combinaison  en  vertu  de  la  relation 


djt  dqi        ôy  àqi        ôz  àq^  ' 

qui  exprime  que  la  normale  à  la  surface  est  normale  à  la  courbe 
que  décrirait  le  point  (3),  si,  laissant  q^  et  t  constants,  on  faisait 
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seulement   varier  q, ,   courbe  située  sur  la  surface  S.   En  multi- 

,.  ,         ,  .  ,  ,    ,  dw       dJi       lira      ^    1 

pJiant  les  équations  du  mouvement  (2)  par  ~,  -r-^,  -r-   et  les 

ajoutant,  on  obtient  de  même  une  seconde  équation 

'*  '  \dt'    rfjs  ~^    dp   <iq^        dt^   àqj        ^" 

^  dys  àqi  oçs 

Ce  sont  ces  deux  équations  (4)  el  (4')  qui  définissent  g\  elq.. 
en  fonction  de  t.  On  peul  les  écrire  sous  iine  forme  beaucoup 
plus  simple.  Appelons  q\  et  q'„  les  dérivées  de  q,  et  g^  par  rapport 
au  temps,  et  x',  y',  z'  les  projections  de  la  vitesse  du  mobile  -^j 

dr     ds      r  >  ■  .-  /  ■;  1  •      - 

-^1  -T--  L  équation  (4)  peut  s  écrire 


i„       '    iq,              »qj\ 

dt\jiqj       ■'    dt\ùq,j 

dt\àqj 

ear  on  a  évidemment 

d't\^   àqj       '"^   dt\ùqj  " '"   dii   âg,' 

Or,  d'après  la  formule  (3),  x  dépend  de  t  directement  et  par 
l'intermédiaire  deg-,  el  q^,  qui  sont  fonctions  de  i;  donc 

,  „  ,  ,         ôo      ,         ào      ,        ùa 

De  même  y^  dépend  de  (  directement  et  par  l'intermédiaire  de 


d  j  à'^  \        d^'^     ,    ^        d^tp        ,    ^      d^'3 
di  \~dql/  ~"  àqf  '' '  "^  àqiùql''-^  dq,dl' 

Dans  l'expression  (6),  considérons  x'  comme  une  fonction  de> 
lettres  q,,  q^,  q\,  q',,  t.  Nous  aurons  immédiatement 

ôx'  _^   àf  àx'  _  d^a     ,  d'œ        ,  d^^ 

^l'\        ^îi  '  '>'ii~  '>'i\  àqiàq^  "^       dqfàt' 
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ôq, 


i}'ji        dt  \àq,  I 


Un  calcul  analogue  donnerait 

dy'         à'^i  dy' 

àq\        dq\  àqi 


dt\àq,)' 
dz'        l'bn  às'        d  /  àT!  \ 

ôq\        àqi  '  (i^i        dt  \àqi/ 

Hemjjlaçanl  dans   i'équaUon  du    mouvement  (5)  les  qn;inliuîs 

ûij,'      oqi'      àq^'      dl  \(lqi/'     ~dt\dqj'      dt  \<lqi) 
par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  ci-dessus,  on  aréquatioii 
dV      /  ,  àx'         ,  dy'         .àz'\~\  f  ,  àx'        ,  Oy'        ,àz'\       „ 

rf'L       \       àq',->^   àq-,^,)q\)\         ""  l,      ^îi       ^   àq^    ^  àqj        '^" 

un,  en  posant 


(;) 


/c)T\ 


^)T 


on  trouverait  de  même,  en  transformant  l'équation  (4'), 
d  I  d1\        <*T       „ 

Ces  équations  (7)  et  (7')  sont  les  équations  du  mouvement 
d'après  Lagrange.  Pour  les  écrire,  il  suffit  de  former  la  quantité  T 
égale  à  la  demi-force  vive  du  point  ;  dans  cette  quantité  T,  on 
remplace  x' ,  y' ,  z'  par  leurs  valeurs 


àq: 


^  "^  . 
'à^/' 


^ 


"  dt  ' 


de  façon  à  exprimer  T   en  q,,  q^^  (j\,  q.^  et  /;    puis  on  écrit  les 
équations  du  mouvement  (7)  et  {7'). 

Dans  ces  équations,  les  seconds  membres  Q)  et  Qj  ont  été  cal- 
culés plus  haut.  On  peut  les  caractériser  de  la  façon  suivante  : 
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imprimons  au  point  M  un  déplacemcnl  virLucl  qui  s'efTecl 
la  surface  S,  c'est-à-dire  qui  est  obtenu  en  laissant  t  cons 
faisant  varier  q^  et  q^  de  Sç-,  et  5^-^.  Nous  aurons  pour  le 
jections  de  ce  déplacement  virtuel  sur  les  trois  axes 


iq,                 iq. 

a  du  travail  virtuel  oorrespo 

nclanl  de  F, 

-  Y3_)'  +  ZSs  =  QiS^i-T-  Qîô^i, 

d'après  les  expressions  de  Q,  et  Q».  Ainsi,  pour  avoir  les  seconds 
membres  Q,  et  Qj,  il  suffit  de  prendre  les  coefficients  de  Sf/, 
et  Sçi  dans  l'expression  du  travail  virtuel  de  F,  pour  un  déplace- 
ment arbitraire  effectué  sur  la  surface  S,  dans  la  position  qu'elle 
occupe  à  l'instant  t. 

Pour  obtenir  en  particulier  Q) ,  on  imprimera  au  point  un 
déplacement  virtuel  obtenu  en  laissant  t  et  q^  constants  et  faisant 
varier  seulement  (ji  de  Oi/,  ;  le  travail  virtuel  correspondant  de  la 
force  F  sera  Q,  S^, ,  De  même,  pour  avoir  Qa,  on  considérera  un 
déplacement  virtuel  obtenu  en  laissant  (  et  qt  constants  ;  le  travail 
de  F  sera  Q^S^^r». 

S'il  existe  une  fonction  de  forces  \i{x,y,z),  ou,  plus  géné- 
ralement, si  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction 
\.){x^y,  z,  t)  contenant  le  temps,  on  a 

En  eil'et,  \3[x^y,z,  t)  dépend  de  q,  et  q-i  par  l'Intermédiaire 
de  x,y,  z;  on  a  donc 

àg,        àx   dqi        dy   ôgi        dz   1)5, 

ûq^  àg,  âqt 

de  même  pour  Q5. 
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96i.  Applications.  —  i°  Mouvement  d'un  point  dans  un  plan  fixe 
en  coordonnées  polaires .  —  Cherchons  le  mouvement  d'un  point  dans  l( 
plan  xOy  en  prenant  comme  paramètres  qi  et  çt  les  deux  coordonnée; 
polaires  r  et  6.  Les  formules  donnant  x,y,  z  en  fonction  des  deux  para- 
mètres sont  actuellement 

Supposons  le  point  sollicité  par  une  force  F,  située  dans  le  plan,  ayani 
pour  projections  (X,  Y,  o).  La  fonction  T  sera 


"4   -^  =  Q„ 


■t  \ÔD' } 


ài]\  àqi 


àq. 


dg. 


~  Ysinfl, 
n6^-V(■c 


Nous  pouvons  aussi  trouver  directement  Q,  et  Qj.  Désignons  par  P  et  l\ 
les  composantes  de  la  force  suivant  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur 
dans  le  sens  des  9  croissants  et  suivant  le  rayon  vecteur  dans  le  sens  des  r 
croissants.  Pour  un  déplacement  Ër  sur  le  rayon  vecteur  (y^  =:  const.)  le 
travail  de  F,  égal  à  la  somme  des  travaux  de  P  et  R,  se  réduit  à  RSr, 
puisiiue  le  travail  de  P  est  nul  (fiff.  ifi6).  On  a  donc 


ème  pour  un  déplacement   virtuel   obte 
■,  constant  et  faisant  varier  6,  déplacem. 
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DYNAUigUE    DV    I 


infél'ence  de  rayon  OM,  le  dépla< 
réduit  au  travail  de  P,  qui  est  PrÔ6;  o 


ï-SO  et  le  travail  de  F 


Lorsque  la  force 


mivcmont  sont  donc,  d'après  la  valeur  de  T, 

)■-'»'■»'■="■     5(--«')-i'- 

,  centrale,  P  est  toujours  nul,  et  l'on  a 

^^{mr^%')^o,         .-^e'^C  (loi  des  aires). 

0."  Trouver  le  mouvement  d'un  point  pesant  mobile  sans  frotieinei 
sur  un  plan  qui  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  as 
horizontal  situé  dans  le  plan. 

Nous  compterons  le  temps  à  partir  du  moment  où  le  plan  mobile  coïr 
cidc  a\ee  ^Oj' supposé  horizontal,  en  prenant  pour  a^ie  des  a^  Vase  c 
rotation.  Si  6  est  l'angle  du  plan  mobile  avec  le  plan  desa^_j',  on  aura 


étant  la  vitesse  angulaire  de  rotation  (Jig.  16-);  l'équation  du 
lie  ROa?  est  alors 


En  appliquant  las  formules  gér 


réacLion  normale  ayant  précisément  pour  valeur  'k.   Pour  fixer  la  posi- 
n  du   point  M  dans  le   plan  mobile,  nous  prendrons  ses  coordonnées  x 
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Cl  r  par  rapport  aus  ases  Ox,  OR,  x  jouani  le  rôle  f1e  çi  et  /■  de  q^.  Les 
formules  de  transformation  seront  alors 

(a  fonction  T  qui  entre  dans  notre  formule  ?era 

Il  y  a  une  fonction  de  forces 
On  a  donc 


is --»■«'""'■ 


La  prcmicre  de  ces  équations  montre  que  la  projection  Q  sur  l'axe  des  .r 
ie  déplace  d'un  mouvement  uniforme.  La  seconde,  étant  linéaire  à  coefli- 
ïients  constants,  peut  s'intégrer  et  a  pour  intégrale  générale 


voir  l'équation  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  àcsyz, 
iuffit   dans   celle    relation   de   remplacer  ail  par   0,  ce  qui   nous 


Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  les  conditions  initiales  sont 
telles  que  A  et  B  soient  nuls  ;  il  suffit  pour  cela  que  le  mobile  soit  lancé  de 
l'axe  de  rotation  de  façon  que  sa  projection  sur  la  droite  R  ait  une  vitesse 

initiale  égale  à  ~-   La  projection  de  la  trajectoire  sur  le   plan  des  yz  a 


y  Google 


464  TROISI 

aloi's  pour  équatior 


Il  cercio  langent  en  0  à  l'axe  Oy.  La  trajectoire  ust  u 
r  calculer  la  rcaelion  normale,  reportons-nous  à  l'une 

^■ez-i. 


mplaçant  _>•  pai- 


\*2  dt 


iule,  dans  laquelle  on  remplac 
!  l'esprcssion  de  la  réaction  n 
est  précisément  égale  à  À. 


II.  -  CAS   OU  LA  SURFACE   EST  FIXE. 

365-  Emploi  du  théorème  des  forces  vÏTes,  —  La  méthode 
générale  qtie  nous  venons  d'exposer  s'applique  toujours.  Lorsque 
la  surface  est  fixe,  il  se  présente  des  simplifications  qu'il  importe 
d'indiquer.  L'équation  de  la  surface  est  alors 

le  déplacement  réel  que  subit  le  point  éianl  normal  à  la  réaction 
normale  N,  si  l'on  applique  le  théorème  des  forces  vives,  le  travail 
de  cette  réaction  est  nul  et  l'on  a  l'équation 

([)  d'-—  -Xrfa^  + Yrfy  +  Z(fc, 

indépendante  de  la  réaction,  Cetle  équation  peut  alors  remplacer 
l'une  des  deux  équations  de  Lagrange.  Nous  vérifierons  tout  à 
l'heure  qu'eiic  est  bien   une  conséquence  des  équations  de  La- 
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CllAP,    XII.   —  NOVVEMENT    D'UN    POINT   SUR    UNE   8UHFACB.    46^ 

Si  la  surface  était  mobile,  la  réaction  normale  ne  serait  pas 
éliminée  par  l'application  du  théorème  des  forces  vives,  car  le 
déplacement  réel  dx^  dy,  dz  dn  mobile  ne  serait  pas  normal  à 
la  réaction  normale;  en  effet,  la  snrface  à  l'instant  t  est  en  S  et 
le  point  en  M  sur  S;  à  l'instant  t  -\-  dt,  elle  est  en  S'  et  le  point 
en  M'  snr  S';  le  déplacement  MM'  n'est  donc  pas  normal  à  la 
réaction  N, 

Revenons  au  cas  où  la  surface  est  fixe  :  l'équation  des  forces 
vives  donne  immédiatement  une  intégrale  première  s'il  y  a  une 
fonction  de  forces  \i{x,y,  z) 


Il  peut  encore  se  faire  que  Xrfa;^- Yrf/ -I- Zt/s,  n'étant  pas 
une  différentielle  totale  exacte,  le  devienne  en  vertu  de  la  rela- 
tion /[x,y,  s)  ^  o  ;  si,  par  exemple,  un  point  de  la  surface  est 
défini  par  les  deux  paramètres  </,  et  q^ ,  on  aura 

e  t  la  quanti  té  X(/ir'4-Y</j'+Z(/s  prendra  la  forme  Q)  dq,  -i-Q^dij.. 
quand  on  aura  remplacé  X,  Y,  Z,  x,y,  z  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  q,  et  g^.  Si  alors  l'expression  Q,  dq,  +  Çl^dq^  est  la 
différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  V  (q,,q^),  on  aoral'in- 
tcffrale  des  forces  vives 


ou  encore 

T  =  L  -i-  h, 

car  T  est  précisément  la  demi-force  vive. 

On  remplacera  l'une  des  équations  de  Lagrange,  la  plus  com- 
pliquée des  deux,  par  cette  dernière  équation  et  l'on  aura  ainsi  les 
deux  équations  définissant  q,  et  q^  en  fonction  de  (. 

Ë\EUPLE.  —  Mouvement  d'un  point,  mobile  sur  un  kélicoïde  gauche 
à  plan  directeur,  attiré  ou  repoussé  par  l'axe  proportionnellement  à 
la  distance  (fig.  168). 

I.  3o 
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;  TBOISIÈMË    l'AlITIE.    —    DYNAÎEIQtK    DU    POINT. 

îoieiil  )■  et  0  les  coordonnt;es  polaires  (l'un  point  M  de  l'holicoïde,  siri 
■  la  gcn oratrice  CD;  on  a  pour  coordonnées  cartésiennes  de  ce  point 


l.ii  forée  qui  agit  sur  le  point  est  F  =  7ii[xr,   dirigée  suivant  CD.   On  s 
qiit  dau*  ce  cas  il  y  a  iiiie  fonction  de  forces 


En  définissant  un  |»oint  de  la  surface  par  les  paramètres  r  et  0.  qui  rem- 
placent qi  et  ^5,  nous  aurons 

T  =  -'ç{r-^~r''D"--i-/.:H'^)  =  —  [r'^-i- (,-=  + /c=)0's]. 

Les  équations  du   iiioiivement  seront  par  suite,  d'après  Lagran^c, 

.Vu  lieu  de  nous  servir  de  la  première,  nous  emploierons  l'intégrale  des 
fi.rces  vives 

,.'!  +  (,-2^.^s)0'2—  ;j.,-2  ==  h. 
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exprime  donc  (  en  fonction  de  r  par  une  quadrature.  On  trouvera 
même  que  6  s'exprime  par  une  autre  quadrature  en  fonction  de  r;  il 
fit  pour  cela  de  remplacer,  dans  la  dernière  équation,  dt  par  sa   valeur 


Pour  discuter  la  forme  de  la  courbe,  il  faut  distinguer  deus  cas,  selon 
que  [-1  est  positif  ou  négatif  (répulsion  ou  attraction)  :  si  [j^  est  positif,  on 
voit  que  la  courbe  peut  avoir  des  branches  infinies,  puisque,  lorsque  i- 
croit  indéfiniment,  {  -,   \     ne  cesse  pas  d'être  positif.  Au  contraire,  si  |j. 

est  négatif,  r  ne  pourra  pas  croître  au  delà  de  certaines  limites.  Dans  le 
cas  particulier  de  |j:  =  o,  le  point  se  déplace  sur  la  surface  sans  force  direc- 
tement appliquée;  (  s'exprime  alors  en  fonction  de  r  par  une  quadrature 
elliptique.  Dans  ce  cas  particulier  le  point  décrit,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin  {n°  270),  une  ligne  géodésique  de  l'hélicoïde. 


266.  Equation  des  forces  vives  déduite  des  équations  de  La- 
grange,  ^  La  surface  étant  fixe,  les  expressions  de  x,y,  z  en 
fonctioQ  de  q\  et  q^  peuvent  être  choisies  de  façon  à  ne  pas  con- 
tenir explicitement  t.  La  fonction  T  est  alors  homogène  et  du 
second  degré  en  q\  et  q',,  et  le  théorème  des  fonctions  homogènes 
donne  l'identilé 

Ceia  posé,  prenons  les  deux  équations  de  Lagrange 

dt  \dr^\  j         <lqi         ^'  '  dl  \àq'^  )         ôq^  ^' 

et  ajoutons-les  après  avoirmnltiplié  la  première  par  ^', ,  ladei 
par  g'^.  Nous  aurons  une  équation  qui  peut  s'écrire 


i  f    ,    dT 


/dT   dq\         dT  rfy'ï         dT      ,         dT      ,  \        ,      ,        „      , 

La  première  parenthèse  égale  aT;  la  deuxième  est  égale  à  -j-^ 
car  T  dépend  de  (  par  l'intermédiaire  de  q\,  q'.,,  q,,  q^-  L'équa- 
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tion  ci-dessus  s"ccrlt  donc 

dt 
OIT,  en  multiplianl  par  dt^ 


lidi},  +  Qîrfçs , 


ce  (jui  est  l'équation  des  forces  vives,  car  Qi^/^t  +  Qaf^^s  est  le 
travail  élémentaire  de  la  force  (X,  Y,  Z).  Si  Q)  dq^  •+■  Ci^dq^  est 
une  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  V{f/,,q'j),  on  a 
l'intégrale  des  forces  vives 

T  =  U  -^  /' , 
(]ui  remplacera  l'une  des  équations  de  Lagrange. 

267.  Stabilité  de  l'équilibre  dans  le  cas  où  la  fonction  U  existe. 

—  D'après  ce  que  nous  avons  vu  en  Statique,  pour  obtenir  les 
valeurs  de  q,  et  q^  fournissant  les  positions  d'équilibre  du  mobile, 
il  suffit  d'écrire  les  deux  équations  Q,  ^=  o,  Q2  ^  o.  Dans  le  cas 
particulier  où  Ç^idq,  +  Q^^dqj  est  la  différentielle  d'une  fonction 
U(^) ,  Ça),  les  équations  d'équilibre  sont  identiques  à  celles  qu'il 
faudrait  écrire  pour  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de 

Nous  voulons  démontrer,  d'après  Lejeune-Diriclilet,  que,  si 
pour  un  certain  système  de  valeurs  q,  =:  a,,  q^^  a^  la  fonction 
U  est  maximum,  l'équilibre  correspondant  est  stable.  La  dé- 
monstration est  identique  à  celle  qui  a  été  donnée  (n"  208)  pour 
un  point  libre.  Indiquons-la  en  peu  de  mots.  On  peut  toujours 
supposer  que  le  maximum  ait  lieu  pour  q,:=q^^o,  car  cela 
revient  à  prendre  pour  nouveaux  paramètres  qi  —  a,  et  q^  —  a.^, 
et  que  ce  maximum  U{o,  o)  soit  nul,  car  cela  revient  à  retrancher 
de  U(g',,  q^)  une  certaine  constante,  ce  qui  est  permis,  car  cette 
fonction  n'est  définie  qu'à  une  constante  près.  D'après  la  défini- 
tion du  maximum,  la  fonction  U  est  alors  négative  et  différente 
de  zéro  dans  le  voisinage  de  la  position  d'équilibre  considérée  P. 
Traçons  sur  la  surface  une  petite  courbe  fermée  G  entourant  P; 
sur  cette  courbe  U  est  négative  et  non  nulle  :  il  existe  donc  un 
nombre  positif/?  tel  que  sur  cette  courbe  U+p  soit  négative. 
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CHAP.  XII.  —  MOUVEMENT  d'un  POINT  SUa  TNË  SURFACE.  4^9 

Déplaçons  alors  le  mobile  de  la  position  d'équilibre  P  dans  wne 
position  voisine  Mo  située  à  l'intérieur  de  G  où  U  prend  la  valeur 
Uo  et  imprimons-lui  une  vitesse  Co,  on  aura 

^'  =  U  +  — "  —  Li„; 

choisissons  la  position  initiale  et  la  vitesse  initiale  de  façon  à 
remplir  les  deux  conditions 

-'^S<|,       -u.<f, 

ce  qui,  à  cause  de  la  continuité,  exige  imlquement  que  C(|  et  la 
distance  PM,  soient  inférieures  à  certaines  limites.  Dans  ces 
conditions  le  mobile  ne  sortira  pas  de  la  courbe  C  et  même  n'at- 
leindra  pas  cette  courbe,  car  l'équation  des  forces  vives  donne 


et  L  -{- p  devient  négatif  sur  la  courbe  limite  C. 

268.  Réaction  normale-  —  Une  fois  le  mouvement  connu  , 
pour  avoir  la  réaction  il  suffira  de  tirer  X  d'une  quelconque  des 
équations  (2)  du  mouvement  (n"  262),  Supposons  que  le  mobile 
soit  seulement  posé  sur  la  surface,  c'est-à-dire  qu'il  puisse  la 
quitter  d'un  certain  côté.  Pour  que  le  point  reste  sur  la  surface, 
il  faut  que  la  réaction  N  soit  dirigée  du  côté  où  le  point  peut 
s'éloigner.  D'un  côté  de  la  surface y{x,_^,  .s)  est  positif,  de  l'autre 
côté  il  est  négatif;  pour  que  la  réaction  soit  constamment  dirigée 
vers  la  région  desypositifs,  il  fautque  X  soit  positif,  comme  nous 
l'avons  vu  en  Statique  à  propos  de  l'équilibre  d'un  point  sur  une 
surface.  Si  X  s'annule  à  un  certain  moment  et  change  de  signe, 
le  point  quitte  la  surface  et  l'on  est  ramené  axi  cas  d'un  point 
libre. 

269.  Équations  intrinsèques  et  réaction  normale.  —  Surla  trajec- 
toire, nous  marquerons  une  origine  des  arcs  A  (jî^- 169).  Soit  M  une 
position  quelconque  du  mobile,  menons  en  ce  point  la  tangente 
MT  dans  le  sens  des  arcs  croissants;  soient  C  le  centre  de  cour- 
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470  TROISIÈME    PABTIE.    —    nïNAMIQUE   DU    POINT- 

bure  de  la  section  normale  langente  à  MT,  R  soq  rayon  de  coui 
bure  MC,  nous  prendrons  pour  sens  positif  sur  la  normale  1 
sens  MC.   Soient  île  même  MG  Ja  normale  prineipalc  de  la  tra 


jectoireet  p  =  MC  son  rayon  de  courbure;  désignons  parft  l'angle 
du  plan  osculateur  TMC  à  la  trajectoire  avec  la  normale  à  la  sur- 
face, nous  aurons  d'après  le  théorème  de  Meusnier 

p  =  lîcosO, 

En  projetant  la  direction  MC  sur  le  plan  tangent,  nous  obte- 
nons une  demi-droite  MP  sur  laquelle  nous  considérons  le  sens  de. 
la  projection  du  segment  MC  comme  sens  positif.  Soient  alors  F(, 
F„,  Fp  les  projections  de  la  force  F  sur  les  droites  MT,  MC,  MP, 
et  N  la  valeur  algébrique  de  la  réaction  normale;  on  sait  que  la 
résultante  des  forces  F  et  N  se  décompose  en  deux,  l'une  m  -j- 
suivant  MT,  l'autre  m  —  dirigée  suivant  MC;  ce  système  de  deux 
forces  est  par  suite  équivalent  au  système  formé  par  F  etN.  On 
aura  donc,  en  égalant  les  sommes  des  projections  des  forces  de 
chacun  de  ces  systèmes  sur  les  axesMT,  MP,  MC, 


df 


_  F,  ^^sm"e  =  F^  !—  cosa=  h'n-HN. 


Ces  équations  peuvent  prendre  une  forme  plus  simple  :  dési- 
gnons par  pg  le  rayon  de  courbure  géodésique  -^'  f^L  tenons 
compte  de  la  relation  trouvée  plus  haut  — ^  =;  R  :  les  équations 


y  Google 


précédentes  rleviendront 


■  di 


S'il  j  a  une  fonction  des  forces,  on  a  — ;—  ^=  U  -!-  /i  el  la  der- 
nière formule  permet  de  calculer  la  réaction  normale  sans  clierchei' 
le  mouvement,  à  condition  que  l'on  connaisse  R, 

De  ces  équations  on  peut  tirer  une  conséquence  intéressante  : 
déformons  la  surface  de  façon  que  les  longueurs  des  lignes  tracées 
sur  celte  surface  ne  changent  pas;  dans  celte  transformation  les 
rayons  de  courbure  géodésique  ne  varient  pas  ;  si  donc  on  modifie 
la  force  F  de  façon  que  sa  projection  sur  le  plan  tangent  reste  la 
même,  les  deux  premières  des  équations  ci-dessus  qui  définissent 
le  mouvement  n'auront  pas  changé,  el  le  mouvement  sera  le  même 
que  dans  le  premier  cas.  La  réaction  normale  seule  changera.  On 
voit  ainsi  que  la  trajectoire  d'un  point  pesant,  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  un  cjlindre  vertical,  s'obtient  en  enroulant  sur  ce 
cylindre  une  parabole  d'axe  vertical.  De  même  la  trajectoire  d'un 
point  pesanl  sur  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  provient  de 
l'enroulement  sur  ce  cône  de  la  trajectoire  plane  d'un  mobile 
soumis  à  une  force  centrale  constante. 

270.  Lignes  géodésiques .  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui 
où  le  mobile  lancé  sur  ïa  surface  fixe  n'est  sollicité  par  aucune 

force.  L'équation  des  forces  vives  devient  alors  d =  o;   elle 

montre  que  la  vitesse  est  constante.  La  trajectoire  du  mobile  est 
une  ligne  géodésique  de  la  surface,  puisque  son  plan  osculateur 
doit  contenir  la  seule  force  qui  agisse  sur  le  mobile  :  la  réaction 
normale;  cela  résulte  d'ailleurs  de  la  deuxième  des  équations  in- 
trinsèques qui  devient =  o,  d'où  l'on  déduit  —  =;  o,  puisque 

V  est  constant,  et  cette  condition  —  ;=  o  caractérise  les  lignes 
géodésiques.  La  dernière  équation  intrinsèque  permettra  de 
calculer  la  réaction  normale  :  N  =  —  -•  On  peut  remarquer  que 
dans  le  cas  actuel  on  a  S  =  o,  donc  R^  o  et  la  réaction  normale 
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a  pour  valeur ;  eîle  varie  en  raison  inverse  du  rayon  de  eour- 

bure  de  ia  trajectoire. 

Les  équations  générales  du  mouvement  se  réduisent  alors  à 

'"     rf(3     ~      '  I)t'  "'     tll^     "  'Jj'  dl''     ~     '    àz' 

à  l'aide  de  l'équation  ds^^  v„dt  on  éliminera  le  temps;  il  suffira 
pour  cela  de  remplacer  dans  les  formules  précédentes  dt-  par  —^  ■ 
Remarque.  —  Si  la  surface  admet  des  génératrices  rectilignes, 
on  devra  les  trouver  comme  trajectoires  particulières,  car,  si  un 
m.obile  est  lancé  suivant  l'une  de  ces  génératrices,  il  la  décrira 
de  lui-même  en  vcrtii  du  principe  de  l'ineiaie,  et  la  réaction  de 
la  surface  sera  nulle. 

Exemple.  —  Lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde.  —  Appliquons  ci;  qui 
précède  à  l'ellipsoïde 


On  a,  comme  toujours,  l'intégrale  première  v  =  v^.  Pour  en  trouver  i 
seconde,  nous  emploierons  une  méthode  due  à  M.  Darboux.  DifTéi'enlii 
deux  fois  de  suite  l'équation  (i),  nous  obienons 

tP  dt^  '^  b^  dt^  '^  ci  dl^  ^  ai\dt/    '^  ù-^\dt  /   '^  c'-\dt/    " 
et,  en  vertu  des  équations  (a), 

/^^     t'     3'\         l  1  /dxY      I  /dyy      I  fdzy-i 


multiplions  maintenant  les  équations  (2}  respective 

I   dz  . 

—  -f-i  et  ajoutons,  nous  obtenons 


s  dt'  b^  dt' 


j  _    1   ds:  d'^        i    dy  d'y        i   dz  d^s 
\afi'dt~^b''  dt'^  &-di\  ~  'a-^  'd^      b^  dt  ~dP       c^  'di  'U.P  ' 


y  Google 


c. 

lAP,    XII.  ^ 

mouvkmë: 

iT  d'un  point 

SVn    UNE    SI 

IBFICB.    473 

iinou 

s  divi: 

.ons  membre  à  me 

mbre  le^  équatto 

n,  (3)ci(1), 

nons  aurons 

5 

è'  df 

■^T^dt 

1  d^d'^        I 
a^  "Si  "31^"^  b" 

dy  d'-y        i  d^  d^s 
dt  di^  "^  c»  dt  dp 

arî 

c^ 

-IMiï^ 

b'\dt)  ^c 

1  fd.yi  • 

-'[di)  1 

^hacui 

1  des 

numéra 

teurs  est, 

à   une  constante 

près,  la  déri 

voc  du  déno- 

ninatKur;  o 

n  pourr 

a  donc  inlégrer  cette  équat 

ion  et  l'on  au 

ira 

(S 

-S)i 

,  I  /d^y 

^ b'\dii  ^ 

i(S)> 

constante; 

le  temps  à  l'aide  de  l'équation  des  forces 


'■    '  Va*      6*      c*/  \a^\ds/   ^  b^\dsj        c^\dsj    \ 

telle  est  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésîques  de  l'ellipsoïde. 
Une  interprétation  géométrique  simple  de  cette  équation  nous  donnera 
un  théorème  dû  à  Joachimstal  ;  sip  est  la  distance  du  centre  de  l'ellip- 
soïde au  plan  langent  en  un  point  M  d'une  ligne  géodésique,  S  la  lon- 
gueur du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente  menée  en  M  à  cette  ligne, 
le  produites  est  constant  tout  le  long  de  cette  ligne  géodésique.  Les 

de  1.  tangente  en  M  étant,  en  ellel,  ^,  f,  f ,  le. 

^  '   ds     as      as 

c  leN-tromité  du  de  mi -diamètre  parallèle  seront 

„  dw        ,  dy        -  ds  _ 
ds  ds  ds  ' 

e  ce  point  appartient  à  l'ellipsoïde,  on  aura 

Ss  ~  aî  \  <is/    "^62  \ds  )    ^  "c-'  [dsj   ' 
t  en  IVI  ayant  pour  équation 


et,  en  vertu  de  l'équation  (5),  • 
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Ce  théorème  s'applique  aussi  aux  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde; 
nous  verrons,  en  effet,  pius  tard,  que  ces  lignes  correspondent  aux  solu- 
tions singulières  de  l'équation  (5).  (Darboux,  Mécanique  de  Despey- 
m,,  t.  I.) 

Pour  achever  l'intégration,  on  es.prinie  les  coordonnées  a^,^,^  d'un  point 
de  l'ellipsoïde  au  moyen  de  ses  coordonnées  elliptiques  ji,  q^  :  les  va- 
riables gi  et  ya  se  séparent  et  l'intégration  est  ramenée  à  des  quadratures. 
Nous  reviendrons  sur  ce  point  comme  application  des  méthodes  d'intégra- 
tion de  Jacobi  (t.  II). 

âîd.  Emploi  des  équations  de  Lagrange.  —  OrdinairemenL  il 
est  préférable  d'opérer  comme  il  suit,  en  omplo^'anL  les  équalions 
de  Lagrange.  Soient 

les  expressions  des  coordoniices  d'un  point  de  la  surface  en  fonc- 
tion de  deux  paramètres;  on  a  pour  le  carré  de  l'élément  linéaire 
d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface 

rfs^  =  (tr'-t-  dy'-i-  dz^  =  a\jdq\  -i-  landqidq^-^  <^iidql. 

Si,  pour  simplifier,  nous  supposons  la  masse  du  mobile  égale 
à  I ,  nous  aurons 

ft  les  deux  équations  du  niouvejiienl  seront 

d_  /  ÙT\         rfr  _  d  /  dT\_   ôT  _ 

dt  \àYj  ~  ^  ~"  "'  de  [àq'^J        ~àqi  '~  °' 

L'une  de  ces  équations,  la  plus  compliquée  des  deux,  sera 
remplacée  ensuite  par  l'intégrale  des  forces  vives  T  =  h 


On  a  ainsi  deux  équations,  l'une  du  second  ordre,  l'autre  du 
premier,  définissant  q,  et  q^  eu  fonction  de  t. 

Exemple.  —  Une  surface  est  telle  qu'en  choisissant  convenablement 
les  coordonnées  curvilignes  qui  définissent  ses  différents  points,  on 
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l'élément  linéaire  ds  à  être  donné  fiar  la  formule 

ds^=  utdu^-h  rfc'). 

On  demande  l'équation  en  termes  finis  des  lignes  géodésiques.  Quelle 
est  la  représentation  de  ces  lignes  lorsqu'on  fait  la  carte  de  la  sur- 
face en  faisant  correspondre,  au  point  de  coordonnées  a  et  v,  le  point 
d'un  plan  dont  les  coordonnées  rectangulaires  ont  les  mêmes  valeurs. 
(Licence,  Paris,  1887.) 

„  ,,,,,,.,      da       dv  ,  , 

En  appelant  u  et  v   les  dérivées  -t"-  cl  -^  >    et   supposant   la   masse    du 

])oint  mobile  égale  à  l'unité,  on  a 


T=  lu{u'-^-^ 

'''"). 

et  les  équations  de  Lagrange  donnent  imn 

lédiatcmei 

M,    puisqu'il 

de  forces  directement  appliquées, 

(0              ^(..•,-:»'.=o, 

|(-> 

... 

Nous  connaissons  d'abord  une  intégrale  première  1 

de  ces  équati 

trgralc  des  forces  vives  T  =  h,  ou 

*"*                                 ->.\di'--7m) 

^  /'; 

la  seconde  des  équations  (1)  donne  une  aut 
<3)  ,.*-0. 


Iimmons  dt  entre  ces  deux  équations  et  posons  -r-  =  2 
s  pour  l'équation  diiïérentielle  des  lignes  géodésiques 


d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  b  une  autre  constante  arbitraire, 

(p-S)<=4o(«-o). 

C'est  là  l'équation  en  termes  finis  des  lignes  géodésiques  demandées.  Si 
l'on  regarde  «  et  c  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  d'un 
plan,  ces  courbes  sont  des  paraboles  quelconques  ayant  pour  directrice 
l'ase  des  v.  La  surface  dont  nous  venons  de  déterminer  les  lignes  géode- 
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siques   Cit  applicable   sur   une   surface   de   révolution.    (  Foycs   Darboux, 
Théorie  générale  des  surfaces,  Iroisième  Partie,  Chap,  II.) 

372.  Oscillations  infiniment  petites  d'nn  point  pesant  autour  du  point 
le  plus  bas  d'une  surface.  —  Considérons  sur  une  surface  un  point  O  où 
le  plan  tangent  est  horizontal,  la  surface  étant  située  au-dessus  du  plan 
tangent,  dans  le  voisinage  du  point  O.  Cette  position  O  est  une  position 
d'équilibre  stable  pour  un  point  pesant  mobile  sans  frottement  sur  la  sur- 
face. Nous  allons  étudier  les  oscillations  infiniment  petites  autour  de  cette 
position  d'équilibre.  Prenons  le  point  0  pour  origine,  un  axe  Oa  vertical 
vers  le  haut  et  deux  axes  Oiù  et  0^  tangents  aux  lignes  de  courbure 
qui  passent  par  0,  Si  l'on  suppose  le  z  de  ia  surface  développé  en  série 
par  la  formule  de  Maclaurin  pour  de  petites  valeurs  de  a^et^,  on  a  pour 
l'équation  de  la  surface 


les  termes  composant  a{3;,y)  étant  du  troisième  ordre  au  moins  eu 
et  y,  p  tl  q  désignant  les  deux  raj'ons  de  courbure  principaux  de  la  sui 
face  en  O.  Le  point  matériel  étant  pesant,  il  y  a  une  fonction  de  force 


.  La  fonction  T  de  Laf;ran 


,■  ^^  ^Zl^  __^àj  ^,  _^  ô^^ 

p  q  ôco  ày-^  - 

Dans  les  petites  oscillations  autour  de  la  position  d'équilibre  considérée, 
x  et  y  restent  très  petits;  les  composantes  x'  et  y'  de  la  vitesse  restent 
aussi  très  petites,  car  la  vitesse  elle-même  reste  très  petite,  comme  nous 
l'avons  vu  (n°  267).  Nous  considérerons  ces  quantités  a:,  y,  ce',  y'  comme 
du  même  ordre.  Dans  l'expression  de  T,  il  y  a  alors  deux  termes  du 
second  ordre  et  un  troisième  terme  s''  du  quatrième.  Nou=  le  négligerons 
vis-à-vis  des  deux  premiers  et  nous  aurons 

T„I(»'.^y.). 

Si  dans  U  on  remplace  s  par  sa  valeur,  le  développement  de  U  com- 
mence de  mcme  par  deux  termes  du  second  ordre  que  nous  conserverons 
iculs  en  négligeant  les  suivants,  ce  qui  donne 
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Les  équations  de  Lagrauge  appliquées  aux 
:omme  jouant  le  rôle  des  paramèlves  ^i  et  yj, 


d  làj\__  dT  _ 
dt  \dx' )        àx 


diWJ- 

cooiie.i 

\xmy. 

s  (fui  s'intègrent  immédiatement  et  donnent 

'— '('i/l--)'  —(Vf 


:,  3  étant  des 
initiales.  On 


inée  37  redevient  la  r 


temps 


VI 


Si  ( 


les   oscillations  i 
au  bout  du  temps 


n  déterminera  par  les  c 
ifiniment  petites.  La  ce 


iurables  e 


e  elles, 


la  trajectoire  en  projection  horizontale  est  une  courbe  algébrique  obtenue 
en  éliminant  t  entre  les  équations  (i).  La  trajectoire  est  transcendante  si 
les  deux  périodes  sont  incommensurables;  dansée  cas,  le  mouvement  pré- 
sente une  particularité  curieuse.  Considérons  dans  le  plan  des  x,  y  le  rec- 
tangle formé  par  les  droites  a:=±A,  _j-=±B.  La  courbe  définie  par 
les  équations  (i)  touche  une  infinité  de  fois  les  côtés  du  rectangle  :  ainsi, 
elle  touche  le  côté  a?  =  A.  (Jig.  170)  pour  toutes  (es  valeurs  de  (  de  la 
forme 


'\/f- 


De  plus,  la  trajectoire  finit  par  recouvrir  en  quelque  sorte  toute  l'aire 
du  rectangle.  C'est  ce  que  nous  démontrerons  en  prouvant  que,  étant  choisi 
arbitrairement  un  point  P  de  coordonnées  \,  t]  dans  le  rectangle,  il  existe 
une  infinité  de  valeurs  de  t  pour  lesquelles  le  mobile  passe  à  une  distance 
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de  P  moindre  que  toute  quantité  donnée.   Soient,  en  effet,  î.  et  p  des  ave; 
définis  par  les  formules 

si  l'on  donne  à  t  une  râleur  de  la  forme 


-l/f'^ 


e(l  +  ît=)     «entier), 
B  du  mobile  est  égali;  à  f  ;  son  ordonnée  j-  a  pour 


.B„.[^/|,: 


k'  désignant  uq  entier  arbitraire.  Par  hjpothose,  1 /-^  est  un  nombre  \\\- 
Rommcnsurable  :   on   peut  donc   déterminer   les  entiers  k   et   /.'   de  telle 

dilfère  aussi  peu  qu'on  le  veut  d'une  quantité  donnée  et,  en  particulier, 
de  fj..  Pour  les  valeurs  correspondantes  de  (,  y  différera  d'aussi  peu  qu'on 
le  voudra  de  B  cos(pL  +  p),  c'est-à-dire  de  t],  et,  comme,  pour  ces  mêmes 
valeurs,  x  est  égal  à  \,  le  mobile  passera  aussi  près  qu'on  le  voudra  du 
point  P. 


III.  -  MOUVEMENT  SUR  UNE  SURFACE  DE  REVOLUTION. 

273.  Lignes  géodésiques  des  surfaces  de  révolution.  —  Nous 
nous  sommes  propose,  en  généra!,  de  former  deux  équations  in- 
dépendantes de  la  réaction  normale,  el  nous  avons  obtenu,  par 
exemple,  l'équation  des  forces  vives  et  une  des  équations  de 
Lagrange.  Dans  le  cas  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface 
de  révolution,  on  aura  toujours  deux  équations  indépendantes  de 
la  réaction  en  appliquant  le  théorème  des  forces  vives  et  le  théo- 
rème du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  à 
l'axe  de  révolution,  car,  la  réaction  normale  étant  dans  un  même 
plan  avec  l'axe  de  révolution,  son  moment  est  nul.  Appliquons 
en  particulier  cette  remarque  à  la  détermination  des  lignes  géo- 
désiques des  surfaces  de  révolution. 

Prenons  l'axe  de  révolution  comme  axe  des  s;  l'équation  de  la 
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méridienne  dans  le  plan  des  xz  élant  z  ^  <f  (a^)i  l'équatioa  de  la 
surface  sera  évidemment  s  =;  [3(r),  r  désignant  la  distance  d'un 
point  à  l'axe,  r  =:  sjx'^  +^^-  Appelons  r  et  9  les  coordonnées  po- 
laires de  la  projection  P  du  mobile  sur  le  plan  xOy,  nous  aurons 
les  expressions  suivantes 

des  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  en  fonction  de  deux  pa- 
ramètres ;■  et  Q.  L'expression  du  carré  de  l'élément  linéaire  ost 


ds''  =  dx^-^  dy'^-^  dz'^~  (n-  w'î)  dr-  +  i 


■di)K 


oii  l'on  a  écrit  »'  au  lieu  de  »'(/■),  Puisque  nous  cherchons  les 
lignes  géodésiques,  nous  étudions  le  mouvement  d'un  mobile  qui 
glisse  sur  la  surface  et  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  donnée. 
Ce  mobile  n'est  donc  soumis  qu'à  la  seule  réaction.  Le  théorème 
des  forces  vives  donne 

puis  le  théorème  du  moment  de  la  quantité  de  mouvement  montre 
que  le  théorème  des  aires  (n"  203)  s'applique  à  la  projection  du 
mouvement  sur  le  plan  des  xy,  c'esl-à-dire 

Ces  deux  équations  fournissent  donc  deux  intégrales  premières. 

Nous  allons  montrer  que  l'intégration  se  ramène  à  des  qua- 
dratures. En  effet,  l'intégrale  des  forces  vives,  dans  laquelle  on 
remplace  ds"^  par  sa  valeur,  devient 

(/(■*(,  + ({,'2)  -1-  rsrf0^=  vide-. 

Pour  avoir  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  des  xy. 
nous  éliminerons  le  temps  au  moyen  de  l'équation  des  aires 

i-^'d'i  =  Cdi\ 
nous  aurons  ainsi 
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d'où,  en  posant  ^4  =  p  et  résolvanl  par  rapport  à 


^  =  =t  —  .        ~ 


v'î^- 


On  déterminera  le  signe  qu'il  faut  prendre  par  la  considération 
du  sens  de  la  vitesse  initiale.  L'équation  sons  forme  finie  des 
lignes  géodésiques  sera  donc 


-/? 


sj'-i- 


Cette  équation  contient  deux  constantes  k  et  p  qu'on  peut  dé- 
terminer, par  exemple,  par  la  condition  que  !a  ligne  géodésique 
passe  par  deux  points  donnés.  Sur  ces  deux  constantes,  la  pre- 
mière entraîne  la  forme  de  la  courbe  ;  la  variation  de  la  seconde 
correspond  à  une  rotation  de  la  ligne  géodésique  autour  de  l'axe 
de  la  surface. 

En  appelant  d-s  un  élément  d'arc  de  la  méridienne,  on  a 

ds"^  =  dr^-v-  ds.''  =  (i  +  •^'^)dr^, 
et  l'on  peut  écrire  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques 

Remarque.  —  Dans  le  cas  actuel,  on  aurait 

où  ■i''  est  une  fonction  de  r.  L'une  des  équations  de  Lngrange  eïit 
d  /dT\ 


l  /dT\       dT  _ 


comme  T  ne  contient  pas  9,  -^  est  nul;  et  cette  équation  donne, 
après  une  intégration, 

on  retrouve  ainsi  l'équation  des  aires. 
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ST-i.  Formule  de  Clairaut.  —  Si  l'on  appelle  i  l'angle  sons  lequel 
une  Signe  géodésique  de  la  surface  de  révolution  coupe  le  méri- 
dien passant  par  un  point  M  de  celte  ligne  et  r  la  distance  du 
point  M  à  l'axe,  on  a  pour  tous  les  points  de  la  ligne  la  relation 

(,>  ,.sm /--./■, 

qui  caraclérlse  les  lignes  géodésiques. 

En  effet,  si  l'on  considère  le  mobile  qui  décrit  la  ligne  géodé- 
sique dans  les  conditions  précédentes,  le  moment  de  la  quantité 
de  mouvement  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  moment  de  la 
vitesse  du  mobile  par  rapport  à  l'axe  est  constant;  la  valeur  con- 
stante de  ce  moment  est  précisément  égale  à  la  constante  C  des 
aires  stir  !e  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  car  le  moment  de  la 
vitesse  par  rapport  à  l'axe  Os  est  r'  -j-  ■  Décomposons  la  vitesse  v 
du  mobile  M  en  deux  composantes,  l'une,  csint,  tangente  au 
parallèle  du  point  M,  l'autre,  ccosi,  tangente  au  méridien.  Le 
moment  de  la  vitesse  par  rapport  à  l'axe  de  révolution  est  égal  à 
la  somme  des  moments  de  ces  deux  composantes,  c'est-à-dire  au 
moment  de  la  première,  rv  sini,  car  le  moment  de  la  deuxième  est 
nul.  On  a  donc 

mais,  comme  c^  Cu,  on  en  conclut  l'équation  (i),  la  constante  k 
ayant  la  valeur  —  et  étant,  par  suite,  identique  à  celle  qui  figure 
dans  l'équation  des  lignes  géodésiques  (n"  273). 

273.  Exercices.  Lignes  géodésiques  de  la  surface  engendrée  par  la 
révolution  d'une  hyperbole  équilatère  autour  d'une  de  ses  Mymptotes. 
—  r/équation  de  la  surface  sera 


Dans  les  formules  ci-dessus,  i!  faudra  donc  remplacer  >^(r)  par  — ^  et  l'o 
aura  pour  équation  des  projections  des  lignes  géodésiques 


^^ 


V0- 
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0  soie  l'éel,  il  faut  que /-soit  supérieur  à 
u  cercle  de  rayon  k.   On  peut  d'ailleurs 


■  l'ëlëment   de  l'intégrale  devenant  infini,  ■ 


l'intégrale  reste  finie.  En  faisant  tourner  les 
autour  de  Os  (Jlg.  171),  on   pourra   faire  en 


r  partant  de  ia  valeur  X.-  pourra  croitre  au  delà  de  toute  limite,  sans  qu 
cesse  d'être  réel;  0  augmentant  constamment  avec  r  aura  d'ailleurs  i 
limite,  car,  lorsque  /■  croit  indéflniment,  l'élément  de  l'intégrale  tend  v 


-/-y/:^- 


Pour  voir  s'ii  existe  une  asymptote  parallèle  à  cette  direction  ip,  il  suffit, 

comme  on  sait,  de  chercher  si  la  sous-tangente  polaire  r^  -j-  a  une  limite 

pour  /'  infini  ;  cette  limite,  quand  elle  existe,  est  la  distance  de  l'asymptote 
au  pôle.  Or  on  a  ici 

.  </6 


S-V;3f' 


e  k.   La  courbe  a  donc  une  asymptote  D  tan- 
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au  cercle  de  rayon  k.  On  peut  démontrei'  que  l'angle  i  e 
Q  cet  effet,  posons   -  =  u,  nous  aurons 


=,jr*\/-rii"' 


pour  (t  =  «J,  ^l^  =  -;  quand  k  diminue,  cet  angle  augmente,  et,  si  l'on  sup- 
pose que  A  devienne  très  petit,  l'élément  de  l'intégrale  deiiiendra  de  plus 
en  plus  grand  et  i}i  croîtra  indéfiniment.  '^  a  donc  une  valeur  quelconque 

entre  -  el  m.  En  prenant  le  signe  —  devant  le  radical,  on  aurait  eu  la 
seconde  branche  de  la  courbe  symétrique  de  la  première  par  rapport  à 
l'ase  des  a:. 

On  discutera  de  même  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  de  révolution 
du  second  ordre,  dont  on  trouvera  une  élude  détaillée  dans  le  Traité  des 
fonctions  elliptiques  d'Halphen,  t.  II,  Ghap.  VI.  Pour  des  surfaces  de 
révolution  quelconques,  on  verra  que,  si  la  méridienne  a  des  branches  infi- 
nies, il  y  a  des  lignes  géodésiques  à  branches  infinies.  S'il  y  a  sur  la  sur- 
face un  parallèle  minimum,  ce  parallèle  forme  une  ligne  géodésique  et  il 
existe,  en  général,  des  géodésiques  qui  lui  sont  asymptotes.  Pour  une 
étude  approfondie  de  ces  courbes,  nous  renverrons  aus  Leçons  sur  la 
théorie  des  surfaces  de  M.  Darboux  (111°  Partie). 

276.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  surface  de  révo- 
lution à  axe  vertical  Os.  --  L'inlcgration  des  équations  de  ce 
mouvement  se  ramone  à  des  quadratures.  Le  théorème  des  force.s 
vives  donne  d'abord 

— ^  --=  mgdz        ou        I.-5  -.  igz  -^  h, 

en  prenant  l'axe  des  .;  dirigé  vers  le  bas.  Le  théorème  des  aires 
s'applique  et  donne 

r'-d%^Cdt. 

Si  l'équation  de  la  surface  est  a  ---  <f  {'),  on  aura 

''  ^  rfï='-'  ■'"    '~^  '  dt^ 
En  éliminant  alors  le  temps  et  la  vitesse  entre  ces  trois  équa- 
tions, ii  viendi-a 
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les  variables  se  séparent  immédiatement  et  l'on  a  B  en  fonction 
{le  /■  par  une  quadrature 

On  intégrera  de  même  par  des  quadratures  toutcsles  fois  qiiele 
mobile  sera  sollicité  par  des  forces  dérivant  d'une  fonction  de 
forces  qui  s'exprimera  en  fonction  de  ;■  seulement. 

En  supposant  la  surface  algébrique,  M.  Kobb  a  déterminé  les 
cas  dans  lesquels  le  problème  se  ramène  aux  fonctions  elliptiques 
[Acla  mathematica,  t.  X). 

On  trouvera  une  étude  analytique  intéressante  du  mouvement 
d'un  point  pesant  sur  une  surface  de  révolution  dans  un  Mémoire 
de  M.  Otto  Staude,  Acta  mathematica,  t.  XL 

Remarque.  —  Un  point  pesant  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une 
surface  de  révolution  ne  peut  décrire  uo  parallèle  de  la  surface 
que  si  le  sommet  du  cône  des  normales  le  long  de  ce  parallèle  se 
trouve  au-dessus  de  ce  parallèle. 

L'équation  de  la  surface  est,  en  effet, 

^^ç(r)         ou         s-c=(/^Mr?^)=o. 

En  revenant  alors  aux  équations  générales  du  mouvement  sur 
ime  surface,  on  aura 

Pour  que  la  trajectoire  soit  le  parallèle  z  =  So,  il  faut  que  ces 
équations  soient  satisfaites  parles  conditions  3  =30 1  ^^  ^uCosB, 
y  ■^  TasinQ  ;  d'autre  part,  le  théorème  des  aires  donnera 
/■Ji  — -  ^  G;==  rnfo.  Va  désignant  la  vitesse  initiale  nécessairement 
tangente  au  parallèle,  d'où  G  =  —•    On  devra,  par  suite,  avoir 

Ces  deux  dernières  équations  se  réduisent  à 
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Donc  »'('"(i)  doit  être  négatif.  Si  cette  condition  est  remplie,  le 

sommet  du  cône  des  normales  se  trouve  au-dessus 

en  lançant  le  mobile  sur  ce  parallèle  avec  la  \itesse 


on  lui  fera  décrire  le  parallèle. 

Ce  résultat  se  vérifie  aisément  par  la  Géométrie  :  il  suffit  d'ex- 
primer que  la  résultante  du  poids  et  de  la  réaction  normale  est 
dirigée  vers  le  centre  du  parallèle  et  égale  à  — ^  - 

277.  Pendule  sphèrique.  —  Le  pendule  sphéiique  est  constitué  par  on 
point  pesant  mobile  sans  frottement  sur  une  sphère  fisc.  Prenons  pour 
origine  le  centre  de  la  sphère  et  pour  ase  des  s  une  verticale  dirigée  vers 
le  bas.  En  coordonnées  semipolaires,  l'équation  de  la  sphère  sera 


en  désignant  par  l  la  longueur  du  pendule. 

Le  mobile  est  soumis  à  l'action  de  deux  forces,  son  poids  et  la  réaction 
normale  de  la  sphère;  le  ihéorênie  des  forces  vives  donne  donc 

v^^i.gz  +  h, 

puisque  le  travail  de  la  réaction  est  nui.  De  plus,  les  deux  forces  étant 
dans  un  même  plan  avec  l'axe  des  z,  on  peut  appliquer  le  principe  des 
aires  à  la  projection  du  mouvement  sur  le  plana^O^y  : 

Ces  trois  équations  déterminent  .z,  r  et  6  en  fonction  de  t. 

Cherchons  d'abord  à  déterminer  z  :  il  faudra  pour  cela  éliminer  r  et  0- 
L'équation  des  forces  vives  peut  s'écrire 


3  la  sphère  r  =  \/ 1^ —  z^ ,  ox, 
iquation  des  aires  donne 


Cdt  Cdt 


'«s  =  V  =  T.-^.  ; 
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,.(J)'„(,^,-^A)(;.^..)-C.; 

'"  "  i.  -^/^) 

Le  temps  est  ainsi  donne  en  fonction  de  z  par  une  quadrature  elliptique 
Le  signe  à  prendre  se  détermine  par  les  conditions  initiales;  il  n'y  a  d'an 

biguïté  que  si  I  -j-  j   =  o  ;  on  verra  alors  si  z  doit  croître  ou  décroître,  e 

partant  de  cette  \aleur,  pour  que  f  (a)  reste  positif. 

La  formule  cffl  = montre   que  la  projection   du   mobile   sur   xO 

tourne  toujours  dans  le  même  sens  autour  de  l'axe  des  s,  à  moins  qii 
l'on  n'ait  G  =  o,  auquel  cas,  l'angle  9  restant  constant,  on  aurait  un  pei 
dule   simple.   Si,  dans  cette  même  formule,  on  remplace  r'  et  dl,  par  Icui 

-±.Qldz 


rf6  = 


-Z^)^'^{Z) 


i  et  9  sont  ainsi  définis  en  fonction  de  z;  on  aura  ensuite  r  par  l'équatloii 
de  la  sphère.  Pour  que  les  intégrales  soient  réelles,  il  faut  que  ©(s)  soit 
positif.  Ce  polynôme  a  ses  trois  racines  réelles.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de 
substituer  à  s  la  suite  —  od,^  l,  zn,  -+■  l,  qui  donne  à  9(a)  les  valeurs  suc- 
cessives-h  «>, —  G',  ^{.ïo),  —  C*  et  de  remarquer  que,  .So  étant  la  valeur 

initiale  de  s,  ifC^o)  est  positif,  car  la  valeur  initiale  de  -j~  est  réelle;  il  y 

a  donc  deux  racines  réelles  a,  ^  dans  les  intervalles  -h  l,  z^  et  .z,,,  —  l,  et 
une  racine  f  entre  —  l  et  — 05,  La  somme  des  produits  a  à  2  de  ces  racines 
a  pour  valear  ^  l^;  on  a  donc 

Y("  +  P) --('■+•?); 

comme  a  et  ^  sont  compris  entre  ^  /  et  -i-  /,  l'^  -1-  a^  est  positif;  y  étant 
négatif,  n4-p  est  positif;  le  parallèle  équidistant  des  parallèles  5  =  a, 
3=^  est  donc  toujours  situé  au-dessous  du  centre  et  la  racine  a  est  tou- 
jours positive. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  z  aille  d'abord  en  décroissant  à 
partir  de  s  =  z„,  il  faudra  prendre  le  signe  —  devant  le  radical  :  z  ira  en 
décroissant  jusqu'à  p,  et  lorsque  le  mobile  atteindrai  parallèle  BB'(3  =  p) 

en  Bi,  la  trajectoire  aura  une  tangente  horizontale  puisque  -j-  est  nul  en 
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e  point  sans  que  -r^  le  soil.  A  partir  de  ce 

■ner  autoui'   de  l'axe  des  z  dans  le  même  sens,  ma 
G  {Jiff.  17^);  il  redescendra   ainsi  jusqu'au  parall 


UNE    SURFACE.      4«7 

le  mobile  continuera 
mais  il  devra  redes- 


n  dé- 


erivanl  un  arc  tangent  en  A,  à  ce  parallèle,  puis  remontera  jusqu'au  paral- 
lèle 3  =  [J,  et  ainsi  de  suite.  Le  temps  que  met  le  mobile  à  aller  de  Aj  en 


mobile  à  pai 


irir  les  . 


Si  le  mobile  était  primitivement  lar 
jr  aurait  au  début  -5-  =  o;  c'est  le  ca 


jr  l'un  des  parallèles  extrêmeS; 
mbiguïté  que  nous  avons  réserv* 
s  devra  croître  et  l'on  prendra 


plus  haut  :  si  le  mobile  est  tancé  sur  z  = 
le  signe  ■+-  devant  le  radical;  on  prendr 
mobile  part  du  parallèle  x  =  a. 

Les  plans  méridiens  des  points  de  contact  de  la  trajectoire  avec  les  pa- 
rallèles extrêmes  sont  des  plans  de  symétrie  pour  cette  trajectoire.  En 
effet,  considérons  deux  points  M,  M'  d'un  même  parallèle  sur  les  branches 
AjB[,AiBï;  sifl,6',6i  sont  les  valeurs  de  9  correspondant  aux  points 
M,  M',  A,,  on  aura 

Cldz 


'— / 


((.- 
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les  deux  points  M,  M'  sont  donc  bien  symétriques  par  rapport  au  méridien 
de  A,.  Les  temps  que  met  le  mobile  pour  parcourir  les  arcs  MAi,  A|M' 
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e  ayant  tous  doux  |)Ouj 


r'^_tdz_ 


CODf 


isons  maintenant  la  projection  de  la  trajectoire  suf  le  plar 
distinguerons  les  deux  cas  où  les  parallèles   extrêmes  soi 


Premier  cas.  —  Les  parallèles  < 
rieur.  Le  cercle  le  plus  basa  =  a  si 
la  courbe,    oscillant  entre  ces  de 


xtrèmes  sont  dans  l'hémisphère  infé- 
projette  à  l'intérieur  du  cercle  z  =  p  ; 
■cles ,  affecte  la  forme  ci-contre 


3,  d'ailleurs,  qu'elle  ne  peut  pas  présenter  de  point 


d'infli 


Pour  un  observateur  placé  sur  l'axe  des  s,  le  mobile  semble 
ovale  qui  se  déplacerait  dans  le  sens  du  mouvement;  nous 
Ions  voir,  en  effet,  que  l'angle  B,OA,  est  plus  grand  qu'un  angle  droit. 
Deuxième  cas.  —  Supposons  maintenant  que  les  deux  cercles  extrêmes 
ient   de  part  et  d'autre  de  l'cquateur.   En   projection,   le  cercle  z  —  a 


1  cercle  p,  puisque  l'on  a 
la   projection   de   la  trajectoire   doit  être  tangen 
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pi'ésenie  la  forme  que  nous   indiquons  i^fig.  174)  ;  elle  |>ourrait  d'ailleurs 

On  doit  à  PuiseuK  (Journal  de  Lioueille,  1843)  la  démonstration  de 
la  propriété  que  nous  avons  énoncée  plus  haut  :  l'angle  T  =  B,OAi  est 
toujours  supérieur  à  un  angle  droit.  Cet  angle  a,  en  effet,  pour  valeur 

Cldz 


_   r" cids 


Nous   avons  désigné   par   a,p,-(   les    racints   de  9(3)  ;  nous   aurons   de 
l'identité 

en  égalant  les  termes  en  s,  nous  avons  déjà  obtenu 

'-    .+?■ 

on  peut  alors  écrire,  en  remplaçant  •(  par  cette  valeur, 

î(»)=™p(«-«)("-P)[^(« +  ?)  +  (■  + "81! 
faisons  s  ~  l  dans  cette  identité,  il  viendra 

a  —  |) 
en    posant    A  = /(Ï^^T"-^) ,      B  -  v/T'^^K' +T).     "ous  aurt 
G=--A.i 


w~  f  


IPiSdz 


pour  avoir  des  limites  de  celte  intégrale,  nous  déterminerons  des  limites 
entre  lesquelles  reste  compris  le  dernier  facteur  a(o;+  p)  -t-  /^-i-  a^.  Sup- 
posons qu'on  ait  trouvé  deux  quantités  positives  constantes  P  et  Q  telles 
que,  pour  les  valeurs  de  s  comprises  entre  a  et  p,  on  ait 

alors  l'intégrale  'F  sera  comprise  entre  les  deux  valeurs  qu'elle  prendrait 
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si  l'on  y  remplaçait  successivement  ^(a  -i-  ^) -^  l^ -h  a^  pai-  P  et  par  Q 

L'inlégrale  définie  qui  figure  dans  cette  formule,  ne  contenant  que  la 
racine  carrée  d'un  trinôme,  peut  se  calculer  facilement;  on  trouve  qu'elle 

a  pour  valeur  -  (  t  "'"  r  )  !  l'inégalité  précédente  devient  alors 

_^,A-.B,<,-<-^(A^B,, 

lin  premier  clioix  des  limites  P  et  Q,  qui  donne  immédiatement  le  ihéo- 
rème  de  Puiseux,  est  le  suivant  :  le  fadeur  z(a  -i-  P)  -i-  i=  -(-  ap  varie  dan? 
le  même  sens  que  s,  car  le  coefficient  a  -i-  ^  est  positif  :  comme  z  est 
compris  entre  -t-  /  et  —  /,  ce  facteur  esi  compris  entre  i(a  -i- ^) -¥- 1^ -i- i^ 
et  — /(a+p)  +  /!-i-aP,  c'est-à-dire  entre  A^  el  B'.  On  peut  donc 
prendre  P  =  A' ,  Q  =  B^ ,  et  l'on  voit  que  W  est  compris  entre  les  deux 

limites  -(i  +  t)  et-  (ï-^ïî)'  1"'  ^°"^  toutes  les  deux  supérieures 

à--  Lorsque  la  vitesse  initiale  est  irès  grande,  ces  deux  limites  sont  très 

voisines  de  tt  :  en  effet,  lorsque  v^  augmente  au  delà  de  toute  limite,  h  et 
C»  augmentent  indéfiniment  el  l'équation  ^[a)  =  o,  après  qu'on  a  divisé 
tous  ses  termes  par  A,  prend  la  forme 

où  /)'  désigne  une  constante.  Dans  ces  conditions,  une  des  racines  y  du 
polynôme  '^{s)  devient  infinie  el  les  deux  autres,  a,  et  p,  tendent  vers  les 
racines  du  trinôme  ci-dessus,  qui  sont  égales  et  de  signes  contraires.  On 
a  donc|,  dans  ce  cas  limite,  p  =  — a,  A  =  B,  et  les  deux  limites  que 
nous  venons  de  trouver  pour  T  sont  égales  à  tt.  On  voii  ainsi  que,  quand 
co  augmente  indéfiniment,  W  tend  vers  tt;  la  trajectoire  tend  alors  à  deve- 
nir un  grand  cercle.  Halphen  a  démontré  (  Traité  des  fonctions  ellip- 
tiques, t.  II,  p.  T28)  que  l'angle  T  ne  peut  pas  dépasser  la  limite  ir. 

Revenons  pour  un  instant  au  cas  généra!  :  nous  pouvons  trouver  des 
limites  plus  rapprochées  que  les  précédentes  pour  la  valeur  de  'F.  En  effet, 
le  facteur  a  (a -I-  P)  -^  l'  -i-  a^  variant  dans  le  même  sens  que  z  est  com- 
pris, dans  l'intégrale  qui  donne  ^^,  entre  les  valeurs  extrêmes  qu'il  prend 
pour  s  =  a  et  3  =  fJ.  On  pourra  donc  prendre 

P  =  a^-T--îap  +  i^        Q^  ;i2-^-■!  =  p  +  ;-^ 
.-,1  l'on  trouvera 

7:         (A-B)  ^,.  ...         <A  +  B) 
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2  v'3«'-^-  l^ 


([)ourp-^). 


Cette  formule  donne  la  valcui-  de  W  quand  la  trajectoire  est  comprise 
entre  deux  parallèles  infiniment  rapprochés.  Si,  de  plus,  ces  deux  parallèles 
infiniment  rapprochés  se  trouvent  très  près  du  point  le  plus  bas  de  la 
sphère,  a  est  très  voisin  de  i  et  T  voisin  de  -  ■  Dans  ce  dernier  cas  la  tra- 
jectoire est  voisine  d'une  petite  ellipse  ;  c'est  ce  que  nous  trouverons  plu^ 
loin  en  étudiant  les  oscillations  infiniment  petites. 

Calcul  de  la  réaction  normale.  —  Comptons  la  réaction  normale  K 
positivement  vers  le  centre  de  Ja  sphère,  la  formule  générale  établie  pré- 
cédemment (n°269), 

donne  immédiatement  N.  En  elfet,  R  est  égal  au  rayon  l  de  la  splicre, 
y*  ~  2  ^3-1- A,  et  F„  projection  du  poidsni^  sur  le  rayon  est 1—  ;  on  adom^ 

N  =  "  (»f.  + 1)  ^  ^e  =  ~  (3ir»  ^  S). 

Cette  réaction  est  la  même  fonction  linéaire  de  3  que  dans  le  cas  du  pen- 
dule simple.  Si  le  mobile  est  allaché  par  un  fil  flexible,  sans  masse,  au 
centre  de  la  sphère,  il  quittera  la  sphère  au  moment  où  la  réaction  N 
s'annulera  pour  devenir  négative,  et  tombera  ensuite  en  décrivant  unr 
parabole  osculatrice  à  la  trajectoire  antérieure  sur  la  sphère. 

Si  le  mobile  ne  peut  pas  quitter  la  sphère,  par  exemple  s'il  est  placé 
entre  deux,  feuillets  sphériques  infiniment  rapprochés,  il  pressera  sur  le 
feuillet  extérieur  quand  N  sera  positif  et  sur  le  feuillet  intérieur  quand  IS 
sera  négatif.  Dans  ce  cas,  la  projection  horizontale  de  sa  trajectoire  pré- 
sentera un  point  d'inflexion  aux  points  où  N  s'annule.  En  eJTet,  la  seuh^ 
force  qui  agisse  en  un  de  ces  points  étant  la  pesanteur,  le  plan  osculateur 
à  la  trajectoire,  qui  doit  la  contenir,  est  vertical  et  la  projection  horizon- 
tale du  point  considéré  est  un  point  d'infiesion.  Ce  cas  ne  peut  pas  se  pré- 
senter  si   a  et   P  sont   positifs,   car,   m   restant  alors   positif,   la  réaction 

—j — 1 j—  est  essentiellement  positive. 

Intégration  par  tes  fonctions  elliptiques.  —  On  peut  transformer  les 
formules  que  nous  avons  établies,  de  façon  que  les  variables  soient  expri- 
mées en  fonctions  uniformes  de  (;  c'est  ce  que  nous  allons  faire  maintenant. 
Nous  avons  trouvé 

dt^- -■ 
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comptons  le  temps  à  partir  du  moment  où  le  mobile  passe  au  point  le 
plus  bas  Al,   nous  devrons  prendre  le  signe  —  devant  le  radical  et  nous 

_  _    r' Id^ 

ï^,-_  r      -^-  - 

pour  ramener  celte  intograle  à  la  forme  canonique,  posons 

comme  z  varie  entre  les  valeurs  limites  a  et  p,  u  oscillera  entre  o  et  i. 
Oe  cette  dernière  égalité,  nous  tirons  si 


n  substituant  dans  la  valeur  de  (,  il  viendra 

v/^     _    f"     _  ^         ^'^"  __ 


quantité  essentiellement  positive  et  moindre  que  i,  puisque  a  est  la  plu' 
grande  des  trois  racines  a  >  fl  >  Y'  En  écrivant  enfin 


,     _     r" die 

c'est-à-dire 

)i  =  sn  X  ( , 
d'où 

3  est  ainsi  une  fonction   doublement  périodique  de  f,  l'une  dus  périodes 
est  réelle  et  égale  à 
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On  remarquera  que  ^/a  —  a,  fjz — §,   ii/z  —  -(  sont  des  fonclio 
formes  du  temps;  on  a,  en  effet, 

'i/T^  —  /a  — -f  v/'i  — ^2  „2  =  v/ô"-^ du X t. 


■t  y  en  fonctk 


a  du  temps,  rappelai 
Cdi 


en  remplaçant  alors  ^  par  la  valeur  obtenue  précédemment,  -,-  deviendra 

une  fonction  rationnelle  de  snXi;  en  la  décomposant  en  éléments  simples 
par  la  méthode  de  M.  Hermite,  on  pourra  effectuer  l'intégration  comme 
l'indique  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  La  fonction  9  ainsi  obtenue 
n'est  pas  uniforme,  mais  on  peut  établir  que  a;  et  y^  qui  s'en  déduisent, 
sont  des  fonctions  uniformes  de  (;  on  a,  en  effet, 


,,ys. 


on  démontre  que  l'exponentielle   n'admet  pour   points  critiques   que    les 
valeurs  de  t  correspondant  aux  valeurs  s  =  ±  Z,  et  que  le  produit 


n'admet  plus  ces  points  critiques:  c'est  alors  une  fonction  uniforme  de  i', 
il  en  résulte  que  la  partie  réelle  x  et  la  partie  imaginaire  y  sont  toutes 
deux  fonctions  uniformes  de  (.  Cette  méthode  est  due  à  M.  Tissot  (Jour- 
nal de  Liouville,  i852). 

M.  Hermite  a  donné  une  démonstration  directe  de  celte  même  propriété 
(Journal  de  Crelle,  t.  85). 

La  recherche  de  ces  fonctions  3;,y  se  rattache  d'ailleurs  à  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  du  second  ordre,  qui  est  un  cas  particulier  de 
l'équation  de  Lamé,  étudiée  par  M,  Hermite  (Sur  quelques  applications 
des  fonctions  elliptiques).  Nous  avons,  en  effet,  trouvé  précédemment 
qu'en  désignant  la  réaction  de  la  surface  par  N  on  avait 
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dans  cette  formule,  remplaçons  z  par  la  valeur  que   nous 
plus  haut,  nous  obtenons 

(Px  _  3,y[a  — (a— p)sn'XflH-A_ 


c'est  une  équation  linéaire   qui  admet  t.  pour  intégrale  partieulière;  elle 
admet  également/  pour  intégrale,  puisque  l'équalion  en  y 


est  de  même  forme  que  l'équalion  en  x.  Si  l'on  pose  alors 
tioii  préeédente  prend  la  forme 

g:-,,r(Ot.»n'-,-A'), 

A'  désisnant  une  constante  ;  c'est  l'équation  (io  Lamé 

OÙ  l'on  fait  n  =  2. 

Théorème  de  M.  Greertkill.  —  On  doit  à  M.  Greenhill  l'ini 
remarque  suivante  i  Quand  le  pendule  sphérique  est  tancé  horizontale- 
ment au  niveau  du  centre,  il  existe  une  combinaison  linéaire  des  intégrales 
donnant  6  et  i  qui  est  une  intégrale  pseudo-elliptique,  c'est-à-dire  qui 
peut  s'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires.  En  effet,  les  valeurs 
initiales  de  a  et  y  étant  supposées  nulles  à  l'instant  (  =  o,  on  a,  en  appe- 
lant Vil  la  vitesse  initiale  supposée  horizontale, 


-i 


Idz . 

f, ,..  »./i 


='  A;r('"-^') 

appelant  ç  l'angle  du  pendule  avec  la  verticale,  s  = 
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Cette  relalion,  jointe  à  celle  qui  donne  s  ou    ^coso  en  fonction  ellip- 
tique de  (,  permet  d'esprimer  a?, /,  s  en  fonctions  uniformes  de  t. 

Oscillations  infiniment  petites.  —  En  introduisant  la  réaction  nor- 
male N,  on  a  pour  les  équations  du  mouvement  du  pendule 


(0 


dt^  l    '  dt^  1 


Si  les  oscillations  sont  suffisamment  petites,  xnlj-  resieronl  très  petits; 
nous  les  considérerons  comme  infiniment  petits  du  premier  ordre,  et  nous 
négligerons  les  termes  du  second  ordre.  A  cet  ordre  d'approximation,  on 
aura  z  —.  l,  puisque  la  formule  de  Taylor  donne 

et  le  deuxième  terme  du  développement  est  du  second  ordre.  Faire  l'ap- 
proximation dont  nous  parlons  revient  ainsi  à  admettre  que  le  mobile 
ne  quitte  pas  le  plan  tangent.   La  dernière  des  équations  (i)  se  simplifie 


en  portant  cette  valeur  dans  les  deux  premières,  nous  obtenons 
dL^    ~  l      '  dV-    ~  l^  ' 

ce  sont  les  équations  du  mouvement  d'un  point  sollicité  par  une  force 
centrale  proportionnelle  à  la  distance  ;  la  trajectoire  sera  une  ellipse  ayant 
son  centre  sur  l'axe  des  z.  Nous  voyons  effectivement  que  ces  équations 
linéaires  ont  pour  intégrales  générales 


r  =  A'c.„J/''f+B'.i.,^/f. 


ce  qui  revient  à  faite  passer  le  plan  zOx  par  un  des  sommets  de  la  petit 
ellipse,  n  en  résultera  les  valeurs  s 


-Vî^ 
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•\/r     y  =  -[/r'"\/r 

;  immédialement  l'équation  d'une  eilipse;  la  durée 

On  peut  pousser  plus  loin  l'approximation  en  conservant  les  termes  du 
second  ordre  ;  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  dans  les  seconds  membres 
des  équations  (i)  N  par  sa  valeur  obtenue  par  la  première  approximation  : 
ce  calcul  a  été  fait  par  M.  Tisserand  {Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques, année  1881). 

D'autres  méthodes  d'approximation  ont  été  données  par  M.  Resal  (Mé- 
canique générale,  t.  1,  p.  180),  et  par  M.  de  Sparre  (Annales  de  la 
Société  scientifique  de  Bruxelles,  189a). 

EXERCICES. 


il  est  attiré  par  chaque  élément  de  l'axe  des  s  avec  une  force  égale  au  quotient 
de  la  longueur  de  l'élément  parla  quatrième  puissance  de  sa  distance  au  point  M. 
Discuter  le  mouvemenlque  peut  prendrele  point  mobile  ;  projection  de  sa  trajec- 
toire sur  le  plan  des  xy.  Étudier  le  cas  où,  à  l'instant  initial,  le  point  M  se  trouve 


à  s/l  et  fai 


égale  a  l/ô  et  faisant  un  angle  de  /jS-  ; 


plan  des  œy 

(Li, 

;enc< 

!,  Caen.) 

2.  Un  poi 

ntuon  pesant  se 

meut  sur 

une  sph. 

Ère  fixe  x'-i-y- 

•+z 

'-R>  = 

l'action  d'u 

ne  force  dirigée  i 

lormalemt 

^nt  yers 

le  plan  des  a^j  é 

igalc 

.mk' 

signant  une  constante.  Trou' 
(La  trajectoire  est  une  cor 

.ique  sphé 

rique.) 

et  la  réaction  r 

mrm 

aie. 

3.  Considérons  un  point  matériel  M, 
force  F  dont  les  projections  sur  trois 
tielles  d'une  fonction  de  forces 

de  masse  égale  à  l'unii 
axes  rectangulaires  so 

ut  le 

illicite  pi 
s  dérivée 

l'équation  U  =  const.  représente  une  surface  de  niveau  dont  l'intersection  avec 
une  surface  quelconque  S  peut  être  appelée  ligne  de  niveau  sur  S.  Déterminer 
cette  dernière  surface,  de  manière  que  le  point  M,  obligé  de  rester  sur  elle,  et 
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abandonné  sans  vitesse  iniiiale  à  l'action  de  F,  décrive  toujours  une  trajectoire 
C  orthogonale  à  toutes  les  lignes  de  niveau;  si,  par  exemple,  M  n'était  sollicité 
igue  par  la  pesanteur,  il  devrait  tomber  sur  la  surface  cherchée  suivant  une  ligne 
de  plus  grande  pente. 

Démontrer  que  le  sinus  de  l'angle  sous  lequel  une  surface  de  niveau  coupe  S 
varie  aux  divers  points  de  la  ligne  H  d'intersection  en  raison  inverse  de  V 
(  V.  DE  Saint-Germain,  Journal  de  Matk.,  octobre  1876). 

4,  On  point  libre  sollicité  seulement  par  une  résistance  de  milieu  décrit  une 
droite.  Démontrer  qu'un  point  mobile  Sur  une  surface  et  sollicité  seulement  par 
Mac  résistance  de  milieu  et  un  frottement  décrit  une  ligne  géodésique. 

.11.  Un  point  matériel  pesant  assujetti  à  rester  sur  la  surface  d'une  sphère  de 
rayon  a  est  attiré  proportionnellement  i»  la  dislance  par  un  point  fixe  B,  situé 
sur  la  verticale  Oz  du  centre  de  la  sphère,  à  une  dislance  OB  =  ô  du  centre. 
On  donne  la  valeur  [i  de  l'attraction  ï  l'unité  de  distance,  l'intensité  g  de  la 
pesanteur,  la  vitesse  initiale  k  du  point  mobile,  laquelle  est  supposée  horiion- 
talc  et  enfin  la  distance  initiale  h  de  ce  point  au  plan  horizontal  Oay,  qui  passe 
1  ar  le  centre  de  la  sphère  On  demande  :  1'  de  trouver  les  limites  entre  lesquelles 
idiitta  pendant  le  raouiement  I  ordonnée  a  du  point  mobile;  a°  de  déterminer 
con  I  letcment  ce  mouvement  dans  le  cas  particulier  où  l'attraction  du  point 
I  \e   B  sur   le  cei  lie  de  la  spiicre  est  égale   et  contraire  à  lapesanteur, 

b  Mm  ement  d  un  p  int  m>bLle  sur  une  sphère  et  attiré  par  un  plan  diamé- 
Udl  pio](rti  nnellement  ï  la  d  stance,  [On  est  ramené  à  l'intégration  d'une 
juation  de  Lamé  (Kobb   Comptes  rendus,  t,  CVIII.jj 


Soient  0  et  0'  deux  ombilics  de  l'ellipsoïde  non  diamétralement  opposés,  MO 
et  MO'  les  deux  lignes  géodésiques  joignant  un  point  M  aux  deux  ombilics; 
ces  deux  lignes  sont  également  inclinées  sur  chacune  des  lignes  de  courbure 
jiassant  par  M. 

Si  le  point  M  décrit  une  ligne  de  courbure,  la  somme  ou  la  difFércnce  des 
arcs  de  courbes  géodésiques  MO  ±  MO'  est  constante.  (Voyez  Journal  de 
lAouville,  i846.) 

8.  Lignes  géodésiques  du  tore   (  ResaL,  Comptes  rendus,  t.  XC,  p.  gS^  ). 

M.  Lignes  géodésiques  de  la  surface  engendrée  par  une  chaJnette  tournant  au- 
tour de  sa  base.  {6  est  donné  en  r  par  une  intégrale  elliptique  do  première  espèce, 
qui  se  met  immédiatemenl  sous  la  forme  normale.) 

!(  ùi*s.  Lignes  géodésiques  de  l'hyperboloîde  i  une  nappe  engendré  par  l'hy- 
perbole ~  —  v;  =  i.  En  appelant  e  l'excentricité  de  l'iiypcrbole,  on  trouve  pour 
équation  de  la  projection  des  lignes  géodésiques 
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B  s'eiprirae  donc  par  une  intégrale  réductible  aui  intégrales  elliptiques.  La 
coorbe  a  une  forme  analogue  i  celle  du  n"  375.  Pour  t  =  o,  elle  est  asymptote 
au  cercle  de  gorge  r  =  a;  pour  k  =  ->  la  courbe  se  réduit  à  une  génératrice, 

10.  Courbure  des  lignes  géodésiques  des  sur/aces  de  révolulion.  —  Soient 
R  et  R'  les  rayons  de  courbure  principauï  en  un  point  d'une  surface  de  réïolu- 
tîon,  r  le  rayon  du  parallèle  correspondant,  i  l'inclinaison  de  la  ligne  géodésique 
considérée  sur  la  méridienne,  p  son  rayon  de  courbure;  démontrer  la  formule 


î  +  dî-î)'-"?' 


k  dcsignanl,  comme  dans  le  texte,  la  valeur  constante  du  produit  r  sin  i  le  long 
de  la  ligne  géodÉsïque  considérée  {Rksal,  Nouvelles  Annales,  février  1887). 

II.  On  lance  sur  une  surface  un  point  pesant;  démontrer  qu'on  peut  prendre 
la  vitesse  initiale  assez  grande  pour  que,  sur  une  certaine  longueur  à  partir  de 
la  position  initiale,  la  trajectoire  diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut  d'une  ligne 
géodésique. 

lî.  Lignes  géodésiques  de  la  surface  de  révolution 
On  peut  poser 


Ces  lignes  géodésiques  présentent  la  forme  d'un  8  gauche;  elles  sont  toutes 
fermées  et  ont  toutes  la  même  longueur  (Tannehv,  Bulletin  di:s  Sciences  ma- 
thématiques, p.  rgo;  1892]. 

13.  On  a  deux  points  pesants  qui  s'attirent  proportionnellement  à  la  distance  : 
le  premier  est  assujetti  à  se  mouvoir  suc  une  droite  verticale,  ie  second  sur  un 
plan  faisant  avec  l'horizon  un  angle  a.  Trouver  le  mouvement  de  ce  système  de 

Appliquer  les  formules  au  cas  oii  m'  —  m.  La  position  initiale  est  celle  d'équi- 
libre, les  projections  de  la  vitesse  initiale  du  second  point  sur  l'hori/ontalc  et  la 
ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  sont  égales  chacune  !i  la  vitesse  initiale  du 
premier  point.  On  a  de  plus  sina  =  -7. 

Appliquer  aussi  les  formules  au  cas  ofi  le  plan  est  horizontal  1—0. 

14.  Mouvement  d'un  point  sur  la  sphère  sous  l'action  d'une  force  constam- 
ment située  dans  le  plan  du  méridien  du  mobile.  —  Le  rayon  de  la  sphère 
étant  supposé  égal  à  l'unité  et  la  position  du  mobile  étant  définie  par  la  longi- 
tude B  et  le  complément  9  de  la  latitude,  on  considère  un  mobile  sollicité  par 
une  force  constamment  située  dans  le  plan  méridien  et  l'on  appelle  F  la  projection 
■de  cette  force  sur  le  plan  tangent  4  la  sphère,  F  étant  regardée  comme  positive 
ou  négative,  suivant  que  cette  composante  est  dirigée  dans  le  sens  des  tp  crois- 
sants ou  en  sens  contraire.  Démontrer  les  formules  suivantes,  analogues  à  celles 
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BNT    d'un    POiPil 

■    SUR    UNE    SUR 

les  et,  on  particulier 

,  à  la  formule  de 

=  Ci.,       !^-. 

=  ¥d--f. 

m(""^-' 

m- 

eoiie  géométrique 

et  mécanique,  etc 

a  théorie  des  forces  c 


(PaulSERRKT,  Théoi 
Exemple,  —  Si  Fa  pour  valeur  ■ .        i  la  trajectoire  est  une  conique  sphéJ 
ayant  pour  foyer  le  pôle.  (Analogie  avec  le  mouveinent  des  planètes,) 

15.  Établir  des  formules  du  même  genre  pour  le  mouvement  d'un  point  suj 
surface  de  révolution  sous  l'action  d'une  force  constamment  située  dans  le 
dieu  du  mobile. 

16.  Tramformation  de  /nounements.  —  Soit  dans  un  plan  fixe  un  poini 
tériel  de  masse  i  sollicité  par  une  force  F  dont  les  projections  X  et  Y  son 
fonctions  des  seules  coordonnées  jc  et  y  du  point. 

Les  équations  du  mouvement  sont 


s  transformation  homographique 
içanl  la  variable  indépendante  t  par  u 


Démontrer  que  le  point  (3:,, y,}  se  meut  dans  le  temps  t^  comme  nn  point  de 
masse  i  sollicité  par  une  force  F,  dont  les  projections  X,  et  Y,  dépendent  seule- 
ment de  a^,  et  y,.  La  trajectoire  du  ppint  (ic,,>-,)  est  la  transformée  homogra- 
phique  de  celle  du  point  (a7,ji')t  la  direction  de  F,  est  la  transformée  liomogra- 
phique  de  celle  de  F. 

La  force  F  étant  centrale,  F,  est  ou  centrale  ou  parallèle  à  une  direction  (1\p 
{Comptes  rendus,  t.  CVIII,  p.  234 ). 

17.  Inversement,  si  l'on  cherche  la  transformation  la  plus  générale  de  ia  forme 
ic,=  !p(a:,>-),       y,^  ']'{^,y),        dt,  ^\{it:,y)dt, 
telle  que  la  nouvelle  force  F,  dépende  seulement  des  coordonnées  x,,y,,  et  cela 
quelle  que  soit  la  loi  de  F  en  fonction  de  a;  et  y,  on  trouve  seulement  la  trans- 
formation homographique  ci-dessus  {American  Journal,  t.  XII). 


18.  Transformation  d'un  mouvement  sphérique  en  un  m^ouvement  plan.  — 
Étant  donnés  une  sphère  (S)  de  rayon  1  et  un  plan  tangent  (P)  à  cette 
sphère,  nous  ferons  correspondre,  à  un  point  M,  de  la  sphère,  la  projection  M 
de  ce  point  sur  le  plan  (  P)  faite  par  le  rayon  allant  du  centre  au  point  M,  ;  c'est 
la  projection  bien  connue  que  l'on  appelle  centrale  dans  ta  théorie  des  Cartes 
géographiques;  elle  fait  correspondre  k  toutes  les  droites  du  plan  (P)  des  grands 
cercles  de  la  sphère  (S)  et  réciproquement.   Au  point  de  vue  analytique,  si  l'on 
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I>rencl  le  point  de  contact  du  plan  (P)  et  de  la  sphère  (S)  comme  pôle  d'un 
système  de  coordonnées  polaires  dans  le  plan  et  sur  la  splière,  on  aura,  en  appe- 
lant p  et  u  les  coordonnées  polaires  du  point  M  dans  le  plan,  is  et  6  les  coordon- 
nées polaires  du  point  M,  sur  la  spbère  (7  colatitude  et  fl  longitude),  les  formules 
de  transformation 

Les  cqualions  du  mouvement  plan  seront,  d'après  Lagrange, 


U  et  li  étant  des  fonctions  de  p  et  tu.  De  même,  si  l'on  considère  sur  ta  spliére 
un  point  ayant  pour  masse  1  et  se  déplaçant  pendant  le  temps  („  les  équations 


,,,,-       S'»<P  c 


*  et  6  étant  des  fonctions  de  o  et  6.  Démontrer  que,  si  l'on  fait  sur  lea  équa- 
tions (b)  du  mouvement  plan  la  transformation  définie  par  les  formules  («) 
de  la  projection  centrale  et  si  l'on  établit  entre  les  temps  i  et  f,  la  relation 


r  ie  plan  correspond  un  mouvement  sur  la  sphère  cl 
réciproquement  :  la  trajectoire  de  l'un  des  points  est  la  transformée  de  la  tra- 
jectoire de  l'autre  par  projection  centrale  (American  Journal,  t.  XIUj.  Appliquer 
cette  transformation  >>  Texemples  14. 

19.  Démontrer  plus  généralement  qae  l'on  peut  transformer  de  la  même  façon 
le  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  à  courbure  constante  en  un  mouvement 
plan  ( Daothbvillk,  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,   iSpo). 

20.  Un  point  qui  n'est  sollicité  par  aucune  force  donnée  se  meut  suc  un  plan 
qui  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  u  autour  d'un  axe  fi\e  auquel 
il  est  invariablement  lié.  Trouver  Je  mouvement  et  calculer  la  réaction. 

(  De  Saint-Gehmain.) 

Ï1.  Rectifier  la  courbe  décrite  par  le  pendule  spliérique  en  projection  horizon- 
tale et  en  projection  stéréographique  dans  le  cas  de  .M.  Greenhill  (p,  494)- 

(Gbbenhul.) 

22.  Établir  les  équations  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  avec  frot- 
tement {Comptes  rendus,  i5  février  189a}.  Voir  aussi  Maïeh,  Sdchsisclie 
GeselUchaft,  5  juin  iSgS. 

23.  Mouvement  avec  frottement  d'un  point  pesant  sur  un  cylindre  de  révo- 
lution à  axe  vertical  (De  SAinj-Gr-BK/^is,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
août  iSgî). 
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CHAPITRE  XIII. 

ÉQUATIONS  DE  LAGRAKGË  POUR  UN  POINT  LIBRE. 


278.  Équations  de  Lagrange.  —  Nous  avons  donné  dans  les 
Chapitres  précéclenls,  pour  \c.  monvement  d'un  point  sur  une  sur- 
face ou  une  courbe,  fixe  ou  mobile,  les  équations  indiquées  par 
Lagrange.  La  même  méthode  permet  d'écrire  les  équations  du 
mouvement  d'un  point  libre  dans  un  système  quelconque  de 
coordonnées;  cette  méthode  est  de  la  plus  haute  importance,  car 
elle  s'applique  au  mouvement  d'un  système  matériel  quelconque. 

Supposons  que  les  coordonnées  cartésiennes  x,  y,  s  du  mobile 
par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  soient  exprimées  en  fonc- 
tion des  nouvelles  coordonnées  g-,,  q^^  q^  par  les  formules 

il  s'agit  d'écrire  les  équations  du  mouvement  dans  le  nouveau 
système  de  coordonnées,  c'est-à-dire  d'écrire  les  équations  diffé- 
rentielles qui  définissent  g,,  q-^,  q^  en  fonction  du  temps.  On 
pourrait,  à  la  vérité,  prendre  les  équations  mêmes  du  mouvement 
déGnissanl^,  y,  s  en  fonction  de  (  et  y  faire  le  changement  de 
fonctions  défini  par  les  formules  ci-dessus;  mais  ce  serait  là  un 
long  calcul  que  la  méthode  de  Lagrange  a  précisément  pour  but 
d'éviter.  Cette  méthode  s'applique  même  au  cas  où  les  coordon- 
nées cartésiennes  seraient  des  fonctions  données,  non  seulement 
de  trois  nouvelles  coordonnées  q,,  q~i,  g^,  mais  aussi  du  temps  : 
cela  revient,  au  point  de  vue  géométrique,  à  dire  qu'elle  s'ap- 
plique même  si  le  nouveau  système  de  coordonnées  est  mobile  et 
animé  d'un  mouvement  connu. 

Nous  supposerons  donc,  pour  traiter  le  cas  le  plus  général,  que 
X,  y,  z  soient  des  fonctions  données  de  q, ,  y^,  ^3  et  de  (  : 


y  Google 


Pour  trouver  1ns  équalions  du  mouvement  dans  le  nouveau  sjs- 
lènie  de  coordonnées,  c'est-à-dire  les  équations  différentielles  dé- 
finissant qt,  ^5,  513  en  fonction  dn  temps,  écrivons  les  équations 
du  mouvement  en  coordonnées  cartésiennes 


„  ^'Z  -  V  ,„  ^ 


Multiplions    respectivement  ces   trois  équations    ps 
~  et  ajoutons-les  membre  ii  membre,  nous  aurons 


.  1? 


d^x   àa         d^y   d'^         d^z   tte  \ 


àqi  àcji  dqi' 


X,  Y,  Z  étant  donnés  en  fonction  de  x,  y,  z  et  de  leurs  dérivées 
par  rapport  à  i,  il  sera  facile  de  calculer  Qi  en  fonction  de  ç, ,  q-^, 
q^  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  (  ;  puis,  pour  calculer  le  pre- 
mier membre,  remarquons  que  l'équation  précédente  peut  s'écrire 


\i[ 

/rfa:    do 
"  \dt   dg. 

dj-  à'^ 
dt  àqi 

f/=    ()TIT\"1 
dl  içji 

(ï) 

\  - 

[d^   d 
'"  [dF  dt 

m 

^  dt 

dt\ûijj 

dz 
^  di 

d 
dl 

;)h 

Q. 

Po 

ur  sim 

plifier  l'écriturf 

S  poscroE 

:c 

Lagr 

ange 

dx 

=  =>', 

dy 
dt 

=  .r': 

dz 

=  . 

dg, 
dl 

=   <!\: 

d,, 

'-=  q\. 

'Ml 
dt 

- 

?'*■ 

1." 

équati 

on 

.= 

=  ■■(11 

>?S,  Î3,  0 

tloiir 

ic  aloi 

es,  si  l'on 

pren, 

1  le. 

dérivées 

des 

dei 

icmbi 

■es 

rapport  à ( 

7   Î2-1-    -p-   îj-i-  -jf> 
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CIIAPlInE    xm.    —    ÙQUATIC 

et  l'on  pourra  écrire  ëvideniment 


en  considérant  a^'  comme  une  fonction  des  sept  variables  y,,  q^, 
Î3i  ')  î'c  î'a)  î's-  0"  aurait  de  même 


dq\' 

ùq, 

«}■, 

et  la  première 

;  parenthèse 

del'équ 

ation  ( 

>)d 

eviendr. 

d 
dt 

H' 

;)]■ 

Nous  rema 

rquen 

>ns  ensuite  qi 

peul  s'é, 

dt\()q,}  ~  àq\  ^'       f'ïWîa  àq^âq^^^       àq,iJt' 

car  T-2-  est  fonction  de  (  directement  et  par  l'intermédiaire  de  q, , 
q-i,  q^.  Mais,  endifférentianl  l'équation  (3)  par  rapport  i\qi,  on  a 

et  l'on  a  b  en 

d  f  àii  '\       dx' 

Comme  on  a  également  les  relations 

d  /  d'\i\_dy  d  /d^\  _  dz' 

di\dq^/  "  dçi'  dt  \àq,}  ~  àq,' 


i  l'équation  (a) 


(2') 


'  <*î'i       ^  ^l'i/ 


i   _  „,  z^'  ^+  /  ^  -H  y  ^\  =  Q,. 


yGoosle 


T  désigne  donc  la  demi-force  vive  du  mobile.  En  y  remplaçniit  x', 
y,  s'  par  leurs  valeurs  (3),  T  devient  une  fonction  des  variables 
ÎM  ?ï)  ?3i  'i  ?'ii  îii)  î'j-  Avec  celte  notation,  on  volt  immédiaie- 
menl  que  l'équation  {i')  peut  s'écrire 

dt\àq\)         Oqt         >' 

Un  calcul  lout  semblable  donnorait 

dt\dq'.J        dqi       ^" 


dq. 


L'expression  T  contient  les  variables  q, ,  q-^-,  q^  et  leurs  dérivées 
premières;  il  en  résulte  que  les  équations  de  Lagrange  que  nous 
venons  d'obtenir  sont  du  second  ordre;  leurs  intégrales  générales 
contiendront  donc  six  constantes  arbitraires  qu'on  déterminera 
par  les  conditions  initiales. 

On  a  immédiatement  l'expression  T  quand  or  connaît  l'exjjres- 
sion    de   ds''   dans    le  système    des  coordonnées  gr,,  q.,,    q-,,,    c.w 

'^  ~  "â  ^' 

Calcul  des  seconds  membres.  —  On  pourrait  remplacer  dans 
Qt ,  Q2,  Qs,  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs,  mais  ou  peut  souvent  sim- 
plifier ce  calcul.  Supposons  d'abord  qu'il  y  ait  une  fonction  de 
forces  U  ;  dans  ce  cas,  on  aura 

..       dU  „       àV  ,       JU 


Si  l'on  suppose  alors  que  dans  U  on  remplace  x,  y,  z  par  leurs 
'aleurs  en  fonction  de  q,,  q^,  qn  l'équation  précédente  s'écrit 
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On  aurait  de  mém 


"   àq. 


Ces  formules  conviennent  même  au  cas  où  X,  Y,  Z  seraient 
les  dérivées  partielles  par  rapport  k  x,  y,  s  d'une  fonction 
U(x,  ^,  3,  ()  contenant  explicitement  le  temps,  quoique  l'on  ne 
puisse  plus  dire  alors  que  les  forces  dérivent  d'une  fonction  de 
forces. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  on  peut  encore  simplifier  le  calcul 
de  Qi ,  Qi,  Qi|.  Dans  les  équations  du  changement  de  coordonnée^ 

^-=?(?.,?!,    Î3.'). 
-    =ra(7l.93.?3TO. 

donnons  à  t  une  valeur  déterminée  et  supposons  que  y,,  q^.  <!% 
prennent  les  accroissements  virtuels  arbitraires  wi^,  §q.^,  rjq,,  les 
accroissements  de  x,  y,  z  seront 


^--|^--^'^-5*. 

.                  C/CT    -                    ffCT     -                    OT7I    . 

iz  =  -T —  OIT]  +  - — Sg-i  -■-- — aq)\ 

le  travail  élémi 

^nlaire  des  forces  pour  le  déplacement 

respondanl  est 

%5x  +  Yiy  +  Z5s, 

c'est-à-dire,  en 

L  vertu  des  équations  précédentes, 

0,39,^Q,oV-hQ,ey3. 

Si  donc  on  suppose  que  le  déplacement  virtuel  s'effectue  sur  I;t 
courbe  g^  =  consl.,  q.j  =consl.,le  travail  élémentaire  est  Ç),ùq,, 
ce  qui  donne  Q|.  On  obtient  de  même  QaCt  Qj. 

On  volt  que  l'analogie  est  complète  avec  les  équations  trouvées 
pour  le  mouvement  sur  une  courbe  et  sur  une  surface.  La  seule  dif- 
férence est  dans  le  nombre  des  paramètres^,,  1/2,  Çj,  qui  est  1  pour 
un  point  sur  une  conrbe,  a  sur  une  surface,  3  pour  un  point  libre. 
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279.  Intégrale  des  forces  vives.  —  Dans  le  cas  où  il  existe  une 
fonclion  des  forces  JJ(x,yf  z),  le  théorème  des  forces  vives  donne 
l'intégrale  première 

T  =  U  +  /(, 

f.nf  T  désigne  la  demi-force  vive ■   Celte  intégrale,  étant  iino 

conséquence  des  équations  du  mouvement,  est  une  conséquence 
des  trois  équations  de  Lagrange  et  peut  remplacer  l'une  d'elles. 
En  nous  plaçant  dans  le  cas  simple  où  les  expressions  As  x,  y,  z 
en  fonction  de  y,,  q^,  q^  ne  contiennent  pas  i,  nous  allons  vérifier 
que  l'intégrale  des  forces  vives  est  bien  une  conséquence  des  équa- 
tions de  Lagrange,  Dans  ce  eas,  on  a  ^qmï  x',y\  z'  des  exprès- 

"'=^'''  +  *'''+5j '■  +  ■■■■ 

et  T  est  une  fonclion  homogène  du  second  degré  de  q\ ,  <^'^,  c/^  : 
on  il  donc,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes. 

Cela  posé,  prenons  les  équations  de  Lagrange  où  Q,,  Qa,  Q:, 
sont  remplaces  par  - — ,  - — ,  - — ,  et  ajoutons-tes,  après  les  avoir 


ULullipIiccs  par  q\,  q„,  q\  :  nous  aurons 

I     ,    d  /  à'T\  ,   d   /  dT\  ,   d   /  ÙT  \  ,    ÙT  ,    âT  ,    <)T 

\  '''  diwj  ^  '^'-  dt  wj  ^  '^'-  di  [ô^J  -'/'  ôr,~'^'dfr'^'  w^ 

Le  deuxième  membre  de  celte  équation  est  évidemment -3-, 
car  U  ne  dépend  de  (  que  par  l'intermédiaire  de  j, ,  ^j,  93  ;  quant 
au  premier  membre,  on  peut  l'écrire 
d  (  ,    ^         ,  dT         ,  dl  \ 

/    „  àT  ,  dT  „  dT  ,    dT  ,   dT  ,    dT  \ 

(/ï,  q'!,,  q\  étant  les  dérivées  secondes  de  ^j,  q-.,  qi  par  rapport  à  t. 
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CHAPITRE    Xin.     —    ÉQUATIONS    DE    LAGRANGE.  507 

D'après  l'éqiiaLion  (i),  fournie  par  le  théorème  des  fondions 
liomogènes,  !a  première  parenthèse  est  2Ï;  quant  à  ia  seeonde, 
elle  est  Texpression  développée  de  -5->  puisque  T  dépend  de  / 
par  i'intermédiaire  de  fj\^  q-i,  q-t,  q\^  q'.^,  q[-   L'équation  (a)  se 


■éduit  dom 


;r,(^T)- 


di  ~  di  ' 


c'est  l'intégrale  des  forces  vives.  Dans  les  applications,  on  rem- 
placera l'une  des  équations  de  Lagrange,  la  moins  simple  des 
trois,  par  cette  intég^rale  première. 

280.  Applications.  —  i°  Problème.  Trouver  le  mouvement  d'un  point 
matériel  attiré  ou  repoussé  par  un  axe  fixe  suivant  une  fonction  donnée 
de  la  dislance  /■  (Jlg^-  175). 

Nous  avons  déjà  vu  (n"»»)  que,  dans  ce  cas,  il  y  a  une  fonction  à-.- 
forces  f^dr  que  nous  désignerons  par  m/{r). 


Nous  définirons  la  positio 
/-,  0,  ;s.  On  aura  alors 


mobile  par  ses  coordonnées  s 


T  =  -  itn>^  —  - 
ons   de   Lagrange   seront,  par  conséquent,  après  suppre 

^.■■--■o-=/'(,-), 


</( 
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»08  TnOfSIBNE    PARTI]!.     —    DYN.I 

Los  ikus  dernicres  Joniieol  par  iiiti^gijl 


Remplaçons  maintenant   la   première  cqiiatioi]   ilc  Lagrangc  par  l'inlé- 
grale  des  forces  vives,  nous  aurons 

Si  nous  y  remplaçons  z'  et  0'  par  leurs  valeurs  llri'es  de  (i)  kI  (5),  nfiii  = 
obtenons 


équation  de  la  fornii; 


qui  donne  le  temps  par  une  simple  quadrature. 

On  aurait  pu  écrire  a  priori  les  équations  (1),  (2),  (3)  sans  passer  par 
les  équations  de  Lagrange.  En  elTei,  puisque  la  force  rencontre  toujours  Os, 
le  principe  des  aires  s'applique  à  la  projection  du  mouvement  sur  le  plan 
(les  a^^Xi  ce  qui  donne  l'équation  (i).   La   composante  do   la   force  suivant 

l'axe  Oz  étant  nulle,  on  a  ^-|  =0,5' =  0.:  c'est  réquation(2).  Enfin  l'équa- 
tion (3)  n'est  autre  que  l'équalion  des  forces  vives. 

Entre  les  équations  (1)  et  (i)  éliminons  le  temps,  nous  aurons  réqtiation 
différentielle 


à  laquelle  satisfoni  les  trajectoires,  quelle  que  soit  la  loi  de  la  force.  Si  l'on 
écrit  cette  équation  en  coordonnées  cartésiennes,  on  a 

J:dy  —  y  dT  =  kd:  , 

équation  déjà   trouvée  dans  le   Chapitre  I  (p.  .-lo,  es,  C)   pour   l'équation 
différentielle   des    courbes   dont   les   tangentes   sont   des   droites   de    iin)- 

2°  Coordonnées  polaires  dans  l'espace.  —  Soient  p,  0,  uj  les  coordon- 
nées du  point  M  (Jtff.  176);  posons 
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Pour  calculer  Qi,  Qj,  Qa,  nous  emploierons  ia  Liiclliodi;  uidiquéc  juv- 
rcde  nent  Des  g  ions  par  R,  Q,  1*  les  composantes  de  la  force  suivanl 
le  a3on  cteu  lins  le  sens  de  p  croissant,  la  perpendiculaire  au  plan 
jOM  dans  le  sen  de  u)  croissant  et  la  perpendiculaire  au  plan  de  ces 
deu  d  o  tes  dans  le  sens  de  0  croissant.  Pour  un  déplacement  virtuel  sui' 
le    ason    ecie  r  {q%  =  eonst.,  g^  =  const.),  le  travail  élémentaire  est  RS/', 


|in 


Qi  =  H- 


de,  la  e 

e    r, 

nent  pSe,   quan 

d  on  lais 
ar  suite 

ni  enfin 

Q. 

-  Pp. 
le  dcpl 

Kn  lai' 
le  centre  0'  et  de  rajoji  s  sin  0,  le  t 


Si  la  force  F  renc 
Lagrange  donne 
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5lO  TROISIEME    PARTIE.    —    DÏNAUIQUE    DU    POI?(T. 

3°  Coordonnées  elliptiques  dans  l'espace.  —  Dana  le  système  des 
coordonnées  elliptiques,  un  point  M  de  l'espace  est  défini  par  les  para- 
mètres des  trois  surfaces  du. second  ordre  homofocales  à  une  surface 
donnée,  se  coupant  en  ce  point.  Soit 


surfaces  du  second  o 


Si  nous  supposons,  pour  fixer  les  idées,  a>  b':>c,  l'équalion  (i)  repré- 
sentera un  ellipsoïde  réel  pour  î.  <  c,  un  hyperboloïde  à  une  nappe  pour 
6>),>c,  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  pour  a  >  )>  >  i,  enfin  un 
ellipsoïde  imaginaire  pour  ).  >  a.  Par  chaque  point  de  l'espace  il  passe 
trois  de  ces  surfaces  homofocales;  en  effet,  en  regardant  x,  y,  s  comme 
données,  l'équation  (r)  du  troisième  degré  en  X  admet  trois  racines  réelles, 
une  plus  petite  que  c,  l'autre  comprise  entre  6  Rt  c  et  la  troisième  entre  a 
et  h  ;  c'est  ce  qu'on  vérifie  en  substituant  dans  le  premier  membre  les 
quantités  suivantes  à  la  place  de  \  et  en  remarquant  que  les  signes  du 
premier  membre  sont  donnés  pai'  le  Tableau  suivant,  ï  réel  positif  et  très 

Valeurs  de  ). — m   c  —  î    c-i-ï    h  —  i.    /'-s-ï    a  —  %    «---a    ---a 

Signes  correspondants  du 

premier  membre  de  (i).  —        -h        ^-        --  -  i-        .—      — 

Position  des  racines ....        q^  q^  qi 

Appelons  qi,  q^,  q^  ces  trois  racines  rangées  par  ordre  de  grandeurs 
décroissantes;  la  première  qi  donne  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  la 
deuxième  q^  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  la  troisième  53  un  ellipsoïde. 

Ces  trois  surfaces  se  coupent  deux  à  deux  orthogonalement,  comme  il 
est  bien  connu.  Par  exemple,  les  deux  surfaces 


«-71        O-qt        c~qt 

/■.-■ 

^-    .    y-    ^     =' 

ipent  orthogo 

nalement,  car  la  condition 

ds:  âx        dy   ày         àz    àz 
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APrTRE  \n 

l'équation 


comme  on  le  rcrifie  immédiaienient.  On  appelle  coordonnées  ellipiiijues 
(l'un  point  ^l{3!,j,z)  les  trois  quantités  qu  q^,  q^. 

Pour  exprimer  les  coordonnées  cartésiennes  ce,  y,  z  en  fonction  de  9,, 
?S5  ?ai  remarquons  que,  yi,  yj,  jj  étant  les  trois  racines  de  l'équation  (1) 


\£ 

-1  +  A  + 

i^-' 

'\    ^ 

()-î,)(»- 

'.a-z 

,)(»-?. 
/(*) 

)(»- 

■?0 

Ml 

1: 

iiitipii.i 

nt   les  deux   me 

mbres  de  ci 

;ite  ideniit 

épara- 

-  X,  pu 

lis    f8 

x^  = 

i)(c-a) 

l«i); 

m 

trou., 

'.  de  même 

y-  = 

{b-q,)(b 

{c-b 

Lf.J. 

==  = 

(c-q,)ic 

-î.)(o- 

Lîi). 

Calculons  maintenant  l'expression  de  dî'  dans  ce  système  de  coordon- 
nées; on  a,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deus  membres  de? 
formules  ci-dessus, 

dx           dqj  dçi              dqjt 

'^   X    ~  q,-a  ■    Ça  ~«  çj  — «' 

dj'  dqi  dçi              dqs 

^r~îi  — *  92  —  6  qi  —  b^ 

dz           dq\  dq^  dqn 

^  T  "■  ?,  — c  "^  ^;^^c  "^  tT-^' 

D'ofi  l'on  lire  pour  ^ds'^  une  expression  de  la  forme 

ne  contenant  pas  de  termes  en  dq^^dqi,  . . ,  ,   car  les  surfaces  se  euupcnl 
«rtKogonalement;  il  est  d'ailleurs  aisé  de  vérifier  la  relation 

î! ^ Il + ^ =„ 

(o-î.Xo-î,)      (i-î,)(S-î.)      (c-îO(=-?.) 
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51*  TROISIÈME    PARTIE.    —    DYNAMIQUE    DU    POINT. 

qui  exprime  que  le  coefficient  de  dq^dq^  est  nul.  Les  quantités  SI,,  Mj,  M3 

ont  les  valeurs  suivantes  : 


iir,  si  l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'identité  (ï)  |iar  rap- 
port il  1,  et  si  l'on  fait  ensuite  î,  —  $,,  en  remarquant  que  par  l'effeC  de 
cette  substitution  tous  les  termes  du  second  membre  qui  contiennent 
).  —  tji   en  facteur  s'annulent  et  qu'il  est  inutile  de  les  calculer,  on  trouve 

, ,    _  (-/i  — gal(yi"7-0 _ 


où /(î)  désigne  le  produit  (fl -).)(''->■)  (^-^);  o»  a  de  niÉmc 

Remarquons   que   si  l'on  considère  en  particulier  l'arc  de  la  courbe  C, 
{ /ig-.  177),   intersection  des  deux  surfaces  ^j  =  const.  et  çj  =  const,,  la 


De  même,  en  appelant  dSi  et  ds^  les  arcs  des  deux  courbes  Gj^ct  C,, 
suivant  lesquelles  se  coupent  les  surfaces  yi  —  const,,  ^3  =  const.,  et 
(/,  —  const.,  qi  =  coast.,  on  a 

dsi  =  -  /Mj^/^î,  dsa  =  -  /Mjt^ja. 

Un   arc  quelconque  ds  peut  être  alors  envisagé  comme  la  diagonale  <lii 
parallélépipède  rectangle  rfsj,  ds^,  ds^. 
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en A PI TRI 
UquanliulTapoi 


^-T/,   - 


.  ^(M  ?'M 


et  1rs  équations  de  Lagranai.  «ont  alors  a 
rons  pas  ici  nous  nou=  bornerons  à  doni 
m(,inbres  Qi  Q»  Qj  de  ces  équations 

Dtcomposons  la  forre  F  en  trois  composantes  1*1  F^,  F3,  respectivement 
tangentes  aux  courbes  <  1  L  Cj  en  comptant  c  s  composantes  positive- 
ment dans  le  sens  dans  lequel  se  déplace  le  point  M  sur  cbacune  de  ces 
couibes  quand  on  fait  cioitre  une  «eule  des  1  oordonnées  elliptiques,  les 
doux  auties  re'itant  constantes  Imprimons  au  point  M  un  déplacement 
virtuel  OS]  dans  lequel  q^  et  g»  restent  constants  ç,  croissant  de  Sj,;  le 
tra\ail  \irtuel  de  F  e't  Q  Sg,  dune  paît  dautie  part,  il  est,  puisque 
!  ■-  traviuv   le  Tj     t   k  Fj  sont  nuls  dan,  l<-  déplacement  considéré, 

F,  5^,  =  —  /mTô?,; 
n._  Fi/Fi. 


4°  Coordonnées  elliptiques  dans  le  plan  des  j:y.  —  On  peut  déduire 
ces  coordonnées  des  formules  précédentes.  Pour  obtenir  un  point  M  du 
plana^Oj^",  ii  suffit  de  faire  dans  ces  formules  ^  =  o  et  53  =  c.  Ce  point  M 
est  alors  défini  par  les  deux  coordonnées  elliptiques  q^  et  jj,  racines  de 
l'équation  du  second  degré  en  \ 


a  —  'k        b'-l 

représentant  des  coniques  liomofocales.  Par  chaque  point  M  du  plan,  il 
passe  deux  de  ces  coniques,  une  hyperbole  correspondant  à  la  valeur  gi 
du  paramétre  X  et  une  ellipse  correspondant  à  la  valeur  7,.  L'identité  (;>.) 
devient  dans  ce  cas 

On  obtient  ainsi,  soit  directement,  soit  comme  cas  limites  des  formules 
précédentes,  pour  les  formules  de  transformation  de  coordonnées, 

,•  -  (»-g.)(°-?.' 
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M  TROISIEME    PARTIl;.     —    DVNAMIQUE    DU    POINT. 

t  pour  le  carré  ds"^  d'un  éliSmenl  d'arc  dans  le  plan  xOy 

N,  -    ïlZlâl^..,  N,----      ^'  ~  g-^ ■ 

Kiilin,   si  l'oii    décompose   la   force  F  agissant  iuv  un   ]ioiiil  M  du  plan 
Fig.  178- 


c  composantes  h,  cl  l'^  dirigea 
ipse  passant  par  M  (Jlff.  178),  < 


:^SI .  Application  des  équations  de  Lagrange  à  la  théorie  du  mouve- 
ment relatif.  —  Pour  traiter  un  exemple  dans  lequel  le  nouveau  système 
(le  coordonnées  dépend  du  temps,  imaginons  un  point  M  sollicité  par  une 
force  donnée  F,  et  cherchons  son  mouvement  relatif  par  rapport  à  trois 
uses  coordonnées  Ocr,  Oy,  O^  animés  d'un  mouvement  connu.  Appelons 
!r,j;  z  les  coordonnées  de  M  par  rapport  aux  axes  mobiles,  coordonnées 
(|ui  joueront  le  rûle  de  qi,  gt,  q^;  les  coordonnées  absolues  du  point  M, 
^ii  y\t  '■1'  seront  liées  à  ces  nouvelles  coordonnées  par  les  foi-miiies 
(„•  57) 

(  a:,  =3^0^-  aa:  -H  a[Jf  ^-  «jB, 

(  s,  =S(,-î-ï^-^-ïiJ-:-Ï!3, 

iiii  3^0.  /Oi  ^0  et  les  neuf  cosinus  sont  des  fonctions  données  du  temps.  Les 
formules  exprimant  les  coordonnées  cartésiennes  absolues  en  fonction  des 
nouvelles  coordonnées  x,y,  s  contiennent  donc  explicitement  le  temps  /. 
Calculons  la  fonction  T;  pour  cela,  il  suffit  de  connaître  les  projections 
Vi,  Vj.,  V3  de  la  vitesse  absolue  du  point  M,  vitesse  qui  est  la  résnitanic 
de  la  vitesse  relative  Vr  et  de  la  vitesse  d'entraînement  V^- 
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s  projections  de  Vy  sur  les  a\es  mobiles  S' 


dx  dy  dz 
^Tt''  dî'  Tt'  ''^^"■^^^'^ 
d'entraînement  Vs  est  celle  qu'aurait  le  point  M  s'il  était  invariablement 
lié  au  système  des  axes  mobiles,  système  qui  constitue  un  corps  solide  en 
mouvement;  la  vitesse  Vc  est  dore  (n°  49)  la  somme  géométrique  d'une 
vitesse  d'entraînement  égale  et  parallèle  è  la  vitesse  V"  de  l'origine  mobile 
et  d'une  vitesse  due  à  une  rotation  instantanée  u)  autour  d'un  axe  passant 
]>ai'  0  ;  en  appelant  VJ,  VJ.,  V^  les  projections  de  Y"  sur  les  axes  mobiles, 
et  p,  q,  r  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  suivant  ces  axes,  on 
inira  pour  les  projections  de  la  vitesse  d'entraînement  sur  ^,y,  - 


Il  point  M 


1   projections   sur  a;  y,  s  de 


v,,^,  +  v.  +  ,=  -,r,      ^^. 

i;t  pour  la  demi-force  vive  du  point 
=  ^[{a^'-+-V5-l-5'5-/T)^+(/+V5  ^i-r^-pzy-^{z'^\%-i-py~<,xy- 

où  l'on  écrit  m-, y,  z  à  la  place  <■«  ^j  '  "J^  '  5;  ■  Gela  pose,  Ic^  éqtiatmns 
de  Lagraoge  sont  de  la  forme 

d  /dT\       àT      „ 
O  dt[à^')--ô.  =  ^' 

et  deux  autres  équations  analogues  relaliics  a  j  et  z  La  quantité  X  qui 
joue  le  rùle  de  Qi  s'obtient  comme  il  suit  impnmons  au  point  le  déplace- 
ment virtuel  MM',  obtenu  en  donnant  à  t  une  valeur  numeiique,  c'est- 
à-dire  en  supposant  le  trièdre  Oxys  fixe  dans  Id  position  actuelle,  laissant 
constants  9,  et  ^3,  c'est-à-dire  y  et  a,  et  faisant  varier  qj  ou  x  de  Bec;  ce 
iléplacement  MM'  est  parallèle  â  Oce  et  le  tiavail  iirtuel  de  F  coirespon- 
dant  à  ce  déplacement  est  Fa^Sj;,  F^  étant  la  projection  de  F  sur  Os:\ 
d'autre  part,  ce  même  travail  virtuel  est,  d'après  la  théorie  générale,  Q,  Sg, 
ou  ici  XSa;;  donc 

Le  deuxième  membre  de  l'équation  (i)  est  la  projection  de  F  sur  Ox 
On  a  de  même  les  significations  des  deuxièmes  membres  Y  et  Z  des  deux 
autres  équations  de  Lagrange. 

Les  trois  équations  de  Lagrange  (1)  sont  des  équations  de  second  ordre 
définissant  les  coordonnées  x,  y,  z  en  fonction  de  t\  ce  sont  les  équationà 
différentielles  du  mouvemeift  relatif.  En  les  développant,  on  retrouve  ces 
équations  telles  qu  elles  résultcnl  du  théorème  de  Corîolis, 
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Mn  effet,  l'équaiion  (r)  donne,  d'apios  la  lalcur  de  T, 

d  ,        „  d^x 

J.e  premier  terme  du  premier  membre  est  -j-  \mx  )  ou  m.  -j  ■  ;   (ta 

geons  les  termes  suivants  en  deux  groupes,  le  premier  qui  contieiii 

,     ,     ,       dx    dy    dz 
lerme,  ,n  ,,y,.  o.  ^j,  -J ,  -^;  ,  et  ,u,  .  pour  „pre.„on 

le  deuxième  qui  contient  les  tormes  ri^stanls  et  que  nous  apptlIoroTi; 
L'équation  s'écrit  alors 


df^  ' 


11  reste  à  trouver  une  signification  du  vecteur  ajant  pour  projections  sm- 
les  axes  mobiles  X°,  Y°,  'U .  Pour  cela,  supposons  que  la  force  F  do 
vienne  en  particulier  une  force  Fj  de  projections  X^,  Y,,  Zj  telle  que  le 
point  M  soit  immobile  par  rapport  aux  axes  mobiles  dans  la  position  qu'il 
occupe  actuellement;  alors  son  accélération  et  sa  vitesse  relatives  de- 
viennent nulles  :  son  accélération  absolue  devient  l'accélération  d'entratni'- 
ment  J^  et  la  force  Fe  qui  produit  le  mouvement  est  égale  à  mie.  D'autiv 
part,  les  équations  ci-dessus  donnant 

X''=X,.,  Ï"-Y^,  Z''=Z,., 

le  vecteur  de  projections  X°,  Y",  Z"  est  égal  à  mJ^. 

Les  équations  ainsi  trouvées  sont  bien  celles  que  l'on  déduirait  du  tliéo- 
rème  de  Coriolis,  car  la  force  F  qui  produit  le  mouvement  dans  le  cas  gla- 
nerai est  égale  à  l'accélération  absolue  Ja  multipliée  par  la  masse,  m  J^  ;  Ae, 
sorte  que  les  trois  équations  ci-dessus  divisées  par  m  espriment  la  relation 
géométrique 

(j,)  +  (j')+(j.)  =  (j.), 
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.{, 

dl 

<h 

;Coi 

™i,. 

(11-57). 

EXERCICES. 

1,  Soit  zOz'  un  axe  vertical  homogène  et  prolongé  indéliDîment  dans  les  deux 
sens.  Tons  les  éléments  de  cet  axe  attirent  un  point  matériel  M  proportionnelle- 
ment à  leurs  masses  et  en  raison  inverse  de  la  quatrième  puissance  des  distances. 
Le  point  M  est,  en  outre,  soumis  à  son  poids.  Étudier  son  mouvement  en  suppo- 
sant que  la  projection  de  la  vitesse  initiale  de  M  sur  le  plan  MOa  soit  verticale. 
On  déterminera  la  trajectoire  en  la  considérant  comme  intersection  d'un  cjlindre 
parallèle  i  Oa  et  d'une  surface  de  révolution  ayant  Oa  pour  aïe.  Cas  particulier 
oii  ta  vitesse  initiale  est  horizontale  (Licence,  Montpellier). 

2.  Dans  les  équations  d'équilibre  d'un  fil  libre,  sous  l'action  d'une  force  dérivant 
d'une  fonction  de  forces  U{a:,y,  z),  on  fait  le  changement  de  variable 


Ces  éqnations  deviennent  les  équations  du  mouvement  d'un  point  matériel  de 
iiLasse  1  sous  l'action  d'une  force  dérivant  de  la  fonction  de  forces  1  (U  -t-  A)'. 

En  appliquant  la  remarque  précédente,  étendre  les  équations  de  Lagrange  4 
l'équilibre  d'un  fil  sollicité  par  une  force  dérivant  d'une  fonction  de  forces. 
{Comptes  rendus,  t.  XCVI,  p.  638.) 
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CHAPITRE  XIV. 


PRINCIPE  DE   D'ALEMBERT.    PRINCIPE  D'HAMILTON. 
PRINCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION. 


282.  Principe  de  d'Alembert.  —  Lf!  principe  de  d'.AIen:Le]'t 
permet  de  ramener  la  mise  en  équations  d'un  problème  de  D^yua- 
miqne  à  celle  d'un  problème  de  Statique. 

Ce  principe,  que  nous  allons  exposer  ici  pour  un  point  maté- 
riel libre  ou  mobile  sur  une  sut-face  ou  une  courbe,  s'applique  au 
problème  le  plus  général  de  la  Dynamique.  Il  nous  permettra  de 
résumer  la  ibéorie  du  mouvement  d'un  point. 

Soit  uu  point  matériel  de  masse  m,  sollicité  par  des  forces 
F,,Fî..,,F„.  Les  équations  du  mouvement  de  ce  point  peu- 
vent s'écrire 

^  '  dt''  ^^     ''         '  di^        ^    ''         '  dl^    '   "    '         ' 

Xy,  Yv,  Zv  désignant  les  projections  de  la  force  Fv  sur  les  axes. 

Considérons,  à  côté  des  vecteurs  qui  représentent  les  forces  F,, 

Fo, ,  F„  appliquées  au  point  M,  un  vecteur  MI  ayant  pour  pro- 

d^x  d^v  d.''z  .     , 

jeclions  —  m  -^  <  —  m  -^ ,  —  m  -^  :  ce  vecteur,  égal  et  oppose 

au  produit  de  l'accélération  parla  masse  s'appelle /orce  d'inertie, 
quoique  ce  ne  soit  nullement  une  force  appliquée  au  point.  Les 
équations  signifient  alors  que  la  somme  géométrique  des  vecteurs 
MI,  F|,  Fj,  .. . ,  F„  est  nulle,  ou  encore,  qu'à  chaque  instant  il  y 
a  équilibre  entre  la  force  d'inertie  et  les  forces  réellement  appli- 
quées au  point. 

Si  donc  on  imprime  au  point  à  l'instant  t  un  déplacement 
virtuel  quelconque,  ajant  pour  projections  Sx,  By,  ù3,   on  aura 
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IVqiiaûon 

,.,      (-„-r...x.).,.(-„.s---.)=K 

(]iii  signifie  que,  pour  un  déplacement  virLuel  arbitraire  imprimé 
au  point,  à  J'instanl.  t,  la  somme  des  travaux  virtuels  de  la  Ibrce 
d'inertie  et  des  forces  réellement  appliquées  au  poini  est  nulle. 

Cet  énoncé,  qui  n'est  qu'une  conséquence  immédiate  des  équa- 
tions (i),  va  nous  conduire  aux  équations  du  mouvement  d'un 
point  libre  ou  mobile  sur  une  courbe  ou  une  surface  par  les  mé- 
thodes de  la  Statique  (n"^  166,  167  et  168). 

283.  Point  matériel  libre.  —  Le  point  matériel  étant  sollicité 
par  des  forées  toutes  données,  appelons  X,  Y,  Z  les  projections 
de  leur  résultante;  l'équation  (2)  peut  alors  s'écrire 

elle  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  le  déplacetiient  virtuel  3jc,  Sj,  Sj 
imprimé  au  point  à  l'instant  t.  Si  l'on  veut  en  déduire  les  équa- 
tions du  mouvement  dans  un  système  quelconque  de  coordonnées 
<J\i  <}i>  ÎJi  pouvant  dépendre  du  temps,  liées  aux  coordonnées 
rectangulaires  par  des  équations  données 

on  remarque  que,  pour  obtenir  le  déplacement  le  plus  général 
qu'on  puisse  imprimer  au  pointa  l'instant  t,  il  suffit  de  faire  varier 
les  nouvelles  coordonnées  g,,  q%,  q^  de  quantités  infiniment  pe- 
tites arbitraires  Si^,,  S^o,  S^'a  ;  on  a  ainsi 

Pi  deux  expressions  analogues  pour  ty  et  5:;. 
[^'équation  (.^)  prend  alors  la  forme 
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k  étanl  un  des  indices   i,    2   ou  3.   Comme  Sy,,  Zq.^,  ùq.^ 
arbitraires,  celle  équation  (4)  se  décompose  en  trois 


qui  sont  préc 

de  Lagrange  dans  le  n"  278. 

38-4.   Point  glissant  sans   frottement  sur   une  surface  fixe  ou 
mobile.  —    Soll 

l'équalion  de  la  surface.  Le  point  M  mobile  sur  cette  surface  csi 
sollicité  d'une  part  par  les  forces  directement  appliquées  ayant 
pour  résultante  X,  Y,  Z  el,  d'autre  part,  par  la  réaction  normale 
N  ou  force  de  liaison.  D'après  la  relation  générale  (2),  pour  un 
déplacement  virtuel  quelconque  à  l'instant  t,  la  somme  des  tra- 
vaux virtuels  de  la  force  d'inertie,  de  la  résultante  des  forces 
directement  appliquées  el  de  la  force  de  liaison  N  est  nulle.  Mais, 
pour  éliminer  la  force  de  liaison,  imprimons  au  point  à  l'instant  ( 
on  déplacement  virtuel  compatible  avec  la  liaison  qui  a  lieu  à 
cet  instant,  c'est-à-dire  un  déplacement  elï'ectué  sur  la  surface 
donnée  par  l'équalion  (5),  dans  laquelle  t  a  la  valeur  numérique 
qui  correspond  à  l'instant  considéré.  Alors  le  travail  virtuel  de 
la  force  de  liaison  est  nul  et,  pour  ces  déplacements  particuliers, 
l'équation  (2)  peut  s'écrire  encore  sous  la  forme(3),  où  ne  figure 
dans  le  second  membre  que  la  résultante  des  forces  directe- 
ment appliquées  ou  forces  connues.  Seulement,  dans  le  cas 
actuel,  Zx,  Zy,  Zz   ne  sont  plus  arbitraires,  ils    sont  liés   par  la 

f<..^fir +  ■''{-'..  =  ., 

qTii  exprime  que  le  déplacement  virtuel  est  compatible  avec  la 
liaison  qui  a  lieu  à  l'instant  (. 
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I''.xpnmons  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  (5)  en 
lonclion  de  deux  paramètres 

Nous  obtiendrons  le  déplacement  le  plus  générai  compatible 
avec  la  liaison  à  l'instant  /,  c'esl-à-dire  effeclué  sur  la  surface  à 
cet  instant,  en  faisant  varier  g^  et  q-i  de  quantités  infiniment 
petites  quelconcjiies  S^,  et  Zq^.  Ce  qui  donne 


<H  ..            do 

S?;, 

ai,  ^            di    ,                 ^          (te 

Portant  dans; 

l'équa 

tion  (3),  on  a  une  relation  de  la  forr 

T", 

àg,  +  PiSyi  =  Q,Sy,H-Q,3<i.„ 

où  P|,  P^,  Qi.Q^  ont  des  expressions  de  même  forme  que  précé- 
demment. Cette  relation,  dans  laquelle  oi/,  et  hq-,  sont  arbitraires, 
se  décompose  en  deux 

P,  =  0,,         1'-,  =  Qo, 

qui  sont  précisément  les  équations  d'où  nous  avons  déduit  les 
équations  de  Lagrange,  n"  263. 

On  peut  étendre  ces  considérations  au  cas  où  le  point  glisse- 
rait sur  la  surface  avec  frottement,  comme  nous  l'avons  montré 
[Comptes  rendus,  i5  février  iHga),  On  pourra  consulter  à  ce 
sujet  une  Note  de  M.  de  Saint-Germain  (Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  août  iSga)  et  «ne  Note  de  M.  Mayer  (Kônigl. 
Sachs.  Gesellscha/t  der  Wissensdiqften  zu  Leipzig,  5  juin  iSgS). 

28o.  Point  glissant  sans  frottement  sur  une  courbe  fixe  on 
mobile.  —  Le  point  pouvant  être  considéré  comme  libre  sous 
l'action  des  forces  directement  appliquées  de  résultante  X,  Y,  // 
et  de  la  réaction  normale,  on  pourra  encore  appliquer  l'cqua- 
tion  (3)  en  y  tenant  compte  de  la  réaction  normale.  Mais,  pour 
éliminer  cette  réaction,  il  suffît  de  supposer  que  le  déplacement 
virtuel  Sa:,  3/,  Ss  est  compatible  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  au 
temps  ï,  c'est-à-dire  se  fait  sur  la  courbe  dans  la  position  qu'elle 
occupe  à  cet  instant.  Pour  un  déplacement  de  cette  nature,  le 
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3'it  TROISIEUli    PARTIE.    —    TlTNAMIQt'E    DU    POINT. 

travail  virtuel  de  la  réaclion  normale  est  mil;  on  a  donc  alors 
l'équation  (3)  dans  laquelle  ne  figure  plus  que  la  résultante 
X,Y,  Z  des  forces  direclement  appliquées.  Supposons  qu'on 
ait  exprimé  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonction 
d'un  paramètre 

le  déplacement  le  plus  général  sur  la  courbe  dans  la  position 
qu'elle  occupe  à  l'instant  (  s'obtient  en  faisant  varier  q  de  h(j.  On 
a  alors 

às:  ^  ,  <>'l  „  ,  (tes  , 

et  l'équation  (3)  devient,  après  suppression  du  facteur  wj, 

V  dl^  àq         clt^  àq  "^  dt^  ôq  j  '"      ôq    '        àq    '       dq' 

équation  dont  nous  avons  déduit  l'équation  de  Lagrange  (n°259). 

286.  Remarque  sur  la  force  d'imertie.  —  Soit  un  point  matéiie!  sou- 
mis à  l'action  des  forces  Fi,  F^,  ...,  F„  et  place  dans  certaines  condi- 
tions initiales  :  il  prend  un  certain  mouvemeni.  Dans  une  deuxième  espé- 
[•icnce,  supprïnions  les  forces  Fi,  Fj,  . . .,  F„,  prenons  le  point  matériel 
dans  la  main  et  imprimons-lui  arec  la  main  le  même  mouvement.  L'action 
de  la  main  sur  ie  point  est  alors  à  chaque  instant  (  égale  à  la  résultante  R 
des  forces  Fi,  Fj,  . . . ,  F,  qui  agissaient  dans  la  première  espérience,  où 
à  mi,  i  désignant  l'accélération;  donc,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de 
l'action  et  de  la  réaction,  la  pression  du  point  sur  la  main  est  à  chaque 
instant  égale  et  opposée  à  R  ou  à  inS  :  cette  pression  est  donc  égale  à  la 
Jorce  d'inertie,  mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  pression  est  une 
force  agissant  sur  la  main   et  non  sur  le  point. 

287.  Principe  d'Hamilton.  —  Noos  venons  de  voir  que  dans 
les  trois  cas  précédents,  point  libre,  point  sur  une  surface,  point 
sur  une  courbe,  on  a,  en  appelant  X,  Y,  Z  la  résultante  -des 
forces  directement  appliquées  et  Zx,  Zy,  Zz  un  déplacement  vir- 
tuel quelconque  compatible  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  nii. 
temps  i, 

Ce  résultat  peut  s'exprimer  aussi  de  la  façon  suivante  :  don- 
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nons-nous  les  positions  Mo  et  jM(  du  mobile  à  deux  instajiLs  ;„ 
oL  (|  ;  dans  le  mouvement  naturel  du  mobile  de  Mo  en  M,,  sous 
l'action  des  forces  et  des  liaisons  données,  les  coordonnées  x^y,  z 
sont  des  fonctions  du  temps  qui  satisfont  aux  équations  de  liai- 
son et  qui  prennent  des  valeurs  données  d'avance  aux  instants  /„ 
et  f)  :  soient  x  -f-  Sa:,  y-^  Zy,  ^  -j-  Ss  des  fonctions  quelconques 
de  t,  iniïnimenl  voisines  de  x,y,  z,  satisfaisant  aux  équations  de 
liaison  et  prenant  aux  instants  t^  et  ()  les  mêmes  valeurs  que  x^ 
y,  s,  de  sorte  que  àx,  Sj-,  Sa  sont  compatibles  avec  les  liaisons 
et  s'annulent  pour  i  ;=  („  et  i  =  ï|  ;  soit  enfin 

la  demi-force  vive  dans  le  mouvement  naturel  du  mobile  el  S1'  la 
variation  de  T  quand  x,  y,  s  subissent  les  variations  supposées 
Zx,  5/,  05  compatibles  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  temps  t. 
Dans  ces  conditions,  le  principe  d'Hamilton  consiste  en  ce  quf 
l'intégrale 

est  égale  à  zéro.  Pour  le  démontrer,  remarquons  que 

La  partie  de  S-3  qui  contient  mx'oj:'  peut  s'écrire 

/''         ,-.,   ,  /■''       dj:  ^  dj:   ,  C''       dx   ,. 

J,^  dt       dt  J,^  dl 

car  S  -j-  est  égal  à  ~-j--  En  intégrant  par  parties,  on  peut  écrire 
celle  dernière  intégrale 

où  la  partie  intcgrcc  est  nulle,  car  Zx  s'annule  aux  limites.  Trans- 
formant de  même  les  termes  en  3^  et  o:;',  on  a 
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expression  qui  est  bien  nulle,  comme  il  résulte  de  l'équation  (6) 
et  de  ce  que  Sx,  oy,  hz-  sont  compatibles  avec  les  liaisons  qui  ont 
lieu  au  temps  l. 

288.  Équations  de  Lagrange-  —  Le  principe  d'IIamilton  fournît 
un  moyen  simple  d'établir  les  équalîons  de  Lagrange.  Prenons, 
pur  esemplc,  le  cas  d'un  point  libre  et  soient 

x=---^{g„,j„ç,.,i) 

les  expressions  de  ar,  y^  z  dans  un  système  quelconque  de  coor- 
données g,,  q-i,  q^.  Dans  le  mouvement  naturel  du  mobile  sous 
l'action  des  forces  qui  agissent  sur  lui,  x,  y,  a  sont  des  fonctions 
de  t  qui  prennent  des  valeurs  déterminées  aux  instants  t^  et  (|  ; 
il  en  est  de  même  pour  ^, ,  q-^^  q^.  Pour  faire  subir  à  ces  fonctions 
en,  y,  z  des  variations  arbitraires  Sj:,  Zy,  Ss  nulles  aux  instants  t^ 
et  /[,  il  suffit  de  faire  subir  à  q^,  q^,  Çg  des  variations  arbitraires 
3^i,  S^j,  Sça  nulles  aus.  mêmes  instants.  Alors 


ha  quantité  XSa: -H  YSy -j-Zo=,  placée  sous  l'intégrale  d'Ha- 
milton  S-!,  prendra  la  forme 

Qi,  Qï,  Q^  désignant  les  mêmes  quantités  que  précédemment. 
De  plus,  la  fonction 

l^lniiy.'^  +  y^  +  z-^.) 

di'vient,  si  l'on  y  remplace  x,y,  :■  par  leurs  valeurs  en  <^(,  q.^^  q^ 
et  /,  une  fonction  des  lettres  ç,,  q.,,  q^,  q\,  q\,  q'.^^  t,  car  on  a, 
]i;ir  exemple, 


D'après  le  principe  d'Hamillon,  si  q, ,  ^2,  q^  sont  les  fonctions 
de  t  correspondant  ati  mouvcmenf  naturel  que  prend  le  mobile 
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sous  l'aoïion  des  forces  domioRS,  Fexpresslon 

esl  nulle,  quels  que  soient  5^,,  Zq^,  0</;j.  Or,  T  dépendant  r 
tenant  de  tj^,  q-i,  ys,  i^',,  q.^,  q'^  et  /,  on  a 


-  iq, 


iq: 


iq,- 


■iq. 


V, 


Portons  cette  valeur  de  oT  dans  o-'i,  puis  fixons  notre  attention 
sur  les  termes  en  5q\,  Sf/'^,  tq'^.  Nods  transformerons  ces  termes 
par  l'intégration  par  partie,  en  «écrivant,  par  exemple, 

r''  àT  .  ,  ,        r''  àT  ,-.         I  <)'ï  ,     i''       r''  d  /àr\  ^      . 


'd,=^-  La  partie  mteçree  < 
nites.  Faisant  la  même  iransform 
termes  en  hg'^  et  Sry'j,  on  a  finalement 


ou  I  on  remarque  que  oy,  ^= 
nulle,  car  5(/,  s'annule  aux  11 


(8) 


-^rx-im^''—-h 


où  l'on  n'a  écrit  que  le  terme  en  ù/y-^,  les  deux  termes  en  S^^,  5(/:, 
s'obtenant  par  la  permutation  des  indices.  Cette  espressloo  3-1 
devant  être  nulle,  quelles  que  soient  les  variations  ùq,,  ùg.,,  0(/,, 
il  faut  écrire  que  les  coefficients  de  ces  variations  sont  tous  nuls 
sous  le  signe  f,  ce  qui  donne  les  équations  du  mouvement 


Q*  + 


àqi 


dt\d>A. 


<,  3), 


sous  la  forme  indiquée  par  Lagrange. 

Si  nous  prenons  de'môme  le  cas  d'un  point  mobile  sans  frotte- 
ment sur  une  surface  dont  l'équation  peut  contenir  le  temps,  nous 
pourrons  encore  appliquer  le  principe  d'Hamilton,  exprimé  par 
l'équation  obtenue  en  égalant  5-3  à  zéro,  à  condition  de  prendre 
pour  Sj!,  Sy,  tz  des  variations  quelconques  compatibles  avec 
l'équation  de  la  surface,  c'est-à-dire  avec  la  liaison  imposée  au 
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poinl.  Or  nous  oblienclrons  ces  variations  on  exprimant  les 
coordonûées  d'un  point  de  la  surface  en  fonction  de  deux  para- 
mètres f/i,  q^  et  faisant  varier  arbitrairement  (jy  et  q^,  ce  c[ui 
donne 

^  =  ?(?.,  ?..  0,     «>  =  ^"l^  ^l'^tf^  ^^^'      ■■■' 

XSa^-i-  Yo_f -i-Zô;  =  Qi&çi-i-QsSg'i. 

Acluellenicnl,  T  devient  fonction  de  q,.  q«,  q\,  q'.,,  l  cl 

JT  ,  dT  ^  dT  „   ,        ()T  ,   , 

"^  =  di;''^'^  d^^ï^+  d^^5'^  <)yl''^^- 

'l'i'ansformant  alors  l'intégrale  d'Hamilton  (^)  comme  dans  l<; 
cas  précédent,  on  la  mettra  sons  une  forme  identique  à  (8),  avec 
cette  seule  différence  que  sous  ie  signe  /  il  n'y  a  plus  que  deux 
termes,  l'un  en  S^,  et  l'autre  en  ^q«.  L'expression  3-1  devant  éire 
jiiille  quels  que  soient  3y,  et  Sy^,  les  coefficients  de  ces  deux 
variations  doivent  être  nuls  et  l'on  retrouve  alors  les  deux  équa- 
tions de  Lagrange. 

Enfin,  si  le  point  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe 
fixe  ou  mobile,  il  faut,  dans  i'eipresslon  {7)  de  S-1,  mettre  pour 
ojç,  3^,  Ss  des  variations  compatibles  avec  les  équations  de  la 
courbe  à  l'instant  t.  Exprimant  les  coordonnées  d'un  point  de 
celle  courbe  en  fonction  d'un  paramètre  q,  on  a 

XSa7-f- Y3/-f-ZS;rzQ3^, 


^-X'[ 


parties,  on  arrivera  alors  à  la  formule 


t  comme  S-î  doit  âtre  nul  quel  que  soit  2g,  on  doit  égaler  à 
e  coefficient  de  Sg  sons  le  signe  /  ,  ce  qui  donne  l'équatît 
louvement  sous  la  forme  indiquée  par  Lagrange. 
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289.  Cas  particvilier  où  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  d'une 
fonction  V  {:)!,y,z,  tj.  —  Supposons  que  l'ou  ait  pour  la  résultante 
nies  forces  directement  appliquées 

x,*-.       ^"'"^       '.  =  *. 

iJj;  ■  dy  di 

la  fonction  U  pouvant  contenir  explicitement  le  temps  /,  Cette 
circonstance  se  présente  en  particulier  (|L[and  la  force  X,  Y,  Z 
dérive  d'une  fonction  de  forces;  niai.-î  alors  U  ne  contient  pas  l. 
Le  principe  d'Hamilton  peut,  quand  cette  fonction  U(ar,y,  z,  () 
existe,  s'énoncer  sous  une  forme  plus  élégante. 

Donnons-nous  les  positions  M„  el  M,  du  mobile  aux  instants 
/o  et  t,  el  cherchons,  parmi  toutes  les  manières  possibles  d'ame- 
ner le  mobile  de  M„  en  M,  en  le  faisant  partir  de  M,,  à  l'instant  („, 
arriver  en  M,  à  l'instant  t,  et  en  respectant  les  liaisons  imposées 
au  point,  celle  qui  rend  l'intégrale 


^-=J"\V(:r.j,z.n^T]</> 


I  OU  minimum,  T  désignant  toujours  la  demi-force  \ive 

Nous  trouverons  que  le  maximum  ou  le  minimum  est  réalisé  en 
f^énéral  par  le  mouvement  naturel  du  mobile  sous  l'action  de  la 
force  (X,  Y,  Z)  et  des  liaisons,  les  constantes  d'intégration  étant 
telles  que,  pour  (  =  ^0,  M  soit  en  Mp,  et,  pour(  — (,,  il  soit 
en  M,. 

En  elTet,  pour  déterminer  les  fonctions  x,  y,  z  de  t  rendant 
l'intégrale  (9)  maximum  ou  minimum,  tout  en  satisfaisant  aux 
équations  de  liaison,  il  faut  égaler  à  zéro  la  variation  SJ  que  subit 
celte  intégrale  quand  x,  ^,  s  subissent  des  variations  arbitraires 
SXf  Sy,  02  compatibles  avec  tes  liaisons.  On  a  ainsi  la  condition 

qui  est  précisément  la  condition  donnée  par  le  principe  d'Hamil- 
ton  (':),  puisque  ^—>^~'^-  sont  égales  a  A,   1 ,  /--. 

Ainsi  on  trouve  le  mouvement  naturel  en  cherchant  à  rendre 
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maximum  ou  minimum  l'inlégrale  (9).  Cela  ne  veut  pas  dire  ijue 
le  mouvement  naturel  rende  nécessairement  cette  intégrale  maxi- 
mum ou  minimum.  M.Darboux  a  montré  que,  si  Une  contient  pas 
explicitement/,  l'intégrale  3  est  minimum  pour  le  mouvement  natu- 
rel, à  condition  que  l'intervalle  de  temps  ï|  —  t^  soit  suffisamment 
petit  {Leçons  sur  la  Théorie  générale  des  sur/aces,  deuxième 
Partie,  n"  S46,  p.  45 1  )-  Mais  la  démonstration  de  cette  propriété, 
sur  laquelle  nous  aurons  à  revenir,  exige  la  connaissance  de  quel- 
ques théorèmes  de  Mécanique  analytique  que  nous  n'avons  pas 
encore  établis. 

Ainsi,  pour  prendre  un  exemple  des  plus  simples,  considérons 
un  pendule  de  longueur  (  écarté  de  la  verticale  d'un  angle  initial 
%,  puis  abandonné  à  lui-même  sans  vitesse  à  l'instant  t^  sous  l'ac- 
tion de  la  pesanteur  ;  ce  pendule  oscille  et  à  l'instant  t  l'angle 
d'écart  avec  la  verticale  a  une  valeur  Ei;  au  bout  d'une  oscillation 
simple  de  durée  t,  —  t^,  ce  même  angle  a  la  valeur  — 80-  ^--^  prin- 
cipe d'Hamilton  nous  apprend  alors  que  de  toutes  les  fonctions  („ 
lie  t  qui  prenneiil  les  valeurs  d»  et  —  Q,,  aux  instants  tt,  etl,,  celle 
qui  rend  l'intégrale 


X'(' 


■/cosa-i di 


minimum  est  celle  qui  correspond  au  mouvement  naturel  du  pen- 
dule. En  effet,  la  masse   du  point  étant  1 ,  on  a  ici 

290.  Principe  de  la  moindre  action.  —  Ce  principe,  moins 
général  que  celui  d'Hamilton,  s'applique  au  mouvement  d'un 
point  sollicité  par  une  force  dérivant  d'une  fonction  de  forces, 
le  point  étant  libre  ou  assujetti  à  glisser  sur  une  surface  fixe  : 
il  permet  de  résumer  les  équations  du  mouvement  en  écrivant 
que  la  variation  d'une  certaine  intégrale  est  nulle.  Le  principe 
de  la  moindre  action  a  été  indiqué  par  Maupertuis;  on  en  trouve 
un  exemple  dans  le  Mémoire  d'Eu!er,  De  moCu  projectoruni  : 
Laplace,  Lagrange,  Poisson  l'ont  exposé  sous  une  forme  sujette  à 
des  objections;  c'est  Jacobi  qui,  le  premier,  l'a  énoncé  d'une 
façon  précise.  On  trouvera  dans  les  Sitsimgsberichle  de  l'Ac;:- 
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demie  de  Berlin  (1887)  on  important  article  de  M.  de  Helmlioltï 
sur  l'histoire  dn  principe  de  la  moindre  action. 

Point  libre.  —  Un  point  libre  étant  sollicité  par  des  forces 
donl  la  résultante  dérive  d'une  fonction  de  forces  U(^,^,  s),  l'in- 
tégrale des  forces  vives  donne 

Dans  le  principe  de  la  moindre  action,  on  ne  compare  entre 
eux  que  des  mouvements  pour  lesquels  la  constante  h  a  la  même 
valeur.  Ainsi,  dans  tout  ce  qui  suit,  h  est  une  constante  déter- 
minée :  on  pourra  donc  choisir  arbitrairement  la  position  initiale 
.Vf,ya,  Zq  du  mobile,  la  vitesse  initiale  sera  déterminée  en  gran- 
deur (non  en  direction)  par  la  seconde  des  relations  (1).  Il  va  de 
soi  que  les  positions  du  mobile  et  les  courbes  que  nous  allons 
considérer  sont  toutes  situées  dans  la  région  de  l'espace  où 
i]{x,y,  z)  +  h  esl  posai/ . 

Soient  deux  points  fixes  Aei  B,  MM.  Tait  et  Thomson  appellent 
action  le  long  d'une  courbe  C  joignant  ces  deux  points  l'intégrale 

011  nous  écrivons  XJ  pour  \J(a:,y,z).  Cette  intégrale  est  supposée 
|>rise  le  long  de  la  courbe  C  donl  l'élément  d'arc  est  appelé  ds. 
\^e  principe  peut  alors  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Les  courbes  joignant  (es  deux  points  fixes  A  et  B  et  possé- 
dant cette  propriété  que  la  variation  de  l'action  est  nulle, 
quand  on  passe  de  l'une  de  ces  courbes  à  toute  courbe  infini- 
ment voisine  de  mêmes  extrémités,  sont  les  trajectoires  que 
décrit  naturellement  le  mobile  quand  on  le  lance  de  l'un 
des  points  fixes  dans  une  direction  telle  qu'il  atteigne 
l'autre. 

On  peut  encore  dire  que  l'on  doit  choisir  entre  les  trajectoires 
allant  de  A  en  B  quand  on  cherche,  parmi  toutes  les  courbes 
/'oignant  ces  deux  points,  les  courbes  le  long  desquelles  l'ac- 
tion est  MINIMUM.  Car,  pour  trouver  ces  courbes,  il  faut  com- 
mencer par  égaler  à  zéro  lu  variation  de  l'action. 

I.  34 
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Pour  établir  cette  proposition,  remarquons  que  l'intégrale  -l 
-.m 
est  de  !a  forme  j     •ù[x,y,  s)ds,  où 

Pour  obtenir  les  équations  différentielles  des  courbes  pouvant 
rendre  =.li  minimum,  i!  suffit  donc  d'appliquer  les  équations  (3) 
du  n"  158,  en  y  remplaçant  <p  par  la  valeur  actuelle  (3).  Nous 
obtenons  ainsi  pour  les  courbes  cherchées  les  équations  diffé- 
rentielles 

avec  deux  équations  analogues.  Prenons  une  variable  auxiliaire  ( 
définie  par  la  relation 


les  équations  différentielles  (4)  des  courbes  pouvant  rendre 
minimum  deviennent 


dt^         â;p'  do        à  y'  dP         ôs 

Ce  sont  les  équations  du  mouvement  du  point  libre  :  l'équa- 
tion (5)  est  en  outre  l'équation  des  forces  vives  daos  laquelle  la 
constante  des  forées  vives  a  la  valeur  particulière  h.  Le  théorème 
est  donc  démontré. 

Ainsi,  c'est  parmi  les  trajectoires  allant  de  A  en  B  qu'il  faut 
chercher  les  courbes  qui  donnent  pour  l'action  X  un  minimum 
relatif,  c'est-à-dire  une  valeur  plus  petite  que  le  long  de  toute 
courbe  infiniment  voisine.  La  question  de  savoir  si  une  trajectoire 
déterminée  joignant  les  deux  points  A  et  B  donne  effectivement 
un  minimum  relatif  pour  X,  n'a  pas  d'importance  au  point  de  vue 
du  principe  lui-même;  elle  est  analogue  à  la  question  de  savoir 
si,  sur  une  surface  donnée,  une  ligne  géodéstque,  joignant  deux 
points  fixes  de  la  surface,  fournit  effectivement  un  minimum 
relatif  pour  la  dislance  des  deux  points  sur  la  surface  {voir 
Darboux,  Théorie  des  surfaces,  lil*  Partie,  Chap.  V).  Gomme  le 
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coefficient  de  ds  dans  X  est  positif,  l'action  est  toujours  positive 
et  il  existe  certainement  des  courbes  allant  de  À  en  B  le  long 
desquelles  a  lieu  un  minimum  relatif  pour  X;  ces  courbes  sont 
constituées  par  des  trajectoires  :  il  existe  même  entre  A  et  B  une 
courbe  donnant  un  minimum  absolu;  cette  dernière  courbe,  étant 
nécessairement  formée  d'arcs  donnant  chacun  séparément  un 
minimum  relatif,  est  composée  d'arcs  de  trajectoires. 

Il  n'y  a  pas  de  courbe  donnant  pour  X  un  maximum  relatif, 
car,  une  courbe  quelconc|ue  C  étant  tracée  de  A  en  B,  on  peut 
toujours  trouver  une  courbe  C  inliniment  voisine,  le  long  de 
laquelle  l'action  est  plus  grande  que  le  long  de  C  ;  il  suffit  de 
prendre  pour  C  une  sorte  de  sinusoïde  à  oscillations  infiniment 
petites  dans  le  voisinage  de  C. 

Point  sur  une  surface.  —  Soit  de  même,  sur  une  surface  fixe 
S,  un  point  sollicité  par  une  force  dérivant  de  la  fonction 
\J{x,y,  s).  On  aura  encore  l'intégrale  des  forces  vives  (i)  et  l'on 
comparera  entre  eux  les  mouvements  qui  se  font  sur  la  sur/ace, 
h  ayant  une  valeur  déterminée.  On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Les  courbes  tracées  sur  la  surface  entre  deux  points  fixes  A 
et  B,  et  possédant  cette  propriété  que  la  variation  de  V action 
est  nulle  quand  on  passe  de  l'une  de  ces  courbes  à  toute 
courbe  infiniment  voisine  tracée  sur  la  surface  entre  les 
mêmes  points,  sont  les  trajectoires  du  mobile  joignant  ces 
deux  points. 

On  a  donc  à  choisir  parmi  ces  trajectoires  quand  on  cherche  les 
courbes  allant  de  A  en  B  sur  la  surface,  le  long  desquelles  l'action 
est  minimum. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  d'appliquer  au  cas  de  tp  =  y^2(U  -j-  A) 
les  équations  que  nous  avons  données  (p.  21  5)  pour  les  courbes 
situées  sur  une  surface  et  rendant  j'ods  minimum.  Ces  équations 
se  transforment  immédiatement,  comnie  plus  haut,  en  celles  du 
mouvement  du  point  sur  la  surface,  la  constante  des  forces  vives 
étant  h. 

Par  exemple,  si  le  point  n'est  sollicité  par  aucune  force  (Lj=o), 
les  trajectoires  sont  les  courbes  que  l'on  trouve  en  cherchant  à 
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rendre  minimuin  l'intégrale  /      \J-ilids,  c'est-à-dire  en  cherchant 

les  lignes  les  plus  courtes  de  A  en  B  sur  la  surface.  On  trouve 
donc  les  lignes  géodésiqiies  (n"  270). 

Plus  généralement,  le  problème  de  la  recherche  des  trajectoires 
d'un  point  sur  la  surface  S,  la  fonction  des  forces  étant  U,  est 
identique  au  problème  de  la  recherche  des  lignes  géodésiques 
d'une  autre  surface  S'.  En  effet,  imaginons  une  surface  auxiliaire 
S'  dont  l'élémenl  linéaire  ds'  soit  donné  par 

ds  étant  l'élément  linéaire  de  S  :  la  recherclie  des  trajectoires  sur 
S  est  ramenée  à  la  recherche  des  courbes  rendant  /  ds'  minimum, 
c'est-à-dire  à  la  recherche  des  lignes  géodésiques  de  S'. 

Si  nous  revenons  pour  un  instant  au  cas  d'un  point  libre  solli- 
cité par  une  force  dérivant  d'une  fonction  de  forces,  nous  voyons 
que,  en  vertu  du  principe  de  la  moindre  action,  le  problème  de 
la  détermination  des  trajectoires  du  point  est  une  extension  au 
cas  de  trois  variables  du  problème  des  lignes  géodésiques. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  plus  de  détails  sur  cette  théorie  qui 
relève  de  la  Géométrie  plus  que  de  la  Mécanique,  et  nous  ren- 
verrons le  lecteur  aux  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces  de 
M.  Darhoux,  11^  Volume,  Chapitres  VI  et  VIII. 

Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ce  principe  en  Mécanique 
analytique. 

EXERCICES, 

1.  Formule  de  Tait  et  Thomson.—  Si  l'on  jirend  <leii\  najccLoiiB?  infini- 
ment voisines  AD  et  A,i!,,  la  variation  tie  l'acticn  quand  on  passe  de  la  piemiijie 
à  lu  seconde  est 

&A,  =  -  ^/^(|J4-i-A).  Â5;cos  A,  AU  -  v/nUm-/';-  "ËB,  cas  B,  ISA, 

Ua  el  Ub  désignant  les  vaieiu's  de  U  en  A  et  B  [rstle  formule  est  cei[e  (|iii  ,i 
iilé  établie  n'  159,  sauf  le  changement  de  •?  en  \/-^[V  +  hj]. 

2,  Théorème  de  Tait  et  Thomson  (n°  159,  i').  —  Si  des  différents  joints  M„ 
d'une  surface  S  on  lance  des  mobiles  identiques  normalement  A  cette  surface, 
la  fonction  de  forces  étant  U  pour  chacun  d'eux  et  la  constante  des  forces 
vives  /i,  et  si  sur  chaque  trajectoire  on  prend  on  arc  M,  M„  tel  que  l'action  de  M„ 
en  M,  le  !ong  de  cette  lrajectoii-e  ait  une  valeur  déterminée,  !a  marne  soi  tou!e= 
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les  trajectoires,  le  lieu  des  pointa  M,  est  une  surface  S,  normale  aui  trajectoires. 
On  obtient  un  cas  particulier  iuiportant  du  théorème  en  supposant  la  surface  S 
réduite  à  une  sphère  de  rayon  nul:  les  mobiles  partent  alors  tous  d'un  point 
déterminé  M„  avec  une  vitesse  de  grandeur  déterminée,  mais  dans  des  directions 

Il  est  éïidentque,  s'il  s'agit  d'un  mouvement  plan  ou  d'un  mouvement  sur  une 
surface,  on  aura  le  même  énoncé  en  remplaçant  les  surfaces  S  et  S,  par  des 
courbes. 

Si  tl  =o,  ces  théorèmes  donnent  les  théorèmes  classiques  relatifs  aux  surfaces 
parallèles  ou  aux  courbes  parallèles  sur  uneaurfaee. 

3.  Propriété  analogue  à  celle  des  développées  .—  Si  l'on  considère  des  tra- 
jectoires AB  normales  en  A  à  une  courbe  Use  et  tangentes  en  B  â-  une  autre 
courbe  D,on  a,  en  appelant  A'B'  et  A''B'  deuï  positions  de  la  trajectoire,  le  théo- 
plus l'action  le  long  de  l'arc  B'B"  de  la  courbe  enveloppe  D. 

Le  même  théorème  a  lieu  dans  le  mouvement  d'un. point  sur  une  surface  pour 
les  trajectoires  normales  à  une  courbe  fisc. 

Si  U  =  0,  ces  théorèmes  donnent  les  ihéorémea  classiques  relatifs  aux  dévelop- 


ds. 


Soient  dans  le  plan  deux  points  dont  l'un  est  l'origine  O,  l'autre  un  point  M,. 
La  courbe  qui  donne  l'action  minimum  de  O  en  M;  est  l'une  des  trajectoires  que 
suit  le  mobile  pesant  lancé  de  O  avec  la  vitesse  Va—  i/âÂ  de  tella  façon  qu'il 
atteigne  M,.  Si  M,  est  dans  la  parabole  de  sûreté,  enveloppe  des  trajectoires  issues 
de  O,  il  existe  deux  trajectoires  de  O  en  i\r|.  Démontrer  que  le  minimum  relatif 
a  lieu  le  long  de  celle  des  paraboles  par  laquelle  le  mobile  arrive  en  M,  avant 
d'avoir  touché  la  parabole  de  sûreté  (sur  la  jîg-,  14.^,  c'est  la  parabole  inférieure) 
(règle  donnée  par  Jacobi).  Si  M,  est  suffisamment  près  de  O,  l'arc  OM,  de  la 
parabole  inférieure  donne  même  le  minimum  absolu  de  l'action,  mais  il  ne  le 
donne  plus  quand  M,  est  voisin  de  la  parabole  de  sûreté.  Aussi,  quand  M,  est  sur 
la  parabole  de  sûreté,  en  A  par  CKCuiple,  la  trajectoire  OA  donne  encore  le  mi- 
nimum relatif  de  l'action,  mais  non  le  minimum  absolu  :  c'est  ce  qu'on  démon- 
trera en  s'appuyant  sur  les  résultats  de  l'exercice  précédent  appliqués  à  la  para- 
bole de  sûreté  regardée  comme  la  développée  généralisée  du  point  0  (le 
raisonnement  est  identique  à  celui  que  donne  M.  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie 
dessur/aces,  III-  Partie,  Chap.V). 

5.  Si,  dans  l'exercice  précédent,  le  point  M,  est  hors  de  la  parabole  de  sûreté, 
il  n'existe  plus  de  trajectoire  de  O  en  M,  et  cependant  il  doit  exister  une  courbe 
rendant  l'action  de  O  en  M,  minimum.  Démonlrer  que  cette  courbe  est  formée 
des  deux  perpendiculaires  abaissées  de  0  et  M,  sur  U  droite  u  h  —  1  gy  =  0  et 
de  la  portion  de  cette  droite  comprise  entre  ces  deux  perpendiculaires  [résultat 
analogue  à  celui  de  la  page  ai3). 
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ientique  à  l'étude  des  lignes  gcodésîques  d'une  surface  S' dont  réiément  linéai 
irait  donné  par 

ds''=  {2k  —  2gy)  {d3;''+dy^). 

Démontrer  que  celle  surfaee  est  applicable  sur  une  surface  de  révolution 
rmer  l'équation  de  la  méridienne.  Si  l'on  fait  2  A  —  sgy  =  u,  îga;  —  c,  on  retrou 
;xercice  tte  la  page  47a- 


7.  Appliquer  le  principe  de  la  moindre  actior 
'caoudre  pour  ce  mouvement  les  questions  analogues  aux  précédentes  (fi,  5  et  ( 
voir  JicoBi,  Vortesungen  ûber  DynamOc,  sechste  Vorlesung). 

8.  Soient  y  {3!,y,z)  une  fonction  positive  de  x,  y,  s  et  A,  B  deuii  points  fixes 
es  courbes  C  joignant  ces  points  le  long  desquelles  l'intégrale  /<s  (a:, y,  z)ds'i! 
ninimum  sont  :  1°  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  pour  lequel  la  tension  estf  et  1 

on  de  forces  —  f,  2°  les  courbes  brachistoclirones  d'un  mobile  de  masse 


e  fonction  de  force 


de  forces  !p"(3;,^,3)  la  vitesse  initiale  étant   ^açliC,,  j-j.s^).   {Voir  Asooïhb, 
Comptes  rendus,  t.  C,  p.  1577;  Vicaire,  ibid.,  t.  CVÏ,  p.  ijSS.) 

9.  Les  mfmes  théorèmes  ont  lieu  pour  les  courbes  tracées  sur  une  surface  lia 
et  rendant  fa  ds  minimum. 

10.  La  courbe  qui,  parcourue  par  un  mobile  sous  l'action  d'une  fonction  de  forces 
donnée,  rend  minimum  l'intégrale  /v"ds,  iv=  \/i(fi  -i-  h)),  a  en  ciiaque  point 
son  rayon  de  courbure  dirigé  suivant  la  niéme  droite  que  celui  de  la  trajectoire 
que  le  mobile  décrirait  s'il  devenait  libre  à  partir  de  ce  point  et  égal  à  ce  dernier 
rayon  divisé  par  l'exposant  it;  il  doit  être  porté  en  sens  contraire  si  nest  négatif. 

Le  cas  le  plus  intéressant  est  celui  où  n  =  —  1  ;  la  courbe  est  alors  une  bra- 
cliistochrone ;  on  retrouve  ainsi  la  liaison  entre  les  trajectoires  et  les  bracbisto- 
chrones  mise  en  évidence  dans  l'exercice  (8)  (Vkaibe,  Savants  étrangers,  et  Rap- 
port de  M.  Jordan,  Comptes  rendus,  t.  CVIII,  p.  33o). 

11.  Déduire  les  équations  de  Lagrange  du  principe  de  la  moindre  action. 
Prenons  par  exemple  un  point  libre  rapporté  à  un  système  de  coordonnées 

?iiÎji  ^,'-  ^  sera  fonction  de  ces  coordonnées  et  l'on  aura 

rfi'=  a,^  dç]  -h. .  .^  2a,^  dij,  drj,-i- 

ïi'  Îji  5i  ^n  fonction  d'une  variable  auxiliaire  if,  de 

A)  -j-  dq  soit  minimum.  Faisant  dans  les  équations 

de  variable  â  de  la  page  53o,  on  a  les  équations  de 
(7),  on  arrive  ainsi  S  appliquer  les  éc]uations  di; 
ire  d'un  fil  (Comptes  rendus,  t.  XCVI,  p.  688). 


Il  faudi 

alors  détermin 
r''  , 

telle  faço 

obtenues 
Lagrange 
Lagrange 

e  changement  d 
D'après  l'eserci 
a  la  ligure  d'équ 
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NOTE   SUR  LA   PROPRIÉTÉ   CARACTÉRISTIQUE   DES   FORCES 
CONSTANTES. 

On  peut  remplacer  la  méthode  de  Bonnet,  employée  dans  le  n°  fi7,  par 
la  suivante,  qui  est  peut-être  un  peu  plus  simple  au  point  de  vue  de  l'ex- 
position, et  que  j  a   donnée  dans  mon  cours  en  1S93. 

Soit  un  po  nt  o  ate  el  en  nouvement  sous  l'action  d'une  force.  Si,  à 
l'instant  (  ou  le  n  ob  le  est  en  M  (fig-  34i  P-  5a) ,  la  force  cessait  d'agir, 
le  mobile  cont  nuera  t  à  noivoir  suivant  la  tangente  en  M  avec  une 
vitesse  constante  V  égale  à  celle  qu'il  possède  en  M,  et  à  l'instaiii  (  +  ii 
il  se  trou  erataupontM   tel  que  MM'  =  VA(. 

En  real  lé  la  f  rce  con  uant  à  agir,  le  mobile  se  trouve  à  l'instant 
(  +  ii  en  M  L  effet  de  la  fo  ep  ndant  l'instant  A(  a  donc  été  d'imprimer 
au  point  la  de  a  on  MD  (n  3'>)  égale  et  parallèle  à  MMi,  déviation  dont 
la  Project  u       n  ax      0     par    xemple,  est 

■'  dt 

Une  force  constante,  étant  toujours  la  même  dans  ses  effets,  est  donc 
une  force  qui,  pendant  un  intervalle  de  temps  déterminé  Ai  suivant  un 
instant  quelconque  t,  imprime  constamment  au  mobile  la  même  déviation 
en  grandeur,  direction  el  sens.  Dans  le  mouvement  produit  par  une  force 
constante,  les  projections  de  la  déviation  D  sur  les  axes  doivent  donc, 
pour  une  valeur  déterminée  de  i,t,  être  les  mêmes,  quel  que  soit  (.  Ces 
projections  sont  donc  indépendantes  de  (  el  dépendent  uniquement  de 
i(.  Pour  trouver  les  expressions  correspondantes  de  x,  y,  s  en  fonction 
de  t,  supposons  par  exemple  x -=1:^(^1)  et  désignons  par  h  la  quantité  Af, 
la  projection  Dj;  de  la  déviation  sur  Oa;  s'écrira 

D..  =  -?(i  +  /i)-<p(o-/i?'(0; 

pour  que  celte  expression  soit  indépcndanie  de  (,  il  faui  et  il  suffit  que  sa 
dérivée  par  rapport  à  t  soit  nulle,  ce  qui  donne 

D'où,  en  différentianl  par  rapport  à  h, 


relatii 


=  ,u=/(I)oa-,-. 
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536  TROISIÈME    rARTIB.    —     DÏSAMIQKB    DU    POINT. 

,         ,  ,  d^3:     d"'Y     rP-^ 

force  constante  produit  un  mouvement  dans  lequel  —,  „  ,  — ;-.  >  -,  .   ioiit 
•^  ^         dt^      dt^       dt^ 

canstants,  c'est-à-dire  un  mouvement  dont  l'accélération  est  constante  on 

grandeur,    direction   et  sens.    Réciproquement,   si  l'accélération   J    d'un 

mouvement  est  constante  en  grandeur,  direction  et  sens,  les  projections 

Dar,  Dy,  Dj  de  la  déviation  sont  indépendantes  de  (,  et  la  force  doit  être 

regardée  comme  constante.  Dans  ce  cas,  comme  nous  l'avons  remarqué 

n"  39,  l'accélération  J  et  la  déviation  qui  se  produit  pendant  un  intenaile 

de  temps  quelconque  i(  sont  liées  |jar  la  relation 


D  =  i  JA(S  J  =   ^> 


D'après   ce  qu'on   a 'vu 
sonstante  produisant  un  r 


Cette  expression  sert  à  définir  ensuite  la  valeur  approchée  d'ui 
variable  pendant  l'intervalle  de  temps  ii  (p.  90,  Remarque)  et,  pa 


■s  {Journal  de  Liouoille,  1847)- 
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